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第 一 章 mo X 


在 自然 科学 .于 各 技术 , 直至 在 其 些 社 会 科学 中 ， 国 数 是 被 广 
泛 应 用 的 数学 概念 之 一 ， 其 重要 意义 远 远 却 出 了 数学 范 国 ， 在 数 
学 中 国 数 处 于 基础 的 捷 心 她 位， 东北 不 仅 是 贯 空 于 中 学 4 代数 ?的 
一 条 主线 , 它 也 是 数学 分 析 这 门 课 程 斌 究 的 对 象 . 

中 学 数学 应 用 “ 柴 合 "与 “对 应 "已 经 给 出 了 晴 数 概念 ， 并 在 此 
基础 上 讨论 了 函数 的 一 些 简单 性 质 。 本 童 除 对 中 学 《代数 3 的 读数 
及 二 性 古 重 点 复习 外 ,根据 机 课 与 后 继 课 的 需要 , 将 对 函数 作 闪 人 
的 讨论 ， 


SILI A X 


—, HS 

在 一 个 自然 现象 或 技术 过 程 中 ,常常 有 几 个 量 同 时 变化 ,它们 
的 变化 并 非 破 此 无 关 ， 而 是 互相 联系 着 .这 是 物质 世界 的 一 个 普 
遍 规 律 . 下 面 列举 几 个 有 了 两 个 变量 互相 联系 着 的 例子 : 

£81, 真空 中 自由 落体, 物体 下 莫 的 时 词 i TAARN s E 
相 联 系 着 ， 如 果 物 体 距 地 面 的 高 度 为 ， 


r  J3g]0 
vi€i o, /2 
| "El 


都 对 应 一 个 距离 8. 已 务 芋 与 3 之 闻 的 对 应 关系 是 


1 
号 一 Zs 


Qu ZIEL s= 904i sch RH HERE 


ET TH e n. aa o o e amo 


其 中 ?是 重 为 加 速度 ,是 常数 . 

例 2. 球 的 半径 7 与 该 球 的 体积 了 互相 联系 着 ， 
ywrEfo 二 ec) 都 对 应 一 个 球 的 体积 下 ， 已 知 * 与 了 之 间 的 对 应 贡 
系 是 


F= Żar", 


其 中 是 圆周 率 ,是 常数 . 

例 3， 基 地 某 日 时 间 上 与 气温 了 互相 联系 着 (如 图 1,1)， 对 
13 时 至 23 时 内 任意 时 间 E 都 对 应 着 一 个 气温 了 .已 知 5 与 五 的 
对 应 关系 用 图 1. 1 中 的 气温 曲 线 表示 ， 模 华 标 表示 时 间 i, WA 
标 表 示 气 源 T， 曲 线 上 任意 点 P(t， 四) 表示 在 时 间 t 对 应 着 的 气 


HET. 
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图 ori 


例 4， 在 标准 大 气压 下 , EET 与 水 的 体积 克 HOEERXCB. X 
ilir P: 


; . 
100 j05, Midi $5,087 | 99. 900 ] 99.995 7100, 812 109, 033 100,257 


对 {0,2,4,6,8,10，12，14} 中 每 个 温度 了 都 对 应 一 个 体积 六 已 知 
T tj V BEER. Ex ERU. 
Bio. vse R SIE — T EE y —sinz, Bl o 5s y Z RRR 
2 c 


XE 
六 一 sinz- 

Pe- YYzE( 一 5 都 对 应 一 个 数 3# 一 3 和 十 2 一 1 即 了 与 了 之 

iBl Ig xt prz RE 
多 一 32%2 十 和 一 工 . 

上 述 前 四 个 实例 ,分 属 干 不 同 的 学 笠 , SERERE TERME, [B 
是 ,从 数学 角 庶 看 ,它们 与 后 两 个 例子 却 有 共同 的 特征 ， 都 有 一 个 
煞 集 和 一 个 对 应 关系 ,对 于 数 集 中 任意 数 > ,按照 对 应 关系 部 对 应 
R 中 唯一 一 个 数 ， 于 是 有 如 下 的 阔 数 概念 : 

定义 ” 设 4 是 非 空 数 集 . 若 存 在 对 应 关系 了 ， 对 4 中 任意 数 
2 (yzEd4) ,按照 对 应 关系 了 ,对 应 上 唯一 一 个 鱼 及 ， 则 称 了 是 定义 
TE A LPEN, #5 

f:A——R. 

ik vo PZBUSE yb ou x ORRE, Xe20 y—f(T) e 称 为 自 变量 ， 
y WROSINSENE, ik ARARE 的 定义 域 , 国 数 值 的 集合 fA) 
= (fi)Iv€ AUR OBRA ZI F fodit. 

REAR EM, TRAH ERR M S 2SER TB Sc (AL. 

关于 函数 概念 的 几 点 说 明 ; 

L HÓcpe'f:A——R"'"3csf Rog GUERRA Cf NE, 十 
分 清 要， 明确， 特别 是 在 抽象 的 数学 学 释 中 使 用 这 个 国 数 符号 更 
显得 方便 ， 租 是 ,在 数学 分 析 中 , 一 方面 要 讨论 质 象 的 郑 数 f: 
一 方面 又 又 讨论 大 喇 且 体 的 隐 数 ， 在 其 体 函 数 中 需要 将 对 应 关系 
了 具体 化 ,使 用 这 个 图 数 符 导 就 有 些 不 便 ， 为 此 在 本 居中 的 定 , 将 
FEELER A EARO AIE "y—f(r)acA Seo, PR 
需要 指明 函数 fux SLE, TRSA yO, AEEY 
SE REWL fO) c ARGE”, YE XX ERU TESCUBORIB 
A TAR BARE, xXx T Ji i fEBO EVE, 


2. 在 菌 数 概 念 中 , 对 应 关系 了 是 抽象 的 ,只 有 在 具体 国 获 中 ， 
对 应 英 系 了 才 是 具体 的 ， 例 如 ,在 上 述 开 个 例子 中 : 


网 1， 了 是 一 组 运算 ; COVERED RC e (s et). 


W2, 是 一 组 运算 : 的 立方 乘 以 常数 4r (Ve per) 

例 3, 了 是 图 1.1 所 示 的 曲线 . 

例 4 于是 所 列 的 表 阁 . 

为 了 对 函数 了 有 个 直观 形象 的 认识, 可 将 它 比 喻 为 一 部 “ 激 信 
变换 器 "， 将 任意 CA 输入 到 数值 变换 器 之 中 , 通过 了 的 “从 用 "， 
输出 来 的 就 是 ,不同 的 函数 就 是 不 赔 的 数值 变换 器 (如 图 1.2). 


ES 1 ZER [ . l . 
Ko 290! z——. aing} p^ tnt 
TX 


m r2 


3， 根 据 函 数 定义 , 虽然 函数 都 存在 定义 域 ， 但 是 常常 并 不 明 
确 指出 函数 # 一 蕊 z) 的 定义 域 ， 这 时 认为 函数 的 定义 域 是 自明 的 ， 
即 定义 域 是 使 函数 g= PG 有 意义 的 实数 < 的 集合 4= (IG) 
CR). Bh, Ei J) 一 /I 一 五 没有 指出 它 的 定义 起 ,那么 它 的 
定义 域 就 是 使 函数 f(z)=~VI 二 他 有 意义 的 实数 “的 集合 , 即 闭 区 
ilL —1,1]129 (z|A/1— z CR). 

具有 实际 意义 的 函数 , 它 的 定义 域 要 受 实际 意义 的 约束 , 例如 ， 
上 述 的 例 2 ， 半 径 为 > KRHKE V = oer! CREARE, JA 
的 函数 来 说 , r 可 取 任意 实数 ; 从 它 的 实际 意义 来 说 ， 半 径 了 不 能 
取 人 负数 因此, 它 的 定义 域 是 区 间 [0, +00). 

4 函数 定义 指出 ; “yzrE 4， 校 照 对 应 关系 也 ， 对 应 唯一 一 个 
» 4 


JER”, ix Eos peskAEPTIB SE SEXE, Be. oS gef COD BER 
一 定 只 有 一 个 € A, BE y — f (0. REB IT ER SORE X rh RE 说 ， 
一 个 a€A, TE EDI EZ ZR S , FOL RE —— 0 y€ R,JEHCR Ui. 不 
所 的 了 对 庶 不 同 的 y Bü x 可 能 对 应 相同 的 #， 例 如 ,因数 
y—sinz, VzCK, REH HRA sin, X[bSDWE—— 4 y= sing 
ER, EZ gy-l, HAEREA a= Zhu + EER, KEZ, 按照 对 
应 关系 sin ,都 对 应 着 D, H 


sin( 2E ee, kcZ. 


LIÉ. gu dvyrS d « 
BUE GS NTXSDPEÁAASOUEXHERS HRE EXAT 
应 数 相 等 和 四 则 运 筑 需 归 同 时 考虑 这 两 个 要 素 . 
定义 ” 设 琴 个 藻 数 站 与 9 分 别 定义 在 数 集 4 与 B， 
l. X A-—B, H.VzCA, di f(x)—9(r), WIERERZM f t5 9 38 
28 , A 7g f — 9. 
2. # AC Bs£ Zi, MES f. 5; g nda frg x f—9. PR Íg 2 
Six SC 2g 
GT 9G) fG)T g(), ZE4 门 召 - 
QG—9G)-2fG)—$G), aC A[1B. 
Gg»- fi»gir), z€A[]B. 


3. 4S (anB-ízig-0 £g, NS f 53g 的 商 玫 定 
33 


Nay FCE) - - 
(Eoi, — s«eanm- eigo 


例如 ,函数 f(x) z, € R; g(z) 2x (sin*z4- cos*z) , IER, 
dURSIHUSE XR, SEXX PIRE AETATIS, 但 是 VER, 
a 5 2 


有 
z—zx(sin?z-- cos?z). 

FTE, BER e)s 与 e(7) — z(sin?z t cos?2) 4858. 

例如 ,函数 KKz) 一 z+ 1l,zERi9(z) 一 开工， rER 一 {1}， 尽 
AX PHARES, VER — (03.43 
aj—1 
z—1' 
(RAE XX USA RUE SCC dH. TE, RATAR THE, 

例如 , 国 数 fCr) —1n(12—2), rEl— co, i); g(1)—-/1—z, 
z€[ —1,1]. 


ztl- 


《一 coy 0 PE 一 1,1]= 工 一 1,1)， 

(—99,1) NE —1,1]— iz1g(z) 0) —[—1,1) — (— 1,1) 
-—í(—1,1). 

于 是 ,图 数 了 与 9 的 和 , 益 . 积 . 商 分别 是 
Figes nUe ty Ier — z€[—1,1). 
Gps — /1—z*, z€[- 1,1). 

(g))— /1—3*1n(1—2), zcp—1, 1). 
(£xo- 1-3. rE{—1, 1). 
例如 ,函数 y= 二 z AE nk, BEDAE Xr c. WETA f 
一 cz"， 它 的 定义 域 是 民 ， OU Hid RARA LES IHRE 
CX RE SE HERD 
PE)= Aor ar idea ura, zrcR, 


jn n€N, ffo, O4, 7*7, n 都 是 常数 ， ETELA 


m, #8 WHER 
ARAARA ARL AESA Ha RE. ERA 
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些 能 用 解析 式 表 示 的 函数 , 为 了 对 它 有 个 直观 形象 的 了 解 ,也 常常 
将 它 的 图 象 描绘 出 来 . 

WEE y — fOYXE SCKEUE A. 坐标 平面 上 的 点 集 

GC) = (2,30 [a£ A, y= f(2)) 

RARAS OERE A LEAR, (DERE y— fO EE, 
显然 ， 人 航标 平面 上 一 个 点 集 @ 是 其 个 荐 数 的 图 象 的 必要 充分 条 件 
是 ,平行 了 输 的 狂 条 直线 与 点 集 刀 至 多 有 一 个 交点 , 

有 些 特 殊 的 项 数 并 不 是 用 解析 式 给 出 的 ,其 对 应 关系 是 用 一 
句 话 "给 出 的 , 用 特定 的 符号 予以 表示 , 然后 再 描绘 出 它 的 图 象 , 国 
数 的 孔 何 性 态 可 一 日 了 然 ， 例 如 : 

|. “VYzE 及 ,对 应 的 8 是 不 起 过 2 的 最 大 整数 ,. ”显然 ，YzE 及 
都 对 应 唯一 一 个 ¥， 这 是 一 个 消 数 (如 图 1,32, 36759 g — 2, 即 

[2.5] 一 2， [3]=3, [0j]20, [xj= 一 和 


2. “Yr 及 ,对 应 的 二 2 一 [2J,” 这 是 一 个 孙 数 (如 图 1. 0, 
E y= {z}, Hg y 


(2.5] 22.5 —[2.5]1—2.5—2—0.5. 

{5} 一 5 一 [5 一 5 一 5 一 0. 

[—3.14) = —3.14—[ —3.14]— —3.14— ( —4) —0.88. 

3. "Var-0, xy y—1; 2 一 0， 对 应 zy 一 人 站 Yr<0 YEPE y = 
一 1 显然 , YzEe 耻 ,都 对 应 唯一 一 个 #, 这 是 一 个 隔 数 {如 图 1,5), 


天 为 y= sgur, Bp H 
1, z—0, 
y= 0, z—0, 
—1, xX<0, 
因为 YER, 总 有 | 
(r| —zsgnz, B iS 


所 以 sgnz E T c 的 符号 的 作用 . DUE, ATAARE RAO, 
4 “ 当 x 是 有 理 数 时 ， 对 应 y 一 1; 当 z 是 无 理 数 时 ， 对 应 
y—0," RA, VER 都 对 应 唯一 一 个 y， 这 是 一 个 函数 ， 表 为 
y= DG), Bp 
no “是 有 理 数 ， 
r= z 是 无 理 数 . 
这 个 函数 称 为 狱 利克 革 落 数 @( 如 图 1, 6), 因为 数 轴 上 有 理 点 与 无 
理 点 都 是 稳 密 的 ,所 以 它 的 图 象 不 能 在 数 轴 上 准确 地 描绘 出 来 .图 
1. 6 是 示意 图 ， 


y 
» o» & & & 5 cje 9 n » à 5 5» - 1, rJE rud 
| | a REN EE 
eeraa erener l z 


PH 1.6 


© sgn HTX signumcEE SO a. 
& XR Dirichlet, 1805—1859245 E] St?7: 3. 


+ ğa , 


"NE 


AF ERR RRA, JE ELAES C 2S IUS HR ERR. 

定义 ”定义 在 自然 数 集 N 上 的 函数 蕊 z) 称 为 数列 . 

YaEN， 设 了 (n) 一 q。， 因 为 自然 数 能 够 按照 大 小 顺序 排列 起 

来 ,所 以 数列 的 值 域 {fas1xsN} 中 的 数 也 能 够 相应 地 按照 自然 数 
的 顺序 排列 起 来 , Ri 

Op, Oa, (Eg, ooo np t. (1) 

a, 称 为 数列 (1) 的 第 4 项 或 通 需 ， 将 数列 (1) 简 单 地 表 为 {qn}. A 

变量 % 与 其 函数 值 ( 因 变 量 }4 之 癌 的 对 应 关系 了 如 下 雯 : 


1 1 1 1 1 
L pep bP PE OR 
2 j n], 1 2 3 4 95 
n+1) 2'3'47'57 7 npl 
3 (—I)* 1 1 1 1 (—i" 
. n ; 一 dE Ty 4^. ^, n mE 
I —1)?*! ld —1 ntl 
4. DOCS 1,0, 1,0, A m 


5. (nt): 11,21,31, 41, nl, e. 
6. / 2 g^ P JEXCTDL IE, FERRI T ,0.1,0.01, 0.001, RS Rc PII 2E 
1, 1.4, 141, 1.414, 14142, 141421,---. 
XP VEN, A amiadi), asma, WERE (a) 528 
整数 列 , d 794398, TAS 2 d 的 等 差 数列 是 
ü, t-t d, a+ 2d, ea T (8 —1)d, ^. 


F VEN, A tigan 4 CE a. — a, 出 称 数列 {a 是 等 
HERF, 为 公 比 ， 于 是 , 公 比 为 9 的 等 比 数 列 是 


| 
aag, ag, tt, ÄR 2778 


练习 题 L1 
l. ife) ok Eo), fQ0,fC- 2. F0) 63). 


2. X e(2 211,3 (2, ei-2oe( 2) «0 9d), wa) pth), 


qi) 
eo) 


3. PG) Sai dar F Ota) EED LEO, 


4. VE pSti a> R BOO V OD 9 OD, $c o e), 


m 
$007 
5. 确定 下 列 函 数 的 定义 域 ; 
(1) go dz--4. (2) y= 34 eri, 
(3) y= DE (4) g—aresin .2x-- D. 
(8) ru (6) y—In(2z-- D +V ISSE. 
(7) y=In( sin). (8) y—atberi + 
(9) y= (10) ge^ cosa. 


6. XE RM REALE ACIES EBTIRm 
JE i Pl iof I SEMESRA S Zn RU EE RE ERE ER C 为 什么 ? 
7. Tp CREE A, D 为什么? 
x 


a) fG)-1 E oet. 


(2 f(ix)?lge S ix) lga, 


^ 10 * 


z*—8 _ 
(3) f) E oox-—r—3. 


(4) f(g) — a KE opün-—az(aresinz--areeosz), 

8. IEM: dE (m) -lnz,B|eG)-c eG D-e[rG- 1]. 

9. 证 明 : 党 f) 2, (a*a77) ,其中 a>0, 则 
(FG EfG-p-2fG)f. 


(00. GEB E e) - Ini, M o( e Oe). 
11， 如 果 竺 边 三 角形 的 面积 为 1 ,连结 这 个 三 角形 各 边 的 中 点 得 到 一 个 
小 三 角形 ;又 连结 这 个 小 三 角形 的 种 边 中 虚 得 到 一 个 更 小 的 三 角形 ， 如 此 无 
限 继 续 下 去 , 求 出 这 些 三 角形 面积 的 数列 . 
12， 写 出 无 理 数 
3t ——3.141592653--, 
e—2.718281828.-., 
AEAT OERA SAREEN, EEAS, 0.1, 0.01, 
0. 001, e. 
13. 证 明 ， E farh, LERES, MG) 也 是 等 差 
数列 . 
14， 证 明 : (0, ERER, Ha»0, n=l, 2, M Ina,) E63 
数列 ， 
15. 已 知 国 数 y= 二 fz) 在 区 辣 [a 可 的 图 煞 ( 在 区 辣 [5,5] 上 可 随意 画 一 
条 曲线 , 有 的 点 函数 值 为 正 , 有 的 点 范 数 值 为 负 ) ,描绘 下 列 函数 的 图 象 : 
n=l ' 


(2) a=W O G) no DI 


16. BARH yif. p= EE La, 5]05 EE SR EA La, 的 上 
ARA mim A h k, ERAH) , 描 给 下 列 函数 的 图 象 : 


(1) ge GO) 9G) FG) 9 (0)1}. 


D g— LG) 0G) — [£G - 8 GOL. 


CEF S 


fi 
$1.2 四 类 具有 特殊 性 质 的 函数 


"ERU, f Cr yat SEE CE A” ES "ERE ERREA AEAT, a 
两 包 话 是 有 不 同 含意 的 .通常 人们 认为 ， 葡 者 是 指数 集 4 是 函数 
KORES MARSE ARAR 八 7) 定 义 域 的 子 集 ， 后 间 
可 能 是 前 者 . 


一 ， 有 界 函 数 
定义、 设 函数 f(x) 在 数 集 4 有 定义 ， 车 函数 值 的 集合 
了 (CD = (f(z)1z€ A) 
有 上 界 ( 有 下 和 界 、 有 界 ), 则 称 函 数 /(z) 在 4 有 上 界 ( 有 下 界 , 有 界 )， 
TURER f(z) 在 4 无 上 算 ( 元 下界 ,无 界 ). 
由 已 知 的 数 集 有 上 界 ， 有 下 界 和 有 界 的 定义 ， 不 难 写 出 羡 数 
jz) 在 4 有 上 界 ,有 下 界 和 有 界 的 肯定 叙述 , 同时 也 容易 写 出 它们 
的 否定 ( 即 无 上 界 , 无 下 界 和 无 界 ) 叙 述 ， 现 将 它们 列表 对 比如 下 : 


HE 了 (2 在 4 有 上 办 | IER, Va£€ A, dj f Cx) b 


HR OTAD ER | YDER, 3E AV PG b 


Atita FA JatR, Yat A, H f (2) 25a 


HRSTE FE | YotR, Jesi ds p fna) La 


ER SE EARR | JM 0, Vz£ A, A lF | 5M 
HEJAR | Y M7», Jka f Foro IM 
显然 , 函数 f(z) 在 数 集 4 有 上 界 ( 有 下 界 ) 必 有 有 无限 多 个 上 界 
(无 限 多 个 下 界 )， 
函数 f(z) 在 区 间 [e, Y E RS JL REUS, ERE f(z) 在 区 间 
Ca, 5 上 的 图 象 位 于 以 二 直线 y= 好 与 g= — MIR TE EE ER 
* j2. 


之 内 (加 图 3, 7). 


BIS. CEAR gy sinc 与 余弦 函数 y= coss 在 民有 界 (如 
图 RSE 1. 9) 
3x6 ds b, 30M 120, YzER, 有 


[sin z| x1 与 | cos z| x1. 


EE TN EE 


例 2， 反 正切 郑 数 # 一 arctgz 与 反 余 切 国 数 y= arcctgz 在 及 
有 界 ( 如 图 1.10 5 1, 1D. 


事实 上 ， 3M — 2-0, VaCR, 3 laretga| «7, 


5 3M 6720, Vz€R ,有 | arcctgz] n 


图 1.10 


a enjeu 
XX EL3M — 1720, Vn€N ,有 f 


| D^ | «n, 


与 34-270, YnEN, 有 有 


rille 
和 | c 


BA ROSE y —a(0—azl1) ERATE AL AGM 
1. 122; 对 数 函 数 #=1ogsr(0<a 关 1) EEEO, c coo RER dt 
了 


—| 


XT DB 1,13). 

事实 上 , 3P=0, YrxSER, Va:0-al1, #0<a", MRA 
y= ERATA. : 

Vg20, dm ER, arc. Ocal it, Nersclogaq: 当 
82» 1l], Xt 2,7» logat), Bldg Ec ES y —a^ ER EER. 

[E] iE DUE, Yaita, OPÉRERÉE y logsaz 在 区 [RM CO, -+ 00) 
既 无 上 界 也 无 下 界 . 


4— logas 
(a1! 


图 1.12 图 1,13 


f85. aiaa FADEN: 数列 !( 一 Da] 既 无 上 界 也 无 
"RA. 

事实 上 ，Ya<s1， 都 是 数列 fn] 的 二 界 ; V50, JaVXN, 4 
n5, 即 数 到 {a :有 下 界 无 上 界 . 
IEN, A C—1)* 52b S 2kz5b, 
MEN, A C—1)** (24-1) — — (2k 1) x —5, 
MERAL DM BEC EI EA T RI. 


vo>0,1 


二 、 单 调 函 数 
EN RAR fODYXYENUR ACE XE Yr me A, Bann, 


rs 1585 œ 


fo < f(r) (f(z1) > f), 

KAR 不 7) 在 4 严格 增加 {严格 减少 }。 上 述 不 等 式 改 为 
` Fe) EF) Gæ) >fe), 
gri fOxyrg A 单调 增加 (单调 减少 ). 

消 数 KTE 4 严格 增加 ,严格 着 多 与 单 调 增加 ,单调 减少 , E 
称 为 函数 万 z) 在 4 单调 ， 严 格 增加 与 严格 减少 统称 为 严格 单调 . 
车 4 是 区 间 , 此 区 间 称 为 函数 f(z) 的 单调 区 间 . 

例 8，1) 指数 函数 y= ， 当 91 时 ， 在 R 严格 增加 ; 当 
0<a<l1 时 ,在 及 严格 减少 (如 甸 1. 12), 

2) HAAA y= logar, 当 acid, ÆR CO, 十 oo) 严格 增 
Jj; 34 0<a<d1 时 ,在 区 间 (0, 二 cc) 严格 减少 (如 图 1 13). 

3) 反正 切 兰 数 y= arctgz 在 及 严格 增加 (如 置 1. 10) 


4) ZAMAR y — are ctgz ÆR PEREWUP (EL 10, 

5) EIER HX y= aresinz 在 区 间 [— 1,1] 严格 增加 (如 图 
t. 14, 

6) ERZAR y= arccosz ERKA [—1, 1] kah Cn ES . 
1. 15), 

Pi. Ag y= lirl y—sgnz 在 R 都 是 单调 增加 Gne t. 3 
Ej 1. 5). 

SEX EB, YaoxaE 有 ,日 zi<zw 有 

[e ]«[2.] 与 sgnezxsgnz; 


me aa ETH, an falmer emm aA, 
EEN, Com BERR. 


Ti 


=, WEE SB NN 


定义 ”函数 FOX XCIESR AR A A Yro, A —3€4,H 
fé-z)—-—f() (Frs fe), 
则 称 图 数 Eaa a). 
AR A (ro, g9) 4E SE ERE gom fR E, BE yo— f(x), W 
fC—29 = — f(r — —y, 
即 ( 一 zo, — y) 4 fe SEER gy — fO SESS E, FTE, GARE 
象 关 于 原点 对 称 ， 
[3118 sp An, 偶 函 数 的 图 象 关 于 y MAR. 
例 9 EAR y — sinz A SEER X Cte 1. 8); 余弦 国 数 # 一 
coss Ae Be Cri l 9). | 
事实 上 , YxER, 有 一 +ER, B 
sin(—2)—-—sinz 与 ecosf 一 四 = cost. 
$410. KIEZERS y= arc sinr Eag nE l 14); 反正 
e 17€ 


———————— rn PEE 


EIER y= arctgz A JE ER 
(如 图 1. 20), 
事实 上 , YzE[ 一 1 1], 有 


—:€[-—1,1),H 
arcsin(—4)— — arcsint. 
YER, #—zER, H. 
aretg{(— r) = 一 are 区 全， 


例 lL Tiy =r USER 
数 ( 如 图 1 16) y 277 ERA 
数 ( 如 图 1 16), 其 中 上 是 自然 数 , 1.18 

事实 上 , YrzER, 有 一 xER, 自 


Fk 
(—2) I 


《一 各 ) 中 + 一 — t+ 


四 、 周 期 函数 


定义 RAR Kz) 定 义 在 数 集 A E30, VICA, A atl 

EAH 
fati) - fG), 

则 称 函 数 PC) 5 BIRBER HR, ! 称 为 函数 f(7) 的 一 个 周期 . 

车 ! 是 函数 f(z) 的 周期 则 21 也 是 它 的 周期 ， 事 实 上 ， 

Fær? = fæti +i) = f+ 0) = Hz) 
—fi—D-fG-li-0D-fG-20. 

不 难 用 归纳 法 证 明 , 若 1 是 两 数 FC 8 FL, 则 n2 (是正 整数 ) 也 
是 它 的 周期 ， 若 男 数 所 z) 有 最 小 的 正 周期 , 通常 将 这 个 最 小 正 周 
期 称 为 函数 所 zx) 的 革 本 局 期 , 简称 为 周期 . 

描绘 周期 泪 数 的 图 人 象 ， 只 要 在 一 个 周期 长 的 区 间 上 描 出 隐 数 


* i£ c 


HER. 然后 将 此 图 象 一 个 周期 一 个 周期 向 左 , 右 平移 , 就 得 到 了 
3 17 JB EC f P8, 

9812. ERAR y= sins jei y — cosz 部 是 以 2r 为 周期 
B5 X ER EL CA el 1. 8 与 图 1. 9), 

事实 上 , VeeR, zc2s€R,H 

sin(zrc2m-)-sinz 本 cos(r-2m)-— coax. 

例 13， 正 切 函 数 y — tec 与 余 切 函数 y=ctgz 都 是 以 = 为 周 

期 的 周期 函数 (如 图 1. 17 与 图 1 18). 


i 
mn | i | 
L— JJ AHAH NH 


E 1.18 


事实 上 ， YaER 一 | bn T. am 


zta€R—Í 17 十 于 | rEZ}, N. 


tg (zt m) = tgr. 
YrzER— (kx | kE}, A xt a€R —(kn|E&CZ), H 
etg (rd m) — etg. 
$14. B y= {中 是 以 1 为 周期 的 局 期 函数 人 如 图 1 0, 
带 实 上 , YER, § x 士 1ER, H. 
{e —1} —(x—1)—[x—1]-«—1—[zi1ti-—z—[z]- (e), 
{z +1} = (z+ D — Lle- 1]=r41— [r] 1 =r lr] {r} 
iziij- i. 


练习 题 1.2 


I. MEA 车 函数 fni po ERE A AN MAE FO) e G2, f G2) 
=p GO, f G)m GOES IR A BHR. 


2， 设 函数 Fo RICE I pap PEE 

(1) 车 je) 与 gz) 都 是 代 函 数 , 则 jCw)g (wz) 是 偶 函 数 ， 
(2) 39 [Gn Lj 9 GOHRUS TT E WU] £C g C XAR A 
(3) E fk) 96, — "P RE TIER CR A AE PAG. NI /zr)3 GO Aot 


gg At. 
3. WEW: FAR f(n) E e RIF Gn) — fGn) d FC 9) RETISRR EG 


FiG)—jf(G)—f(—3 AREE, JEE AR FG —a* 与 fix) (01 2)"l) 


Fia) FG. 


4 {E FPA A ea yir WESEILDA IRE 


(I) xz4-3z23- a5. (2) r*—32zt-.-25. (35 r- sing. 

(4) rsin, (5) v siu (8) Iniz- s 12- x3), 
1—zr PELEM ay gabe = 

(7) migr (8) ZTE, (9) —3 


* 20 >» 


6. WEN. d Gn 一 之 在 区 间 (0, 3 无界， 

6. HB FAAR TER HL CR BHO RECAI EJA BE, SER HEURE HP SIE. 
周期 : . 
(1) y=- sin'z. (2) y sinz*. (3) ?一 sin (cz-Lq),mz»0. 
(4) y= cos5aæg. (5) y= vig x. (6) y — Da) KF EE iR de 


(7) y— ein d. sin 22, (8) y — sin + sin--. 
a 


7. 证明， 者 欧 数 f(z) 是 以 也 为 周期 的 局 期 函数 ， 则 函数 FE) =f (ar) 
是 以 全 {a> 站) 为 周期 的 周期 函数 


8， 证 明 : Pd f(s) 在 区 呵 了 音调 
E YEr Ey tail, Bor, unm. 
[fin -Fead f) 3120. 
* + * r1 

9、 例 举 疗 合 下 列 条 件 的 函数 ， 

(1) 在 民 严格 减少 的 奇 函 数 . 

(2) 在 R. 3 LIP B S ER it 

(3) ER EARE, PLE RC, ELIGE HK ALII, 

ODEXETIIANOIINAITIAS IT. 

10. 证 明 ; dE R mE OR S AR ER 

11， 列 表 对 化 下 列 的 定义 及 共和 否定 氢 述 ; 

(1) fg 四 在 及 是 但 天 数 与 不 是 侦 函 数 . 

(2) fG)tE R 是 周期 函数 与 不 是 周期 函数 . 

(3) fG) fe (a, D) E PE15 Hb In ERU c R HEP He m 

ONICIIODETATETITESTAT EI 

12. 证明: fi) -z—c ER RERA, TEANAS TEKH 
DITE T TIT 

13. WEB: YER CT, D PELO ERE EAT f C) 都 能 表 成 奇 函 数 与 
偶 函 数 之 和 ，( 提 示 : 见 第 3 ED. 

14, WEN BESSON GE ROE CTS A ROT IRER NE, EQUO IURE 
T, 5 T, ipai a RRAS BE f GE 96055 £09 GOL A A 
EM, 

” 21 。 


本 


$1.3. RAAR ERU 


—. qim 

由 两 个 或 两 个 以 上 的 函数 用 所 请 “中 间 变 量 " 传 递 的 方法 能 此 
成 新 的 函数 .例如 , EE 

z= 二 ]nyg 与 y-—z—i 
由 “中 间 变 县 ”y noe XE ^E oA ES C 
z—]1n(z— 1). 
在 这 里 ,x Ey DES, 叉 是 的 函数 ， 于 是 ,通过 中 间 变 量 y 的 
传递 得 到 z# 是 z 的 图 数 、 为 了 使 函数 =l AR” 457b OK 
32-0, TERR y —2 —127 0, 必须 要 求 r, DOS ER RE 9 3— 1 
来 说 ,zx 可 取 任 意 实 数 . EE ERNA z= ln (zx 一 1) 来 说 ， 
必须 要 求 27 1. 
定义 WEE z—fODGE LESE B, MR y= olr) 定义 在 
Zik 4, G RARE y= ple Bf e pika TIE Gnpe 1 195, Bp 
G — (xj 2€ A, p(r) B) ze D. 
Va€G, d Ext PREX SR p, 对 庭 唯一 一 个 yc B, ARRERA f at 
应 唯一 一 个 (ElL 19), 即 YxzEeG 都 对 应 雄一 一 个 zs。 于 是 在 如 
EEX TTAR RA fep, WAAR y= pa) fahu 
合 画 数 , 即 
(eg)(z)-f[e(r)], aca, 
y 称 为 中 生变 重 Cin Bl. 20), 今后 经 常 将 围 数 y — (n) z— FD 
的 复合 函数 表 为 l 
g—-f[e(x)] ze 

pln, 函数 z— su REX AC, +0), ERE 

225 


I UAM noH onem aure E Aso ec TATE hae Ress Ha ARCH HRS Deere manie 


y—(z—1)(2—2) 
Bozr SL REOR. ATERRAR, BAR 
g= dei) (2—x2»z50, Hl 1xza2. 
于 是 , VED, 21, Bil 9 — (0— 00 (2—20 E a y IET RA 
ER C 
z—A/G- (a. 


2—f[e(z)] 


图 1.18 B 1.29 
例如 ， 质 量 为 m2 的 物体 自由 下 落 ， 已 知 速 庶 b 是 时 间 A 
Br v-gt, 动能 已 是 速度 v 的 函数 E= mt Fi 通过 中 间 变 
最 ”动能 鼠 就 是 时 间 ; 的 函数 , RO 


dir g AER 7) ni HE, EME, 
以 上 是 两 个 国 数 生成 的 复合 函数 .不 难 糙 复 台 函数 概念 推广 
到 有 限 个 基数 生成 的 复合 函数 ， 例如, SLIDER 
—A/z,z—ing,g—2z43 
^[: B fo Ar e dic 
u-A/(2xr--3), x€[-1I, 402). 
我 们 不 仅 能 够 将 若干 个 简单 函数 生成 为 复合 函数 ， 而 且 还 村 


* 23 c 


—— M eas ee e 


SÉCTUERE CE ERIECIA ETAKECPA RR ERR. PIA, cR 
y= tg lg arc siuz 

Aki 3; iR ER EE y uS u= tgo, e — V w, m—lgi, £—arcsinz 
所 生成 的 复合 请 数 ， E 

注 feedkUE p 5 f iaai AA aR. Rki, 
f'pseqof R E T ADAR 8 XE. TAE E E A A. 
例如 , 设 f(r) = sing, g(x) —a?, WI 

(fogY x) » sin z?2^ (sing)? — (gof) (2), Vr0. 
ix NIE Eri Heri TE 5 qu. Sex ROC. 它 不 满 忠 交换 律 ， 容 易 
证 明 它 满足 结合 律 : 
folgoh) = {fog) eh, 

=. RUE 

di Aor rne UR HAA T Been, Suo ees cH n Hg 
TrüghcrAE, BRZAKA fac CERE. + TR S E E 
T, ZEE TERLO3 DERE S CS RUPSR, 

在 加 的 面积 公式 ( 饮 数 ) 

EET 

中 ,半径 RATE E PR ERAY E, MAHER P 7€[0, too) 
对 应 唯一 一 个 面积 S. 这 个 函数 还 有 一 个性 质 : BC, OE EEG TER 
SCCO, 十 oo), TE FEX RS, Mob PIE SERE r BE 


fs 
pA 本 


函数 7 一 /全 就 是 所 谓 函 数 8 二 xr? 的 反 函数 ， 

XHAzE Bu HUE a — f(r),2€ A. BARE K, VEA, 按照 对 应 
关系 天 op EUE— 4M BgeFODCR, HEP. Bub. Vac 
f 力 就 不 一 定 只 有 一 个 0€ A, E y — fUr), Bg. EROS — HE E 
te 24 » 


RER. ARDANTE RAR? 

定义 ” 设 函 数 g=f(z) 在 数 集 44 有 定义 、 若 Yzu maEd 有 

Ttf (n Afi = r= 

MIRRI y= Kz) 在 4 一 一 对 应 . 

EAE gs fE A — o8 3, 就 是 了 把 不 同 的 EA 对 语 为 不 
FIK y = f(x)€ f (A), Bl VyC f CA) FUITE -A € A, for) — y. 

OEX RAR go fGYlE A —Ó DX, VeEf OD, EE 
一 个 xzE4, 使 f(z)=8, 这 是 一 个 由 了 ( 少 到 4 新 的 对 应 关系 , 称 为 
Et y — f), de) 
sf), y€f(A). 

Hi SC BRNO SCOEE SL, KARI= 0ER 
从 好 是 函数 y 二 f(z) 的 值 域 和 定义 域 . 函数 y=) z= £7 QD 
是 互 为 反 函 数 ,有 

l FOLE) sr, s&A. 
ftf^Gjey, EFA). 

例 1， 菌 数 #=2z+1 的 定义 域 是 及 ， 值 域 作 是 民 。 按照 

y—2z--1, WER (HIR), IHR (定义 域 ) 中 唯一 一 个 z， 即 


2-2 0—1), WIRE y — 22 -- 1 HERRE 


z= Q—0,«€R. 


$52. 指数 癸 数 y=a7(0< 过 ga 闫 1) 的 定义 域 是 民 ， 值 域 是 区 间 
(0, t), ERE g=, VEO, 十 co) 对 应 及 中 礁 一 一 个 zx; 这 个 
函数 就 是 指数 国 笋 y — o7 BE) Ee EF, BEER ge 
z= logay,  gC(0,--co). 
pi RC P RA E SAREE H, 
ERL BA% y — fO) XR a R (严格 减少 )， 则 
* 25 * 


ERE y — fÜe MEE BCER S, HU RE =f GD TE FCD. APA E 
in G^ 0p). 

证 明 从 略 ， 作 为 练习 题 . 

因为 例 1 与 例 2 所 给 的 函数 在 其 定义 域 珊 是 严格 单调 的， 所 
以 根据 定理 1, 它们 都 存在 严格 单调 的 反 隐 数 . 

昂 妾 的 严格 单调 性 是 它 存在 反 国 数 的 充分 条 件 ， 而 不 是 必要 
条 件 ， 例 部, 函数 


dU —1lzs-«0, y 
9 ls oei. 2 
EREL- 1,114435 358 38 &&i £c Cm 
图 1. 21). 但 是 , 它 在 (一 1, 1D i 
一 [0, 2] AME (E Jc ER E 
i vj i x 
ans (S Osy, 
z=f TE E uices E 121 


-* 般 说 来 ， 国 数 在 定 交 域 上 让 一 定 存 在 芭 国 效 . Bá, PIER 
数 限 定 在 定义 域 的 某 个 子 集 上 ， 就 可 能 存在 反 国 数 ， 例 如 ， 朴 数 
y= r 在 定义 域 民 RFEA G V0 对 应 两 个 不 向 的 := 
dy). 但 是 ,将 函数 8 一 x 限定 在 区 间 [0, 7-00) CR, tI — 
zz 是 严格 增加 的 , 根据 定理 1, GA a hag, AR 
是 x 一 Vv ,ye[0, 十 co). 

三 角 国 数 sinx, cosz, tgz, cgt 在 各 自 的 定义 霹 上 都 不 存在 
REAR. Do f WHEEL Be C, 我 们 约定 ,如果 存在 以 原点 为 中 
心 的 严格 单调 区 间 ， 就 在 这 个 闫 格 单 凋 区 间 上 定 必 及 三 和 朋 孙 数 的 
主 值 . 例如 , IESE RAE y — sing 在 | 2.2 sem SEE y — tex 在 


(一 于 ,至 ) 部 是 产 格 增加 的 ， 根 据 定型 T, 它们 都 存在 严格 增加 的 
RAR ERAR y= sins RD RARR ELERE Se= are siny, 
* 26 * 


EHAR y= tgr Bo eR CLE COE ED ER m are tgy. 如 果 不 存 
在 以 原点 为 心 的 严格 单调 区 各 ， 我 们 约定 ， 在 原点 的 右 例 的 严格 
单调 区 问 (原点 是 区 间 的 左 端点 ) 定 久 反 三 角 国 数 的 主 值 ， 俐 如 ， 
RILAR y= cost 在 [0, s] B4 UIER EE gy — eig e dE (0, n) 都 是 严 
格 减 少 的 .根据 定理 1, CaA RRD E ETE. AUF 
fi y cosz 的 反 函 数 就 是 反 余 弦 困 数 e= arccosy. A UAR y= 
cig x BRAR R M x B) EE e= arcetg y. EXE Ph. 三角 国 
熬 在 共 它 的 严格 单调 区 间 上 的 反 二 朋 郴 数 都 能 用 它 的 主 值 表示 引 
X. Bán. | 

ZAAR y= sinz 在 严格 单调 区 间 | En. bniL i - 
0, 1, 十 2,…) 的 反 三 角子 数 是 | | 

g—k&mz--(—l)*arcsiny. 

Ak 8E og Ly — cosz dE P^ AA EX JR] [25z, (OR Da] 
(C GE— D x, 2Es ]) (k=0, +1, +2, «009 oA SEES UR 

r= 2Rm--arecosy (z— 2hbn — arc cosy). 

在 平面 直 角 坐 标 系 中 ， 国 数 y=) HAR s RRAN r= 
f^ G0 的 图 象 是 相同 的 ,这 里 反 乓 数 的 自 变 数 是 y. 当 狐 立地 讨论 
FARA RERE, AMARA s 表示 函数 的 自 变 景 , 这样 对 
讨论 函数 的 性 质 ， 描 给 函数 的 图 象 都 比较 方 恒 ， 这 是 因为 讨论 反 
国 数 的 性 质 ， 与 这 个 反 函 数 的 各 变量 用 什么 字母 家 示 无 关 ， 当 着 
将 函数 y — JC) BEER HE 2— £71 G0. 中 的 自 变量 y Is RUE dE v 调 
换 位 置 时 , HIT gy — f^), 3B ER 3g — fO) P EE Is ER ER P y — 
f (Gm IRI Y. Ei” AMRA M (o, DIEI y= fr) 
的 图 象 上 ,那么 点 M'(o,o) AE CER y — f. CES b. X 
之 亦 然 ， 因 为 已 知 点 Mab) 与 虚 M'(o,a) T BER yr 对 称 ， 
RAKA gy — fx) Bo 18 SERAN yJ a) 的 贺 象 关于 直线 
3 二 x 对 称 ， 如 图 1. 22. 
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mae mm ee omaa 


~ z=f{r} 
AT < 一 了) 
oj 7 
B 1.22 


E &rfE 2 ER y = a (0225 1) Jc ERU E A Nr — 10gay. 
当 孤 并 地 讨论 对 艇 函数 的 性 质 时 ， CÉDSEZCHPLREES 3 y — logus. 从 
而 指数 函数 y= 二 a 的 图 象 与 其 反 国 数 一 一 对 煞 函 数 Y= log um 的 图 
但 关于 直线 y= 二 z 对 称 . 

HAA yf) 与 其 反 国 数 在 一 起 讨论 时 ， 其 芭 国 数 应 表 为 
r= fn. 


=, WFA 


在 数学 的 发 展 过 程 中 , 形成 了 最 简单 最 常用 的 六 类 函数 , 邑 常 
3 BEL, 天 尔 数 ,指数 函数 , 对 数 函 数 ,三 角 国 数 与 反 三 角 活 数 ， 这 
六 类 孙 数 称 为 基本 初等 函数 ， E 
1l. FAAR l. y—c 
gg 二 ce 或 f(zv)—ce,xcR, 
Ate tA CHER EAE 
点 (0,c), 且 平行 > 辅 的 直线 ， 如 9 
图 1. 23. 图 1.28 
常数 芒 烤 是 有 界 硝 数 ， 周 期 函数 (没有 最 小 的 正 周期 )、 偶 函 
数 ， 既 是 单调 增加 疗 数 丸 是 单调 厂 少 消 数 .特别 是 当 c==0 时, 它 
xb de Sp. 
其 它 五 类 基 杰 初等 国 数 的 一 些 性 质 在 中 学 《代数 ?> DIETLU 
» 28» 


论 , 将 这 些 性 质 集 中 列 冯 如 下 : 
2. FEM 
Jein y—2:" BE SOEde B ES Hiha tki, IX RDUM 


有 理 数 全 (4 是 自然 数 ,? 是 获 数 , 且 g TD rie, Btieti 


E —_ 
y--a*-— ie EARR ES ng 8 X. 
EA É REPER 5A 


E | EBE | e 是 奇数 
i | ? "mm | po | p 
” p>0 | rco |p 是 奇数 | ? 是 个 数 ptt |o num 
R | E | e| o4 | 65] o£ 
定义 城 | [0 上 ea | (pe) 1 R R IR} | R-i 
fü 域 | e e | It, Hog} : R [G, 十 col | R— <C i (uy coms 
FHER | iota). | R [ret] | c9 
FREA e j Cen [GL | Cen 
"eel T ío* | * 


3 EPRA 5SHA AA 


y=a" y= logat, UZA l, 
g-u | ycioBer 

ü geal 1a Uscaci lea 
x XR R R (0, +20) (0, 二 co》 
i 1 Q,-9) | (二 oo) R | R 
严 增 区 间 | R (Q9, + eo) 
har dE R (十 co) 

图 图 1. 13 国 1. 12 Eli.13 iL L. 13 

r 29 = 


nn 


4. ZAR# 


y= sinf, Y= cosi, 


y= tgr, Y= ctg T 


| y= Bin Y= COST y=i8r f—ctgz 
za R R R— ez) R— ik 
(ioi [-t, 1] [71 1] R R 
us E x1 LGRDs dé. om z 
1! 2k - zkr + E, | zkx] 人 km. ixl) 
E Xx 3m iir, | kx i 
i | 2e ree] Gk x] Da) 
奇 个 性 | # | 供 | # " 
A 期 zx | aa x x 
图 | 图 1.8 | 图 1.9 | EL. 17 图 1.18 
PLEPII 
9. KEARN 


y= arcsinaz, y= arccos, 


y= aretgr, 


y= arectg t. 


| y-aicsinz g--arceosx garctgc | yzarcctgz 
xxw | cru | co R | R i 
aem |[-b $1 | mn CLH | e» 
ruxm | tcu | R | 
PRERA | [=i] | R 
ae | s | + | 
图 图 1.14 图 1.15 Ei. 10 | ELL 


JL p Mes n A EHE BR Uc RO P Ue RARA RK E 
A BE SU ERR 30S EER SR. DU, 函数 


. 30 œ» 


1 十 z 十 es 
多 一 logacosz?, y M 9. y-e tu 2d 


ACER e 055 E c. 但 是 , BRI o SE ERE D(z), 符 号 函数 sna, 整数 
ER c ERAI 90 5 ERU 

在 工程 武术 中 经 常 要 用 到 一 类 所 谓 双 曲 函 数 ， 它 们 是 由 指数 
E ge 与 ?一 6 生成 的 初等 国 数 ， 它 们 的 定义 和 符号 如 下 ; 


WHER she- 


Wia chr-— ere? 


TAE thz=saz_e 一 一， 


che e*-ce 


chg e*t e^? 


双 曲 余 切 ctha- 50-5, o. 


e^—e 
NAER CHR c 2CREOB Hl IE. DU BE. SC CHE SURE R, 双 曲 余 煞 
HELLRE R 去 掉 0, 即 及 一 0}. 
双 朋 函数 的 公式 与 三 角 请 数 的 公式 非常 相似 、 由 双 曲 映 数 的 
E TREERE FASK: 


ch?*z—sh?z — 1. 


r 


chz + she =e", chr —shr =e". 
ah (z Ey) =shzchy Łechrshy. 
ch(z-Ey) —chzchy t shzshy. 


_ thxtthy 
th (1+9) = Ethethy 
_1 tcthzethy 
ethircg) = cthzcethy ` 
练习 题 1.3 


1. HUT PE EA c di RE UX P (o Fc ER c Jot 503: 
(D g—V1—a*, s€[—1,0]. (2) g—10z**, aCR. 
* 31 * 


NM End 


(3) g—In(224- D(z +e). 


z+ 
cd 


t» = od bezh, 


(8) y—shz—— te* —e^77), «CR. 


T, zt(—co,1), 
(8) 2 zél, d], 
27,  zC(4, +00), 
2. 证明; FAR =p EREA TERE, WAR yp EE 
BE z 一 op GO, ELE EE E =p GO dE e 0D ERNU, 
à. XCFSILE CE B) RUE ERI J Lo G1: 
(1) fID 一 加， qr) 一 4 十 2. 
(22 fn =v yl,  o(x)-—tgrz. 


2, yxlj, m 5 TEO, 
(3) t=} Tomi 
y. y>0, 3, r>), 


4 I= os oie AEJ EID sw, 


FED gF FCD], FCD FFEA 
5. HEB: FF fC), gir, EG) ARE CURL g, E 


CIE 
则 Uf Ga 1 or 9m) c Ah Co) ]. 
6. MET Fl AC Cr FR ECU2) ART 26 3 2058 E c 
{1) y— &/arc sina, (2) y= sin?ln (z H1), 
(3) y=lncos g/are cosz, (4) g= arate 715, 


(5) gInfln?(ln?z) 7. 

7. 设 fin Ee HTAR, fO =l, feti — 70 — 2x oR ER 
fü. 

8. WEA: fem = (fegh. 


» qd (ee L)-eedotmde ro). 


或 ffs fO]. 
m 


10 Wt ID= EF T* 


-» 53225 


1l BEBH. EJOS oR RARA, MFg gf 都 是 次 
[E 
12, H: sh Gr y) = shrehy+ ohzsh jy. 


th (zd y= thri ihy 
Gp liihzthg" 
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He a AE UC ERRARE Rr [I ai P TD MT OH, Earl HAARA aR ee ual nl n me e m 


第 二 章 E R 
我 们 在 第 一 章 已 经 指出 ， 数 学 分 析 这 门 课 程 研究 的 对 象 是 阔 
数 ， 那 么 数学 分 析 用 什么 方法 研究 国 数 岂 ? 这 个 方法 就 是 极限 . 从 
方法 论 米 说 ， 这 是 数学 分 析 区 别 于 初等 数学 的 显著 标志 .， 数 学 分 
析 中 几乎 所 有 的 概念 者 离 不 开 极限 。 因 此 ， 视 限 概 念 是 数学 分 析 
的 重要 概念 ,极限 理论 是 数学 分 析 的 基础 浊 论 ， 


$9.1 数列 极限 


一 、 极 限 思 想 

在 中 学 4 几何 > 中 ,甚至 在 小 学 4 算术 > 中 ,都 知道 半径 为 晴 的 贺 
的 周 长 

UCU=2xR, 
其 中 工 是 图 周 束 ， 是 常数 ， 那 么 这 个 贺 的 周 长 公 式 是 怎样 得 到 
的 呢 ? 

我 们 会 用 直 尺 度量 线段 的 长 ,从 而 也 就 会 度 居 多边 形 的 周 长 ， 
因而 多 边 形 的 周 长 是 已 知 的 ， 圆 周 是 一 条 封闭 曲线 ， 无 法 用 直 尺 
直接 庶 最 它 的 长 ， 这 就 出 现 了 一 个 新 间 题 : 何谓 圆 的 周 长 ? 也 就 
是 ， 怎 样 定义 加 的 周 长 ? 这 是 计算 回 的 周 长 的 基础 ， 圆 的 困 长 是 
个 未 知 的 新 概念 ， 我 们 知道 ， 未 咎 新 颖 念 必须 建立 在 已 知 概 念 的 
基础 上 ， 在 这 里 未 知 的 图 的 周 长 是 建立 在 已 知 的 多 边 形 周 长 的 基 
础 土 ， 那 么 怎样 借助 十 已 知 的 多 按 形 的 周 长 定 义 图 的 周 长 呢 ? 

我 国 直 代 赤 出 的 数学 窒 刘 徽 于 烤 景 元 四 年 (公元 263 年 ) 创立 
的 “ 狸 回 术 ”， 它 就 是 倍 助 二 图 的 一 上 串 内 接 正 多 边 形 的 局 长 数列 定 
3 34’ 


STRAE. HERE: PERDA UDGEZGRDE, 其 次 平分 每 
A738 BOSE IS IE, TERR P EE LE EF — DE EIL F JL] FERES 25 8s 6 of 
圆 的 内 接 正 二 十 四 边 形 , 圆 的 内 接 正 四 十 八 边 形 , 等 等 .如 图 2. 1. 
显然 ,不 论 正 多 过 形 的 边 数 怎样 多 ,每 个 圆 的 内 接 正 多 过 形 的 周 长 
都 是 已 知 的 。 于是， 得 到 一 则 加 的 内 接 正 多 边 形 的 周 长 数 列 : 
Pes Pis, Poa’ a "P neigas ta 

其 中 通 项 Pec. 表示 第 吕 次 作出 的 图 的 内 接 正 2"*'6 边 形 的 阁 
长 ， 那 么 这 一 里 图 的 内 接 正 多 边 形 与 m 

该 加 局 是 什么 美 系 呢 ? WRH: cm 
弥 细 , 所 类 弥 少 ， 制 之 又 割 ; 以 至 于 不 
"fs, y]. Dr HARE JOB Ss. (BH 
E, SARAR ES IERDE 
无 限 增 加 时 ， 这 一 申 回 的 内 接 正 多 边 
形 将 无 限 地 趋 近 于 该 徊 周 ， 即 它们 的 Hi 2.1 

极限 位 置 就 是 该 图 周 ， 从 内 接 的 正 多 边 形 的 周 长 阅 ， 当 ”无限 增 
大 了 时， 这 一 串 圆 区 内 接 正 多 边 形 的 周 长 数列 Pr) GERA EE 
于 某 个 数 工 . 换 铝 话说 ，“ 制 之 弥 细 *， 用 贺 的 内 接 正 多 边 形 的 周 长 
近 伺 代替 辆 的 周 长 , 而 咽 的 周 长 “ 所 失 弥 少 ", 当 “ 制 之 又 割 ,以 至 于 


FAR”, 即 圆 的 内 接 正 多 地形 的 边 数 成 倍 无 限 增加 时 ， 这 一 串 贺 
的 内 接 正 多 边 形 的 极限 位 置 “ 则 与 加 合体 ”, 此 时 , 这 一 串 轩 的 内 接 
正 多 边 形 的 周 长 数 列 P) 稳定 于 某 个 数 1, 1 就 应 该 是 该 圆 的 
周 长 ， 只 有 在 无 限 的 进程 中 , AENEA ERER”. 

圆 的 内 接 正 多 迪 形 的 边 数 下 其 周 长 列 表 如 下 : 


作风 接 正 多 演 形 的 次数 | 1 | 2 | 3 | 4 | … 
瞧 恕 正 多 地 形 的 也 数 | 6 | l2 | 24 | a8 | | 8716 
内 向 正 多 边 形 的 周 长 ^ Po 
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yàg 13589 2- Vr. [Lb JE HORT ELSCREGRE: SC: EU P BTE. e A 
JEU CURAE. CP) aT Ae Ex LO e ZEERACAIMO ,— IRIS E 
是 读 回 的 周 长 . 

加 是 出 边 形 ， 宅 的 内 接 正 多 边 形 是 直 边 形 ， 二 履 有 本 质 的 区 
别 ， 但 是 这 个 区 别 又 不 是 绝对 的 ,在 一 - 定 条 件 下 , BAS PLE 30 
形 能 够 转化 为 该 贺 周 ， 这 全 条 伞 就 是 “ 当 回 的 内 搁 正 多 边 形 的 边 
数 无 限 增加 时 ” ,注意 其 中 “无 限 ” 二 字 ， 因 此 在 无 限 过 各 中 ， 直 边 
形 能 能 转化 为 曲 边 形 , 即 在 无 限 过 程 中 , rh EIE GB 长 数列 得 公 
了 曲 边 形 的 周 长 。 这 就 是 极限 的 思想 和 方法 在 定义 国 的 癌 长 上 的 
应 用 ， 

根据 圆 的 周 长 定 义 ， 我 们 能 够 计算 出 半径 为 忆 的 袖 的 周 长 
C=2rR, JW. 


- (=p 
= aa OA gmn 


deine emn (27. 


1 21 1 2 COD e. 
?9? 3*4" » n 3 (1) 


的 变化 趋势 ， 显 然 , 数列 (1) 122 73 212 22 M n 无 限 
增 大 时 ,数列 | 一 -| 无 限 趋 近 于 0"， 数 0 就 是 所 谓 的 数列 


1 


生地 的 “极限 "在 这 里 只 是 用 “无 限 增 大 "和 人 “无限 赵 趋 近 " 这 类 


朴素 的 形象 的 诺言 ， 对 极限 作 了 定性 的 描述 .在 数学 中 无 法 过 行 
严谨 的 论证 , 为 此 必须 把 定性 的 拱 述 .上 江 为 精确 的 定 重 定义 . 


何谓 < 当 n 无限 增 大 时 ,数列 | P EREET 0” r I 
x D^ s o 的 距离 


HE, i REATUS n 


+- jg 


I= a E 
|n 7m 
能 任意 小 , 并 保持 任意 小 ， 何 请 "下 离 | 全 2- 一 0| = 车 任 意 小 ,并 


FERE CUN IBR, 
对 市 ,能够 做 到 | 二 cds L, FUR 0210 即 可 , 即 数 


PICO B8 10 IL DURO BERT 


11 1. 
11D 12. 183 
XBBEMS XA TRAE X. 
Xs f vul =o 0 -二 < Te A 只 须 r >10 即 可 ， 


即 数列 (1) 的 第 10? 项 ] x Jai Bri Xii: 


Ld. 了 工 
101'102' 103' 
IBI A 


wie era ODZ- o| eco, RA co 10* 即 可 ， 


RAO 的 第 10* 项 0 以 后 的 所 有 项 : 


m lo—L lee 
19001'10002' 19003" 


Asie Ri ORA, 
到 此 为 止 , 仅 作 了 三 次 验证 ,最 小 的 数 是 -or 对 极限 来 说 远 远 


没有 完成. ,1+ 这 数 的 大 或 小 是 相对 的 , 一 般 来 说 ,1j 是 比较 小 的 ， 
fp esM EC situs | C07 o | = 亏 任 意 小 ,并 保持 任意 小 


. j7 a+ 


rh EE Te enl S (emi a e o n e m d 


来 说 , 比 j0# Epod ERSA, Bib, HORS n E nd, 


“一 0| 一 二 能 任意 小 ,并 保持 任意 小 ， 必 须 对 任 总 小 的 
JE e, FUE n EA MCA 
|(—0* gl. 1 


-01 = — {E 
| R | R 


Ryt. EAL gee, R, 只 HERRE >L 


就 行 ,由 从 数列 (TD) 的 第 入 = | 二 A REE AA 
—"———— 


综 上 分 析 ， do ole peaa a ies CD ig 
极限 是 OHE SERE SUIS Rs 
对 任意 *>0, 总 存 企 自然 数 No [ 1], RHEXEB AR >N, 
有 E] 1 
| C-D* gl xe. 
R | 
这 名 话 总 共有 四 小 自 ， 前 后 两 小 ER “对 ffi g0, es ， 有 


CD <e”, X MEN 无 限 趋 近 于 0。 正 是 闲 为 


e Bo iet, qs OP o | ce xm ton CO? pas 


于 0 的 无 限 性 ， 中 间 的 两 小 段 “ 总 存在 自然 数 六 二 T HERA 


RSN, RRIRINIFOU, x EI D'I pipt 
Cn «| CP 
BL DUDEDERR wes T pl "Len 
限 是 OO". 
* 348 * 


-0| <e. 这 


三 、 数 到 极限 概念 


上 面 给 出 了 一 个 特殊 的 a] Cs (C- D" DN tpi Rl 0" 的 定量 定 
多， 根据 同样 的 思想 方法 和 数学 uit, JURA MU AS BA la) 
的 极限 是 a" nux Ec 

ÈN RERA). a ERB. FILE e>0， 总 存在 自 
REN EAE B o ,有 

ja, —a| «e, 
则 称 数 列 (0) 的 极限 是 a (或 a 是 数列 {06} 的 极限 ) 或 数列 {9 小 收 
ET. a (£a, c BEBERID, 表 为 
lima, — a BE S da—u(n--co). 
PRIHA) RERI, MRA ad SER. 
数列 {dw} 的 极限 是 用 逻辑 符号 可 简要 表 为 : 
limas o €—» Ye>0, INEN, Yno N, A |en a] Ze. 

这 就 是 数列 极限 的 。 一 定义 ， 以 后 将 经 常 使 用 极限 的 se 一 N 定 
ra 

根据 数列 的 极限 定义 ,上 述 的 数列 | 一世 -存在 极限 , 它 的 极 
展 是 0, 即 


已 知 不 等 式 
la,—a| «ze «—a-- ee AA e 
FE, 31 Ca.) 的 极限 是 a 的 几何 意义 是 :对 任意 600, EXE 7 
以 a JOEL e MERGER U (a, e) SJ DERI ae ate), T3 


D ERAS lima.7-a, 29 TRH SE BCALRUE ER — fi R2 lima, =e. 


a 39 + 


poem Tr a me © a o a 


(a4) PETES HE ex, TEILS UU HUGE dris Gea, ttr CUTE 
JUBIA 9 a, 0, oy 以 外) 它们 在 数 轴 上 所 对 应 的 虚 ， 都 位 于 
U(a, eX IX B] (a— 2, a-F e) Zh, EE ES IN JR Gista au TE 
pr EISE RIZ 9ROnE]2.2). 因为 2 之 0 可 以 任意 小 , 所 以 数列 
{aa 中 各 项 央 对 应 的 点 au ERER TTEA a 的 附近 . 


B z2 
关于 数 育 极限 概念 的 几 点 漳 醋 : 


L Fe 引信 的 任意 正 数 z 是 数列 极限 出 定性 描述 转 入 
定量 定义 的 关键 一 方面 , EA e 其 有 绝对 的 任意 性 , 这 样 才能 有 
(a) ARAE F a 1a, a| «e NY 
另 一 方面 , 正 数 e CROR IEXEDS BIEE HE, 从 而 不 等 式 |4s 一 a| ce 
明 数 到 (o) 无 限 趋 近 于 a 的 斯 近 过 程 的 不 局 阶段 ， 进 而 可 估算 an 
与 a 的 近 做 程度 ， 显 然 ，e 的 绝对 任意 性 是 通过 无 限 和 多 们 相对 国 
定性 的 表现 出 来 的 ，。 的 这 种 两 重 性 使 数列 极限 的 一 邓 定 义 ， 
从 近似 转 化 到 精确 ， 又 能 从 精确 转化 到 近 供 ， 它 是 极限 定量 定义 

ise. 

不 难 知道 , H e 是 任意 给 定 的 正 数 , 则 ee (o 是 正常 数 ), ~ E, 
2,… 也 都 是 任 党 给 定 的 正 效 ， 昌 然 它们 在 形式 上 与 < 不 同 , 但 是 
它们 的 本 质 与 是 相同 的 ， 今 后 证 明 极 限 问 题 经 常用 到 与 e 本 质 
胡同 的 其 它 各 种 形式 ， 

在 数列 极限 定义 中 , 正 数 = 是 尾 意 的 ， 虽 然 e 也 可 以 任意 大 ， 
但 是 此 了 时 不 等 式 1as 一 a1<<e 并 不 能 说 明 {fas} CRET o, Ix HB 
主要 是 指 e LUED, EHRE enale ARN a) CFR 
趋 近 于 a. 因此 ， 证 明 串 限 问题 对， 常常 限定 = 的 变化 范 园 .如 


+ 4g * 


oet oce, … 例 如 ,为 了 使 | 汪 ijen AR EO «cel, 
Mae ln 

2. XTN 在 极限 liman 一 a 的 定义 中 , 3 NCENP IX 4915, TE 
FIRA Ae N ( 即 数列 fo 中 的 第 入 项 as) 的 存在 性 ， 与 六 的 
大 小 无 关 ， 一 般 来 说 ,对 给 定 的 e>0, INEN, 

Vn Ng |an a| «6, 
那么 对 比 友 天 的 任意 一 个 自然 数 INS CN), 
YN) ERA la,—a | 8. 
例如 ， lim CD" =0 


(—D"_ 4.1 , 
že = p 3 N — 100, Va7»100, 有 | s "eme 同样 ， 

u = dl ( 
对 es 一 iaX= 150(>100),Va>150, 也 必 有 | C—7 Pos 


因此 证 明 极 限 问题 党 取 较 大 的 自然 数 N. 


人 

3， 证 明基 些 极限 问题 ,有 时 要 应 用 反 证 法 . 这 时 常常 要 用 “ 数 
Pi Gas) Bo BERE a^ py GE B, ROC (au) 的 极限 不 是 a” (A 
lima 关 o) 的 叙述 ， 否 定 的 方法 见 前 面 的 常用 符号 ， 将 limas 一 4 
与 mas 关 9 列表 对 比如 下 ; 


lime, 7: G«—» Ve 7-0, INEN, Vn» N, fj la. —a| <e, 


lima, tag 58.20, VNEN, Ine >N, A laa, a) Eo 


3x21 an) RBL BD VaCR. AERA en) HR RR, ERA an) 
Ver 5 A CAIRO EE SIE T; 


Palia HL 8E M ER, Vemm 0, INEN, Yn >N, A asalto. 


S 5a.) EE M Va€R, 32.70, YWEN, Jm >N, H lau, — a | 88. 


^od] 


m, f 
RESI EE Rima, — a, Hi Hp HH 


Vez-0, INEN, YaN, | a, —a[—5, 
“Ye 之 中 是 证 题 虱 给 出 的 ,给 出 8 之 后 , E dE NEN, BEN 
By, HEX [a.—al«e 成 立国 此 找 丰 是 证 明 数 列 极 限 问题 的 
关键 ， 怎 样 找 N MAERT n DERN daal <e EN. UI 
此 不 等 式 的 甘 是 自然 数 党 NN 的 无 限 子 集 ( 从 某 个 自然 数 以 后 的 所 
有 的 自然 数 ). 已 知 六 不 是 唯一 的 ， 只 须 在 此 无 限 子 祭 中 任意 取 
一 个 自然 数 作 为 交 即 可 . 


jl 证 明 lim n 
nos 1 
证 明 vVel0, 要 使 不 等 式 


=1. 


RI, >Hi. N= i FA, 


Ye>0, IN= ij eN, Ya>N, 有 有 |: 一 1 <e Bl 
g n+ 
impii 

, . 6m ra—4 8 
t» 2. 证 明 lim a 一 2" 
WS Ye>0, 要 使 不 等 式 

52m -8—4 5| | 2a+7 | 
2:53 —3 |=| Ea —3) | ^* (2) 


RE., BACBAR RISUE, 因为 要 找 的 N 不 是 唯一 的 ,所 以 可 用 “ 放 


© RE eeh Ja ose g ARER VA A RR A Fr s]. -TE AH. 


. 42 + 


大 "不 等 式 的 方法 , 再 解 不 等 式 ， 并 可 限定 自然 数 % 大 于 革 个 自然 
数 ， 当 然 “ 放 大 ”和 “限定 ”的 方法 也 不 是 叭 一 的 , 
例如 , 限定 >>7( 取 定 了 一 个 玉 =7), 从 而 e 570,8 
|o2nr7 |. 2nt7 edn 
:12(2935- 3); 2(m-—-m4—7)^ 2m! 2a* 
显然, WR AB St. eo 的 当然 也 满 是 不 等 式 (2). 


证 明 RUGE n297, Mr 2? —3770, 要 使 不 等 式 
582 十 2 一 4 8!  2nd47 _ 2 如 十 了 


A:])8T—3 2; 2(2m—3) | 2 (25 23-8) 


2n. 


EN 


- IA «ice 
a. 2 2 H ff /2 
Ri, AURI Ham I3. gomme] 2r]. 
TË, 
Yeo, an=maxl| /2],7}eN, Vn NÉ 
59? -cFa—4 5 


E] 


243 —3 -3|<e,m 
1 5m*ta—4 5 
QU OAM—3 了 
例 3， 证 明 常 数 数 列 {es=elfec 是 常数 ) 的 极限 是 c， 即 
lime= e. 
证 明 Ye>>0 YaEN, 有 
|t. — 6| —1e—0|:- 02, 
Bn lime--c. 


例 4、 证 明 limg"=0, lg| «1. 
证 明 gmot, YREN, q^—0, RERS AA. 由 例 3 5n, 
ling" = 0. 


站 十 最 


- 43 e 


FO [g| «1B, YSR E 0e aD, SEIT 
[g*—0| = |g e 


ine _| In 
aa >p OEO S algio, gv- [ir]. F 


Ve>0, 3N = LAM Vaz-N, A 1g" — 0] <e, B 


limg"— 


£i 5. 证明 lima 7-0, 47-0. 
证 明 Yeo, EERE 


— 
n 


yy 
Ve>0, 3N— (Y lex. Va» N, Ajao ce, 即 
imas. 
We. 证 明 lima*-1, a. 


证 明 1) M a>1 ff, db atl Vez0(0«ce«ca—1), Eik 


EE T. [a — 1| = —1«e 
Ina Ina 
Hor 8e ?CTS ERN -| |. 于 是 ， 


I 1 
Ye>0, IN= [iis ev. Vac N, d la"—1|«e, Bn 


+ {4 a 


A. 
lima" — 1,071. 


Re 


2) 4 a=1 if, VaEN, o= 这 是 带 数 数列 , Th 03,78 


t 
lima" —1,a-— 1. 


H-- 


8) 当 0<o<! hh, Qasi MIOS, 有 


H 
1 _ 1 
las—1|- i-i 1-5" cxi. 
b" ‘pr 
dI veo aN- sy -E5 EN 
? , In (14-8) In (E d- 6e) , 
Vn NOH 
H n 
ja^—i|«[5* —1| e, 
1 
即 limg^—1, O<a<l. 


nre 


I 
£x LE, #€ lima*-1,  a—0. 


n- 


DIT. ERRAL DRE. 
证 法 ”只 须 证 明 , YER BRERA D 7) ARR. 
证 明 Jes 1, 分 酚 种 情况 ; 
34 0720, VN EN , Ja, CHO SN 8 
C D*e—a|- | -1—2| 5 1H ares. 
X aco, YNEN, mONO >N, 有 
|({—1}"—al|= |1—a|=1 + (— a) > Ep 
MEAD REG 


练习 题 2.1 
Ll WPJLSiBÓ RR lima, =e 的 定义 是 否 等 价 , 并 说 明理 由 ; 


* 45 >» 


nAL— MÓN 


(02) Ve70,3NEN, YaN, A la, —a1] se. 
(2) VIEN, INEN, YSN H a, —a | <E 


(3) 有 无 限 多 个 60,3 HAS e, INEN, Yn N (e), 有 a 一 4 ce 
(4) Ye 0, EA ze 84, F |p a] «e. 


(5) VkEN, 只 有 有 限 个 a 位 于 区 间 ( 一 二 ,+ 于 ) 之 外 . 
2， 应 用 已 处 的 数列 极限 ， 观 察 下 列 数 列 ( 只 纷 量 通 项 ) 是 否 收 斌 : 


[4 . 加 .1 
{1) 8,7 Cosm" a (2) a 
1 1 
= ! =. "3 
0) on :60001)* (4) a, = (1. 00001) 
2n, 1«zasz100, 
(5) a,— 1 
2—200' n7 100. 
3. EATI E: 
3 tosm 
D limaa tT 1 2' (2) lim ^ —0, 
: 1 uu" 
3) lim ep {d) ms, 


(5) limi atly n) =0. 


4. WEH: Him ==0 lima =0, tims =0. 《提示 :将 = (一 Drik ik 
一 项 式 定理 展开 ， "Emus SAU NOCT.) 
5 HEBR: 
D a—be—Vem0,dia—b|«e. 
2) ax; be Ve 0,74 abe. 
3X Bj 4^8 dp Beh e 的 任意 性 起 了 什么 作用 ? 
* * + * 


6. JEH: limna* =0, Himna 20, limata* = 0, K'pocaci. Gm: 


$ acp , 搜 二 项 式 定理 展开 ,选取 适当 的 项 青 “ 放 大 ?). 


7. 证 时: 车 limas=a 则 limt/a, 一 a. 


* 46 >» 


ka ` 


8. HEH P FUMER: 


. dn " — 
C1) lim 0. (2) lind 2l. 


e 1 1 LIII lo = 
(3) imsi (D iaf ytt tp)? 


9. EM: i^ 的 极限 不 是 olim See) 
10. WEA: MEA (2— C- D^ ERI. 


$2.2 We gk "o 7j 


一 、 收 全 数列 的 性 质 


收 仇 数 列 有 并 个 重要 性 质 ， 这 就 是 下 面 的 几 个 定理 . 
定理 1. OEP ERP a) k, 则 它 的 极限 是 唯 -的 . 


证 法 ” 设 数列 {gs} 有 两 个 极限 a 55 5, RER, Ye>0 有 1a 


—b|«e, H a= bR R 2. 1 的 第 5 题 ), JA ER CE -， 
证 明 ux lima, -a Fj lima, =b, BRER IRRE Bii 


INEN, Vn— NA [a,—al«e. 
INEN, Vnz- N,,38 |a, blee 
BR N-—max(W, Ns... Yu—N, EA 


Ye 0, | 


la,—a|«e Ej lan blee, 
于 是 , YN, A 
la—b|- [a—2a44-a,—5] 


E [a—e|--[a,—b|-se--e—2e, 
RI a=5, 从 而 收 化 数列 {as} 的 极限 惟一 C 


定理 2. AFE FRA ae, Mg ia;} 有 界 ， 即 


3M-0, YEN, £i (a, | M, 


. j7 » 


证 法 RHUEECCHRNUE X. BESEUESS CE CL) BUR ar 以 后 
BS PH PU JR. E (OL) 的 前 访 项 是 有 限 项 .从 而 能 找到 M0. 

证 明 设 limas==a， 根据 数列 级 限定 义 ， 取 定 eo 一 1，3NE 
N, Ya>N, A la, =al <1, Mf. Vac NV 

ia, 1— laata] x as —al-i La] «1 [af. 
wo M-maxilel, las, ss [ty|, lal - D. 

子 是 , YEN, Alal U, 邯 数 到 fa 有 有 界 . 中 

注 0 定理 2 的 系 价 命题 是 : 若 数 列 {aw 无 界 , 则 数列 发 数 。 
例如 ， 数 列 fa s 


la 1 i n 
1, y? 9» FLEL FL an“ D , 


ER, mRERCYUUENY. 
2) 数列 有 界 仅 是 数列 收 化 的 必要 条 件 , TR Ae P, BD 
列 有 界 也 不 一 定 收 前 ， 例 知 , KALC DAI MERR. 
定理 3，( 保 序 性 ) 车 lima,=a 与 limb。=56， 且 a<b， 则 
INEN, Yn NN 有 a,b 


证 法 ”根据 数列 极限 的 定义 , 2N€N, Vac N, dia cus 


2 
ED cb, Mai aueh 


证 明 已 知 lima = atj limb,=b, 各 据 数 列 极 限 的 定义 ， 


3o 25-0, 分别 


INEN, Vn Ni, 有 | En aj «Bs, 从 而 as 5 b 
> 了 ba -aab 
INEN, Ya> Ny 有 bar bl < TS, MM Cba. 


地 入 二 max{Niy Na Yeo 有 


38 * 


a, c 3. tb bs, BD a. CDa n 


Hitl # lima, = aj limb, —-b,H3NEN,Va—N, ts bs 
(an> 0,4) MI obla zb). 

证 明 ”只 证 asb üudpm. AREH. 假设 be. 3H 据 定理 
SIENE NL ND, Yno2 Na, H5 nu, tSp AR AP NT 

注 在 推论 1 中 ,即使 a 也 可 能 有 o5. 例如, TR 


RRRA EE ] 1 .YnEN, 有 -开交 但 是 


"i 一 Lj == limt =0, 


Rem d m" 


推论 2. ED lima, -udg, B gb (Cad), WINEN, YalN,Hd 
ayola, >b) 

WESA FEER S3 中 , 取 bnd, Cfilimb.- b. Jm, INEN, 
Vn— VUE avscb(a, b), 日 


Z=, kasina 
ERAL Faaa. d blia, MRA at bar EEE 
& H 
lim (a, + b.) —lima, t limb,, 
3 jt lima, d 5j j limb, =b, Enla —al jbo] 能 


任意 小 , 并 保 竺 任意 小 。 因 为 
| (anib) — Ca-- 0) llana] + [bab] 
BELA | Cas 155) — Ca +b) | RETE Es, 并 保持 任意 小 、 
证 明 Ub lima, 5a 与 Hirabs =B。 根 雇 数 列 极限 的 定 X HD 
Ye>0, ANA Aa ASe 
more ANEN, Vn Na 1697 bje 


«doe 


AU Mem HET Tue nic INTERES TT ues UIT aine NETT Pa EATER Gn | amem mcm A ias amy e 


2N- max UN, * Nu * YaN, 同时 有 
le,—a|«e 5 |b hj «e. 
ESSE 


prc ee -rural 


limfa, +b) =a +b — lima,-- limh,. " 
n-- nm N90 


ibo dy LIRBEBIZDERIRGECHRAR LER ER WER 
Blim (an 5.) s arbi e—N 3E X. 下 同 . 


Fl iA HERE, 在 定理 4 的 条 件 下 , 差 数列 ab) CSI B. 
Him (ee Bb) = ine, — limbs 
EHS ERAH) dbn 都 收敛 ， 则 乘积 数列 {asbs} dux 
=, R. 


timad, ie late 
证 法 WP lima,—a 5j limb, b. &rja,—al 5 |b,—b| BE 
f£ JEDE FECE RUD. RA 
[a,5, — ab] = jab, —a,b d- a,b — ab| 
S| dabu nb] -- [anb —ab| 
« [esL [5,—5| t ib [[a.— al. 
MEA (a4) AA, PEUT aba 一 ab| 能 任意 小 ,并 保持 任意 小 . 
证 明 设 lima =a 与 limb,-5, 根据 数列 极限 的 定义 ， 
Bg f 
Ye>0, SINEN, Vac Nn 有 [lan olee. 
NEN, Ya > Na A lbn D| se. 
3N —max(N,, Na}, Y> N , Jl A 
|a,—a|-«e 与 [6,—5|-e. 
a 50 * 


根据 定理 2, Bog n] au) PC, Bn 
IM 9, VaCIN f la, | x; M. 

TAE Yu NU 

| abs — 26 | < | daban — anb + a,b — ab | 

Nallb bl+ [b] laama] SMet |b]e 
= (Mt pope, 

其 中 了 十 |51 是 正常 数 , 即 | 

lim cab = ab = lim Gn” lim ba g 


EO. RO (o) 55 (ba) ABCA, EL 0,750, Ton 6,750, 则 商 
NUS eA, N 


limp = limb, 


WERE itlima=a 5j lim b,=0340, Bála, a] lba — bl 
能 任意 小 ,并 保持 任意 小 ， 因 为 


d, | — 
Did 
- 5l —ab t ab - b,a| 
NN a||5,—51), 


Wi pgs mnn ， 并 保持 任意 小 ， 


证 明 设 limas=a 与 URN 根据 数列 极限 的 定义 ， 
RjI 


Ve-0, JINEN, Vim NUR lanma] <e. 
cU LINEN, Ya >N a H brb ce 


. 5j 


i lina ba bs ORI s s ei >D, INEN, Va DA, Ẹ 


dader l, 
2 
dái ibl 


2 


i81 


HESSE T 


a TT 


JN = max iN,, Na Ng, Vac N, la] WP 
uasa ib be lou. a. 


FE VNA 
| "ar ES t OB dg la! hi 
det MNT e| t iat [bu 51) 
un igl 1 
xis [bie 
Jbibs a eoo icol, M 
lima, 


RNC EN 
a 0 dimi 
LEE 


定理 4,8,8 Hoi: MARRI E 5 E ETEA 
RRIF QONTRA IL fois B E BOUT GAS LORI (ACT 


di. 
例如 ， 已 短 Hm E =0, kEN(S2, 1 E EY 和 tim e—e, có 
常数 (82 1 ONU. REEMS, WEN, 有 


e equa. 
lim - = lira z * lim e 0. 
Bc 


ERRER RER TAR 


s 52o 


BLO RER lim” 


n*--3n0—2 


2*1 


. 2n 32-2 ; 
解 BORT- BTS GAAR R 
据 定 理 4,5,6, 有 
3 2 
. 2m —ün--2 . Ta lim(2.-5 2. 
lim 7 lim e - - 
ico n+l now 14 1 . i 
ux ualria) 
1 2 
lim2 -+ lim — —limzs 9 
Kom no50 hom a 
= … MN 1—-—T-2 
limi -Tlim : 
armo mem 
- Gam deca. Bk 
例 2， 求 极限 limy gm pan Tp p KP m4 EB 


37. FL kam, qe bli = 0,1 
75 E, B, aar 0, 5,70. 


: UU £:j— 0, l, TU, m) BB n EE 


qo ek 
g nmm bte. cues A n^ 
bn p bun Iob nnb Dm boisson 
9 
cm 
no dm 
lim At Te 1 ,! , 
a» U, km. 
1 gy 
üg 一 -中 "十 一 人 
lim -- RES = 和 
Ro 1 ba üg 
3, ~ 
TR Ba AE EH EE 
ür fk 
Oy -+ -一 - a 24 
Gent E a, n id i . A "m n* 
LINE "— DT = limn 7 b 
nb n" Eban LEen b soe " 
9 i i bo hipte 
* 53 a 


二 +1 
S lim 十 十 过 —lim n (n 3- 1) (2n ) 


Lie 9 FEST Ba? 


i 1 i 1 
aed (o) Die) e) 


n 


. 2*4-3 
例 4， 求 极限 Dinger gen 
解 由 82.1 例 4lim() =0. 


LGB aa 
EET en | 
im 


anl 1 an+l ™ R41 — 1 
ine ie cies erg 


iis) +1 10-1 1 
ENON + 3 Ori 3 


三 、 数 烈 的 收敛 判别 法 
一 个 数列 不 是 收 全 就 是 发 散 . 那么 怎样 判别 数列 的 化 敬 性 ( 收 
争 或 发 散 ) 呢 ?下 面 给 出 两 个 数列 收 钱 的 判别 法 


定理 ?7，( 两 边 夹 定理 ) WE(ag, 地 小，{f{e 小 是 三 个 数列 E 
INEN, Yn>>N, 有 


a, bn 
Hlima,—lime,—7, Wl lim b.— EL. 


H-»o0 


LET NE 


二 :Cry - 


证 法 tE No, Ya >No H Ib T xe, 
证 明 Ln lim a,— lim c,7 1, HII 
INEN, Yus7-N,d4|ia,—Ile, Ami — 2a, 
3N,€N,Vnz N, 4 ic,—i|«e, Wi eiTe. 
ANo= mar {N Ns, N}, Vac Ny AHA 
lelap Cn Le 与 a, b se, 

于 是 , Yw-NuH 

Lt— eqrAb EEC CE t e, A [eb 
gE[5,—Z11 e, BI 


me tuners nan amma nenne 


Ye>0, 1 


lim 5,2 IL. 0 


Cr 


推论 FABRA) (c), BLINEN, Ya Ng 
Usb. se. 
X lim e,— E, mj lim b,— IL. 


DIS. 证明 limar -一 0 (ea>>0). 
ped 一 
证 明 CA a 是 正常 数 , IAEN, E ask, H 


a a . a 


Up TREAT 3007 
Vac hdi 
k 项 n— k 项 
——À 
Qu L8 8, 0 Gg à G ,, 0 al 
z| 12 kkrlkt2 RR 一 1 名 
a* ü 2 1 a u (9. . 
TH n Hiir IDEAS 1) 
5 Pu 
Hi Ya>k, cd o<% ec "us 


- 


EL ü 一 是 常数 ， 革 lim 元 一 0, 根据 定 理 T, 


+ 535€ 


A 
lime- =0. 


n om 


$66. rj limY n=l. 


证 明 Va€N, dV nI1.4Vn-—lzb, bm, AGO 


nm (IT) BIEREN, H 


n= (14 5,)" 5 1 nb, tT bet hie Da 


/ 2 
Os b.m "ELS CONS Zn] D 


由 82.1 NI, HA 根据 定理 7 的 推论 ， 有 


limb,— lim 5 --1)—0, 


Bj , lims f =l. 
1 1 1 
. 求 极 限 ue pe 十 工 TUM Hut cum) 
E: 1 1 
— o d aaa ———-—L. rcd 
Rom Al Ur abias A 


1 1 1 n 
站 一 一 Teen RM wm 
"7 Ani TR ntn AR FHR mw emn 
OR I 
n Ji 


ls bL bue a cu 
CA 1a 11 pu mili RET 
————n MÀ T —ÓÀ—t! 
n 项 
TRE, Vn es "< EXER 


Hoa? Vaca qxÀadl-enal, VA llama ea, 


e 55 于 


有 


已 知 limor, 有 


im TEL 
公理 《实数 志 续 性 ) 单调 有 界 数列 熙 在 极限 . 
公理 的 几何 意 关 十 分 明 最 ， 若 数列 {qj 单调 增加 有 上 界 ， 设 
ar 在 数 轴 土 的 对 应 点 是 An Hin 无限 增 大 时 ， 点 A, 在 数 辅 上 向 
FrEe, 因为 有 上 界 , 所 以 这 些 点 必 无 限 地 趋 近 十 某 个 点 4， 设 
4 的 坐标 为 a, 则 a 就 是 数列 (aaj 的 极限 (如 图 2. 3). 


$48. WEHA 
Va, sa oa v a V Ga v a de go a>) 
LM —M M — —À 


nG 


ira, RERE. 

证 明 4 savana tnan 7 0， 

n 个 报导 

有 Sai EN a F Sp 

ERARI, 数列 :sn 严格 增加 有 上 界 ， 

显 线 , 当 ?= 一 1 时 ,有 8 一 ss IERE k, seta, 

有 十 SC 十 SA 有 
Bier PCS.) 严格 增加 . 

EIR asih Hs aA al, Wn—kEQ sa 


€» 337 o 


+1, 旭 
Sea bap a FV GTi Cv ad Bua Fi 
=a +1, 
MAAA 有 上 界 ( 圭 界 是 Ma 士 1)， 
根据 公理 ,数列 {syj H, Bims, =}, ELA siaa tSn 有 


limsh.os a-blims, BE L =att, 
得 7 一 吝 (1 士 VIF 44)， 由 极限 保 号 性 ，/ 不 能 是 负 数 ， 则 数列 
(s) Big C (reru) 
P9. ERRA (1 ) cate 
首先 观察 此 数列 一 些 项 的 变化 , 列表 如 下 : 


a e 7 (141 z | e (o ly 
M — i . " 
` 1 2,2 6 m= Z) azs 
2 a= {$} -2-25 a IM E 
3 " d) i 10 | ae {H NETS ] 
4 ac ( S nas NI l i | 
AES 


我 们 有 理由 猿 测 这 个 数列 严格 增加 ， 且 有 上 界 ， 下 面 证 盟 这 
个 猜测 是 正确 的 . 
证 明 由 二 项 式 定理 ,有 
a; x) =o C Lc 


2 1 
T 
n R 


1 rmn l 
st | Ci 二 a"! 


= 58 5 


其 中 eil, .rG-DG-TESGnERP 去 


=C- DE x) (1 T) 
TÉ, a-1i- al DIL 
+i C DE (m 
-人 (5 
将 上 面 等 式 中 的 % 换 成 x ol, 就 得 到 a... 的 展开 式 : 
emt "a 证 和 
TEE) 
| ur aC ES cu) -(1- 2) 
tens ene) 


an 的 展开 式 有 101384, aa 的 展开 式 有 #+2 项 ， 它 们 每 一 
项 都 是 正 数 ， 因 为 
k 


i <i FT k=], 2, e, n—1. 


所 以 a, "—-— 项 小 于 aa 的 第 十 1 项 , 即 


Bx) (-* Ti kr Din) t D 


此 外 a... EE 64; 还 多 了 一 个 正 数 项 CHI osi. 展开 式 的 最 后 一 项 )， 
有 


fs d. 1, n=1, 2,3 e, 
即 数 列 (as) P^ 36 HS Dn 


. 59 由 


其 次 还 明 数列 {fan} 有 上 界 . 
BA 1— 107 1,2, n — D Ma RET orb T Bc 
大 为 1, 有 


1,1 I 
aaka Ha tet 
. 01,1 1 T 
x24 2*5 jn" 
ERI 
—2 1 3, 370. 3— 1 x3 
Sl 7 
2 


Bc a AER. 
LY 


RAAR, 数 殉 {ev} 存 在 极 RE lim( 1+ x) "ces Hed 

IRAGI, 它 的 前 10 位 小 数 是 
e—2.7182818284--.. 

数 。 就 是 我 们 熟知 的 自然 对 数 的 底 ， 并 将 以 e 为 底 的 自然 对 
Kalog fb ins". 以。 为 底 的 指数 函数 e* RI RE CHAR 
Ing, 在 高 等 数学 中 占有 重要 地 位 . 

公理 只 适用 于 判别 单 谓 数列 的 履 钱 性 ， 有 很 大 的 局 限 性 ， 基 
别 任 意 一 个 数列 的 伍 散 性 ( 收 敏 或 发 数 ) 有 下 面 重要 的 栖 王 四 HO 
TOME 8。( 柯 西 收 乱 准则 ) SU (a) 收 化 < 之 Ve>0, INEN, 
Va, > 有 


la,— aml «e. 


证 明 UE COO GENAU 收 伊 ， 设 limas 一 2， 根据 数 


"n 
(^ = me =Æ 二 
El Toh oa gk 


六 
G^ 丁丁 LCavehy 1789— 1837 25 d RER 
* 60 « 


Jd PEE X, BliVez-0, INEN, Vk NE jes — ale, PA ii 
VSN G RSN, 
HE lay, -a|-xe 与 lae4—ai«e. 
于 是 ,va m o NÉ 
ja, —24| — 1t, —a-4d-a--a,dszja,—a|-4 [a-—a,l «26. 

JE TE Ceo ng ap ECCE S ae, i] 

AE dc eic Wi] pu, RE 18e IE rt F SO: 

Arj 6) Mc x — Vec-0, INEN, VaN, YEN, A 

124. 5—, | «e. 

HERA AIJA ZE ME E Iv PHOT gt c Dc Eno zu EUR. GCSE UE E 
jx SUE DEG TE D A. PISO 2C RU E RRUGE E 
xb: 


E Hs KS» Ve TO, INEN, Vn, mr NH， larn 一 qs | < 


数列 to Vg B e 2d SEEN, Ses m N, H |ang md er 


P E STRE oz AA S Pa FRUAR E N E R 
ERA) HERAT SIEBTE D. ik EE SC 列 的 最 本 
BWFFE. Aip A E AS EAE PEAR T E E Bh IPLE SP ETE 
HA KARERA A SAT ZAHAR RRE AAA A 
Sinit. 

1810. PEB: ZUVRZN, dilga—gdebmer", AX oelEGEGE 
数 , ELO r« 1, Rl vui. rix. 

证 明 Yan pe INS | 

fyarp— Yal 5 [nen aen FYsep-io7Wasp-2 d n Hai Va 

S sso nt c inen ai Bassi! tt T asit Hs 


sept el " eps i —-er'(i -H gh -j na -H PT » 


l—r? . & 
= 
l—r i-r 


a TR ea 8 le 


B Anlimz" -0(0cr«1), BnVemoO, INEN, VaN, d 


re, qFdÉ,VelÍDO,2NCN,VnDN,VpRCN,RH 
me 


| Yno Js! ni 
L/E EUN E 
BIL WE: 车 pamiti tti, 则 数列 fy 发散 。 
证 明 3ey7 1:770, VEN, Im, 2m» N, f 
| 1 Lus 1 
pw 一 名 | 一 LS 2m | 
n » +z Lp E: mei — =g 
zni 2m 2m 2 "C" 


Mem 
T Ue pe tc t fe LBS a ERE, 数列 yn) 


四 、 子 数列 


Wie MSIE SEE, 经 常 要 涉及 到 所 谓 子 数列 . 
XX BRAJ, a). in —1,2,3, 225 9L BE PAG, HL 
Ha Hym Hae tr RH rn, 
则 称 {fawn} 是 数列 {a 的 一 个 子 数 询 . 
dE (ou) 中 ， 依 次 任意 选 到 无 限 多 项 就 是 数列 {4s} 的 一 个 
dE. Din, 在 数列 世 小 中 ,依次 选取 无 限 多 项 ; 
83, Css Cg, Biss Gig, Gag, Cap, "tt 
Jt A C ECMA: o — 1 TCI. 
fps, X6 n, -2E5—1 5jn,—2k, 5E IN, # 
{arahi Eis 025 45, nt gesig t 
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与 {aarti aos Qa, Co, ttt, Ung, tt 
4 BIST 24 4e 9 1o.) B5 3E 20] 55 08 3-2. 

XCF-TANOU (a, 的 序号 n 说 明 如 下 : 

1) m. &kk BERE, BER 900, WER o RETER YE 
5|. a. EFRA as) 中 的 第 驶 项, 它 是 原 数列 {a4n} 中 的 第 nudi 

2) YhEN， 总 及 衬 5， 显然 , 当 上 无 限 增 大 时 , m 也 无 限 增 
K. 

EES EUER (o) SET. a, (o. ERTAN) H- 
AF e, 

证 明 E Anlime, — a, 即 Ye 0 INEN, Y> ,有 


[a,— al «e. 
AA Fm in) E m, BrEDS EXER N, JWEN, VE. 
>o Än >N, PAR, 
Ve7-0, IEN, VET Eo, A lda, a] ce, 


EI lima,, = a. g 
上 9 


定理 9 的 等 价 命题 是 . 若 数 列 fa} 有 某 一 个 子 数列 发 散 , 或 有 
某 两 个 收 笋 子 数列 , 它们 的 极限 不 相等 , 则 数列 和} 发 散 ， 应 用 定 
理 9 的 这 一 等 价 命题 很 容易 判别 基 些 数列 的 和 发散 性 ， 例 如 : 

数列 fn0"} 是 爱 散 的 ， 因 为 它 的 偶 子 列 (O0 00") — (2) 
ARE. 

TO C DIERRE, BIDAUCELÉETEL CC D ECCE 
—1; ER RESI CC- 1) SET. 1, mi - 1751. 

定理 10. AE X (e, Sk e AER end 与 偶 子 列 {4s4} 都 
I Sk, H EIR R RR. 

WEBB DEES NR EE PR 9, Wa) Bo Sp dan. 55 
18 3-50 (o2 SIC ex, 且 它 们 的 极限 相等 . 


+ 535 c 


SEE C) lima, lima a, dug SENE, 
RI 
Veo) se. EN, VASK p A |a, -,— a| «e 
UU JEEN, YE Ks, dj las —a | «ze. 
ZN-max(2R,,2K,. Vac N(n—2k—1, HR» Ky; n—2E, 
BESK D A, 


EM 


Bp | Cas) s 4- g 


练习 题 2.2 

L 证明: lim en| 0e ima, =, 

2 HEB dy lims, =a, W limla, jai. iR pEd pr: 研究 数 
ADS. 000 iu 

3. E: F Tim aya, B lima, a, Job p 其 国定 的 自然 数 . 

4 WEB. E limb, —5, W] limb; =b". 

5， 证 明 : FORO ER. 县 imp, c0, WI Hm, 0. 

6. MEREEN: # ime, 一 4<0, 则 INEN, Yaz 有 a,-0. 

7. VES. 51a. qas Occ gei n— 1, 2,3, R Timo, 0. 

&. MEHR: E 4s>>0, 号 ima, rl, Ij lima, —0. 


"en 


9. WEB: $Pa—0.H lim —recl,Bl limi =0. 


10. $&$]ía.): maama, et sg Prou qe XESEO 
3S, XE HL SUE BH 


sy 


证 明 e Ee £ M hex 81a . 


trm n 


(—— (D fA CFibouscci, 11757-1250 sk KARER. 


» 64 a 


11， 求 下 列 模 限 : 


O fa e. (D mee 

(D impp (9 taratt tcm) 
do t Perm, (Lars T wor 

(7) lim 3 duet M) (8) limp LEE H Qn D, 

(9) ems Go nia ( He) - 


12. WEHj; Emgar tajt tois max(e,2,, 7,84), tf 2,20, 17 
Ex. (Wa: AEMT) 
、 mf la 
13， 证 明 : im (e- suit up 
i4. NEW]. # a =s Z, das =v ap n 1,2, , MRA a a, H 
REER, 


15. EM: dH ay2a0,a, -3(- Lx t.) n—1,2,-, WEA a) 
收 敏 ,并 求 其 极限 ， 
(提示 : YEN, aa, >20, e Jei-vz) 


巧 ， 庶 用 柯 西 收 敏 准则 证 明 下 列 数列 (只 给 出 通 项 ) Pic oet: 
a) x BUE AX Boc. LIEN E Ew i0, 1,2, Uh. 


1 1 1 1 
0) a= Leger ha a (gt ss ai^ («m—im n—l mw ) 


(3) nce 


17. ER: f;2k Pe ed Um, BOE (Gu et, Mera 
ie) bie, Eika TARR, 


* * * + 


18. WES drí—0l0, pb, pN ps Hair 7 GE), 
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BELL lm 


2—1,2,3, 加 数列 fj 与 33 中 都 存在 极限 ， 且 它们 的 级 限 相等 ， 
19， 证 明 ; E lHa m lan, REA {aa} e ERR, 共 极限 


e ROS RES Me c 0.377216. (PER: sucre) 
n+l n n 
20. ES: 车 存 在 常数 。, YEN, 有 
[z;—z|- |t t| H+ iEn Enl E 


MEF rahe g, 
21. ER: 4$ YEN, Aip tal 649 L Spc 6; H Cn 而 数列 


(5,2 i88 , MR F £a.) or k. 
22. 方程 3 一 mesinz(O<s ci HS dH HE. p 
f,—m, zx,— m--esnz, Ht, z,—mdésinz, p 
则 数列 {ra FERR, (E limz,— 6, EURIE IEBSA, £ GREG fu 
一 解 ， 提 未 : A S aE > 
23. IH: # lime, =s, Li lim (a, Haz aj) 一 他， 
24. 证 明 : 38 V2€N,4[ 5,70, H lima, — a, Hit 


limi aap aama, 


(= TA n" -< napra k E TE 
工 十 工 十 … 十 工 
REN a 
(调和 平均 ) OL RES» (算术 平均 》 
应 用 第 23 RN 
并 应 用 此 结果 ,验证 


6b E lim a (a,7-0,2—1,2, -—),B] lima, =t 
(2) lim m —1, 
2001 
n. c» mw T 
s +1 
QD limace. {提示 : tim(1 | 3i —lmi- M y =e) 


naw AT 


© ER Euler, 1707 一 1783; 瑞 士 数学 家 . 
D FRE Kepler,1571—1630) (S LC 
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25. HEHB;: # limi, =a 5; lim, — 5, Hi 


ty EP mbar aub ah. 
n>m n 


$2.3 函数 极限 
一 、 当 ->co 时 , 函数 f(z) 的 根 限 
首先 讨论 函数 Ja) =L, rE (0, -Hco)， 当 自 变 量 z 无 限 增 大 
He RRS) = 二 的 变化 状态 ， 如 下 站 : 


从 此 表 不 难看 到 ， 当 自 变 最 z 无 限 增 大 时 ， 函 数 /(z) = 二 是 


无 限 趋 近 于 O, Mir 无 限 增 大 时 ， 函 数 (x) = RR E, 
这 类 函数 极限 的 一 般 情 况 是 ， 函 数 f(x) 在 区 间 (a, +o) 有 定义 ， 
3$ z 无限 增 大 时 ,函数 f(x) 无 限 趋 近 于 5， 将 “无 限 增 大 ”和 “无 限 
趋 近 ?定量 地 叙述 由 来 就 有 如 下 的 极限 定义 ， 

EN HAR SOAK, -+ oo) 有 定义 , 5 是 常数 ， 若 Ye 
0.3420, Yr> A, 

|f (2) —b| «e, 
WR ERA f (3) ( 当 a c col) SEXE ALB c dc BREDE AT 
5, 表 为 
Jim f(x) =b d f(r)—b  (z—-rco). 
ERE f (2) (z-> 十 cc) 的 极限 定义 与 数列 fos 的 极限 定 六 很 相 


. 57 + 


扬 ， 这 是 因为 它们 的 直 变 mme e (ES qu] Gr» dco t; n 

Tco). Bi, DEBA 3E T, HOEPpES DS [JE dI AK 

fi HAARE «XIX IB] (a, + 00). 的 一 切实 数 连 续 地 无 限 增 大 ， 

而 数列 1g.) Ru pus E n AR- EEA AEREA. AT 
明 灵 地 需 出 卫 个 级 限定 义 移 异同, 列表 对 比如 下 : 


| lima = a ]im fr =h 


E] $r | y—a. y= fir) 
定 xo * | N | (a, 4-00) 
Ls at sic | nece oo 


prr | Jd] fiürsch 


——— MÀ MÀ 


Hima"= nee INEN, Val N, |an nle 


lim fie} 一 beyen JA -0 tac A, 有 | f 2-5 Ev 


fpem 


BUR Tim f(z) 6 AR 显 的 几何 意义 ， 已 知 
[f(z) — Bl «e «»b-- ecc f(x) «bte. 
DIERHERU Hm f(r) —5 定义 韵 分 析 语 言 与 几何 语言 列表 对 
此 如 下 : 


分 * d Ww MEDEN EAG EEE) 
yal, fi ith mu. MIER LR ER yobe Ah FS. W 
Arep. 
2470, XE xh EE APO LE TEE MA, 
vrl, Abs AR RETE So BvA, 3-002, 
有 有 itr 一 Ble dA. | o0? Egg e Pre HET ER SPEC Z 
Uo. 4. 
L] 6R » 


当 自 变量 12| 无 限 增 夫 了 时， 还 有 商 种 情况 : 一 是 ，x 一 一 00; 二 
JE: co (ii| e]—>--20), gr Fo) 的 极限 十 广 分别 是 : 

ZA KAR JOERA (一 00,4) AX, 0 XL 
Mene, 420, Vr--- AQUA 

|f {x} 一 站 <， 
WI] SEE E f Gp a — coBD E YESRER EIC AE, BREXGE Ó melo 
Th RH 
lim f (2) =b W f)b (x00). 

EM GELD jo) 在 这 | 全 对 FEX, b ERR. E 

Vez-0, 24770, Vrije >A H 


PACO —b|-«e, 
TRA, f (0 CG c 0018 FERR ECC RE, ERI IE b kia T 5, 
KA 


Hafir =b ud Jia) ->b (r0). 


DRZIS f(a) (e too, reco, goo) RRE US 
RHL STAREA ETE H EA a E n E A a 
Xx ECT: 

a 69 c5» 


lim f(x) = b4&» Ve 70, 3A 72 U, x 22 A, FE f i — ble 
zog 

lim f(x) eb «— Ve 0, 142-0, Vx A, A | fra) —b| .Ze 
lim fe) b— Ve 70, JAD O Vx; [xi T9 A E |) 


一 在 | 


=, 80) 


证 明 数 列 极 限 关键 是 找 自然 数 M, E R EE A SECHS, 
(x9 boo, 2» —00, £00) , KE ETE "3E DLE AR A, OSEE 
REX A, 


例 1. 证 明 lim 和 一 ! 


zii bL 
证 明 不妨 设 r>, Vel0, 要 使 不 等 式 
z—1 2 
z31 | E 
RX. MA s siqua oem. ma- ^ —i FE, 
Ve2-0, 3A- $—1»0, Yr>A, iEn -1 «e 即 
r—i1 
lim gypit 
Bi. 证明 lim 10*=0. 
证 明 Ve, X (EUR ERAS 
- [107—0]|-- 10*e 
成 立 ， 解 得 x 过 lgz (REO), W 4= 一 1Ee>>0， TÉ, 
Ye>>0,34A4=—1lge>0, YA4= 


-lge; 有 |10* 一 0|<<s, 即 


lim 1070. 
I—9 
$83. 证 明 lim sre tgx =- 一 过 
Er b 


a Z0 >» 


证 明 Vel, BETER 


arc tgt 一 (一 子 ) 

RY. 解 得 <<tg( -iYRoE eR 7 z) 取 4 一 一 u(— D) 

0. 于 是 ， . 
Ve0, 34- — (42) 20, Yz <—A= tg (*-2) 有 


一 Bare tgx 十 本 <<e 


arctgz -(-i)se Bn 


lim t x 二 一 之 
,Am aro £ 2* 
Jr? 十 2 一 2 
DEL 证 明 lim ——m.—.—---3. 
zoe dd 一 上 


i Riil >l Vel-0, DETER 


3z?--2z—2 ,i 2|z| +1 
i < 
z5—1 dm ES 7Uz[*-1 
21z|+2 "an 2 
pp GI-DOS-D li 
RX. MTER ate 解 得 lz|> 三 二 1， RAs’ 
Y, ^ 
Ve0, 34-2 +1>0, Va: le >A, Bet toz? 3|<e, 
ün 
. 825-F2x—2 
m m-i c9 


Em. Hza hj, RE fs 的 极限 
首先 讨论 抛物 线 ?一 22” 上 一 点 PLD 2 的 切线 方程. 
由 解 杯 儿 何 知 ， 曲 线 在 点 书 的 雪线 是 过 点 书 的 割 线 P8 当 点 


= 71 o* 


Q in BER CIR EUNT ER P ARR iE. 

设 过 点 PO, 2) 的 切线 斜率 是 大 
切线 方程 就 是 

g—2-k(r—1). 

UTER ERAH b ES TER ER 
y—2a* 上 ,在 点 P HIERA Q0, 设 
EK Q AMARE G0), Qm E 
AE Q,2x). Can PQ 的 斜率 


p-5-2. 22-2 
r—i r-l’ B o5 


困 为 点 入 不 疝 于 P, RE v5 1, BETA 


pa E -3 2(x | -1 一 1) . 
z—1 7 E&—1 


o Quie y —22 XE JE TUR PRI, BD o ERES 
EFI i PO logi V 2? o2 o 0 ERE F 4, 


WA PAD SER koi, AAEM IT cio BR C 
x Jc EE i RD. TE, b P 02x 37; Fee 
yg—2 E A(x—1) x, PE —H-2:- 0. 


PONM a XIAVCT 工时 ,函数 经 -二 2 无 限 趋 近 于 Pr ik RE 


gm, aga 的 距离 | 2 这 一 4 能 任意 小 ,并 保持 任意 小 ,只 朋 


z 与 1 的 距 离 |z 一 十 充分 小 ， 侦 如 : 
Abi, AUKA 


12x? —2 
m 24. umm gu 一 
| æ—tł | E 11s 


hy 


M. 


RA 0<14 一 1| 志高 即 可 ， 对 js: 能 够 做 到 


了 4|- 2l 1j 一 


ien 


只 须 0<ja— 1] TIE 一 般 情 况 , 对 Ye> 0 能 够 做 到 


| 


2r*—2 u O 
[7-2- 4j-2ls 1i xe. 


BH «| z— 1| EROT, 将 这 各 话 的 文字 捐 带 稍 加 改动， 就 是 
“ 当 z+ 无 限 移 反 于 1 时 ， unit xmi 4" lE BOR: 
Yer, 385-0, Vz:0<lz 一 11<6， 有 
2:2 一 
<i «e. 
"Fu RAR f) 2 BIO BEI IE C: 
Ex RAR foD Fe ASRU C0) 有 定义 ， b 是 常数 ， 若 Ye 二 0， 
3820, Yr:0< ip 一 46 有 
If —5i «e, 
则 称 图 数 fO (GI r-a IDAERD, WEE 0, 06 D EGLI OD 
TE a B3 TRIRE A 
infi) -8 或 f(x) > (z—a). 
这 就 是 郴 数 在 一 点 极 眼 的 e--6 X. 
上 述 币 物 线 y — 2a^ TE 9x P(1,2) RHIZ SR E Sid £e PQ 的 
spk E -27 Puig, mn 


xi —1 
ERREP, "O-c|z—a]-cÓ" rA, ik 涪 明 函 数 


» P5 o5 


f(x) 在 a IRR Sil f) 在 a 的 情况 无 关 ， 其 中 包含 MEE 
思 ; 其 一 ，a 可 以 不 属于 函数 (2) 的 定义 域 ， 例 如 ,1 并 不 属于 霄 
数 侍 -二 2 的 定义 域 ， 保 是， 函数 全- 导 ? 在 1 仍然 存在 极限 (极限 是 
4); 其 二 ,4 可 以 属于 函数 于 (z) 的 定义 域 , 这 时 函数 /(z) 在 a 的 极 
ER ER AE f(z) 在 a 的 函数 值 f(o) 设 有 任何 联系 ， 总 之 , 国 数 了 (z) 
在 a 的 极限 仅 与 国 数 f) a 的 附近 的 z HERRES 的 变化 
DESERT T fO) E a Pob S 


将 极限 limf (z)—6 及 其 否定 叙述 Timy (z) xb 对 比如 下 : 


limf(a) =b < Ye JÓz70, Vai 0 sl 有 
E+ 
limf (2) $c b e e 0, YS 0, 3st OL | 2a — a | d, A fX) — 8 en 


m 


已 知 
0 |[z-—a|-«6«—a-—ó-r:«adcó,r*a, 
与 |f (2) —b| « e«—b— ef (z) «b-re. 
TE, 极限 limf (s) =b X BS rr S SUL E FEET: 


so) oW X | AREA SEHE IRE EO 


Vez-0, f BH, =i HRM DERD E 5b eAGB SE 
为 2 的 带 形 区 域 ， 
3670, So de eno, 
Veio«]a-al«Ó, | RETER A DEAN PRAL SR CC, 可 的 
ft 
LAPIDES 在 去 心 名 壤 Oa, 0), E y fo HEB TE E 


带 形 区 域 之 内 ; 如 图 2. 6. 


在 上 述 航 限定 义 中 , 如果 仅 讨论 自 变量 x 在 4 的 志恒 或 左 侧 ， 
Wi Zr Str ERE F2 fe a 的 右 极限 与 左 极限 . 

定义 ” 设 函 数 f(z) 在 # 右 侧 ( 左 侧 ) 有 定义 ， 5 是 常数 ， 若 
Yei, 30220, Yeis cara taira), A 
a 7q. 


HG) —b| «e, 
Wiz Sho SOE o 存在 右 极限 ( 堪 极限 )， 友 极限 (ERM) Eb, 
o 


linf(z)-b sx f(a+0) =5 
(limfG)-5 或 f(a-0)-b) 
»S)BSEEE f(z) TE a 的 极限 和 在 a 去 石 极限 的 异同 ,将 它 
们 列表 对 比如 下 ; 


limf ta = h e Ye 0 IS 0, Vz: 0| z— al —, A fn) — P | 6 
lim 了 [zj 5-54 Ve 0,380, Vai ae cac S 8 Lf) — 8| <e 
lim f(r) =b Ye>0, 357-0, Ya ósea PORES 


定理 1 limf(s) =b4>limf (2) -limf (2) =b. 
证 明 必要 性 ‘一 >) 已 知 limf Ce) =b, 期 
Ve 0, Jót, Yio [zy — a1 «Ó, A [ f (e — b | e. 
Üü«c|z—a|«ó€—»a—óO«zr«u tac rca. 
TX, l 
a—ó« ru, 
Ve>0, 30-0, Vio 7 T LEGO — 9 ce, B 
lim f (z) = lmf (x) =b, 


. 75 e 


Er a a 


XEM OE) G falim f(x) = limf iz) =A, BH 
(30,77 0, Vrta — ea, 
138,7-0, Vzra«cz«a-- s, 
取 ó-min(ó,5,). FÆ, Ye>0, Só— min(ó, 0) 29, Yro 
i2—«| <å A 


Ye>Ô, 有 Ifa) h] e 


Jo b| e, 
RI limfír)-— au 


r- 


四 、 例 (ID 
用 极限 定义 证 明 }Jim f (a) =b, limf(z) —b,limf(2) =b, KE 


HE 和 证 明 数 列 极限 类似 , 关键 在 于 找 2. 
例 5. 证 明 lim (2z 十 3) =5 . 


证 明 Yeo EETA 
| (224-3) —5| 22|z— 1| e 


Mr, Ms 1|. ied RES 


Vez70, 3275 »0, Vr:0«7] 2-1] CÓ, (22-1 8)— 5] ce B 
lim (22 +3) —5. 

例 6， 证 明 limw s =v a (a7-0, 270), 

证 明 Veco 要 使 不 等 式 


28 — ale zal sx TIE Iz—a| 
IV e= a= eE OOO waa | Sata 
|r—aj 


Ma ~* 


| 一 


<e, Rig realen ac. EP ae 于 


wa r 


RE., ARER a 


t 76 + 


Yedi, I= a 250, Yare I z—a|«6, 有 
[Aa —«/ a |« e, BII 

lins E aq. 

r^g 


(4 7. 证 明 limcosrt= cosa. 
Tog 


证 明 已 知 YzE 习 ,者 


sinka 与 [ein St gleze, 
2 | 2 | 
— 
Lal —gl 
| cosz — cosa] =2] sin ZES aint 7t 


<27 a je alce 
成 下. Hd e. Ts ， 

Yeo, J= et, MxrtO-c|r--a|« 0, Pb eosz— cosa Ze, 
HH lim eosz — cosa, 


fea, 


Hmcasz-— cost = hl. 
zo 


908. 证 明 limz—5s 1$ 
证 法 当 rait, Vel, 解 不 等 式 


£—5 1: 1lir—35i 
—328 10; ^10 sp5 C? 


ROERE HAREE IAE 5 的 概 限 只 与 5 的 附近 “有 关 ， 
所 以 可 限定 < 的 变化 范围 .如 限定 | 一 51 达 1， 即 4<z<6, 这 是 
取 定 了 一 个 5= 1 然后 在 保留 因 式 1z--5] 的 情况 下 ， 放 大 求 能 


a 7r o* 


Mee Res ke gh nan rrome ea o tesoro oannes 


证 明 限定 0 所 1]z 一 8i, Hl 4-cur«6, H r5. Vel0,5 
使 不 等 式 


z—5 
iz? — 25 


1l! 1|z—8!.51]z—5| 
i" 1lüiz-F5| ^10 4 十 5 


S je—5l<e 


RE. RTRS 51*— 5 之 得 |x 一 5| 之 90#. 取 5=imin(90e, 1), 
于 是 ， 
VYe70, 3ó— min(90e, 15 —0, V z:0«Z je 5j «Ó, 有 


z—5 [1 i 
x*—25 ilj 


i Hs 25i 
pi 93. i£Bjlimz" =a", mEN. 
证 明 限定 |z 一 oj 二 5 Airija tl Vel0, RERE 
jeta" | = jea] (xien agd a | 
« [s—a|CIiz[77 amla] Ht] al 
x«|x—a|mCla] - D)" «e 
成 立 ， 从 不 等 式 |x 一 #1 (4 E)" me AERE 


€ 


MINCE 


L € 
RO Ta DT 


Vziüsiz—al«ó,3j [x"—a" | «e, Bil 


- 2 £ 
于 是 ， Ve>0, d= gTa] FETLAE 90, 


limz"—a", 
FRI! 


例 10. i ga) 7 ——, WEB: 
1-4107 


G) limg(z) —0. (i) Himg(z) = 
证 明 G) Yz>>0.Ye>0, 要 使 不 等 式 


.oTB 


TIOR IE 2 —À o 
1-F10- 


Hor, Mdb 7] —H—A(BUE Oe) ma- 


3 «G2 


Vep, dá — ——— >h, Va:0cz«0, H1g(2)—0;—e, 


3) 


Bn 
limg(z)-—0. 
z^ 
(i) Vz«0. Yeri, X EAR EE 
lg(z) —1|2] ! TEES 1 pte 
1+0 | 14-107 
RY. we c (imer) w=- 于 是 ， 
l6 1—, lE 1—5 
Ye7-0, 38s ——l. 0, Va:—ó«zr«0, d ig(x) — 1] «e, 
Brz 
ün 


limg(z) — 1. 
z0- 


由 于 limy (3) limg (x), WEEE MAIO ETHE 
极限 . 


IE 2.3 
1. TD TAAR 
cib) lim ge Dg =0, (2) lim 2*—0. 


xc 


+ 79 + 


ił 21 
(8) limz-sin — =t. (4) limzsin =0. 


| 
(5) lim(3z4-1) =7. (5) Jim —7 —3. 
z>} aep -1 
(7) lim 37-4. [zy lim Ma—2=0. 
+ EETL 
2. EHTA.: 
. :zt—1— En! . 2*—] E 
(1) dim EE T (2) limga zra O^ 
. z? 一 _ i 
(3) lim o3 73 
* * * 下 
3. HE FF ER, 
. .一 1 . E 
(I) lim t^z*4.z—z 一 可， (2) lim arctg: y. 
FREE : FEE 
"s 1 D . I 
(3) lim areigi 777. (4) lim T=, 
PEPE EX id l4e 


82.4 国 数 极限 的 定理 


-—. Haiku 
8 2.3 45 UT PRXIEZ ER AARE, Rf 
limf (z), limf (a), limf (s), 
limf (2) , limf (2), Himf (2). 
每 一 种 霄 数 报 很 与 收 笋 数列 都 具有 类 似 的 性 质 和 四 则 运算 法 则 、 
本 节 亿 就 经 常 遇 到 的 男 数 根 限 limf (s) HH 5e gc RAHELA 
一 些 定 埋 及 其 证 明 ， 读 者 不 难 写 出 其 它 五 种 质数 极限 的 相应 舶 定 
理 , 并 给 出 证 明 . 
EEL ŒH PAR ftz) 在 & 存在 极限 , 则 它 的 极限 是 
唯一 的 ， 


» g0 è 


证 明 设 limf (2) =b lj limf (2) — c, Bi 
yeso, 10570 V 0c ema] cou RIO b] «e, 
138,70, Yz O«zi z—a| Cn H jf 0, a. 
Jà- min (0,04) 0, Yr: 0< | xa] <å, 同时 有 
| féz) — bo Sl fa) —ei «e. 
于 是 , Ya;0< 1z 一 4 < 6 有 
|db—-eo|]— ]b—f(0 + — el 
<l fl] + Ifa el «2e, 

RB6-c. MMAR OE a 的 极限 是 叭 -的 ,中 

定理 2. (局 部 有 界 性 } limf (2) =b, 则 2447-0, 48>0, 
Yr 0 ral cn R I TOO SM. 

证 明 已 知 iimf(z) =b, Bi 

32470, 30,770, V z; 0| z —a| cdo A [P OD — 5| 6. 以 而 ， 
Va; O0 [ra] <, 有 

|f) [= [fG) —64 b[s] f(x) —5|- [8] — [b [ t ee 
FRIM = |b] + e0, 3050, Yr 0c r~a] ciui 

If œo sm. 0 

338 3. (RFH Flimf(e) =b 5 limg (e) =c, Hb<e, 
出 2657-0, Ye 0ra] d A fg 

证 明 limf (2) =b 5 limg (z) — e, Hi 


det, 分 别 
35,70, Va; Oc] z—u | <in H Lf Cr) 一 Db! < 从 而 
f) «222, 


s Aj * 


36,70, Va. 0 |z— al d, B Ego) -cei«*z P, 从 而 


be 
7$ 9). 
FE, dÓ,— min(2,, ða}, Vx. O-— [ a— a | «o, Ted lf p 


pte ytte 


fG) «—— «gam, 


EN £96. D 

推论 1. #limf(e)=b i limg(z)=6, B 38>0, Vz:0< 
[z—a]| 过 680, 有 f (a) o OIC f (2) 229 (20, BI] bcc Gi, 622 c) 

证 明 ”只 证 3<e 的 情 襄 ， 应 用 反 证 法 ”假设 c<% 根据 定 
H 3,3ó020(0z:), Ya; 0-|x—ae|«Óó, A geo «fo. 5 A 
ATUS. U 

推论 2，( 保 号 性 ) #limf(r)=b, 且 5<0[ 或 38>0)， 则 
36,70, Va; 0c |z—a| «A, fO 0 (RR £00 270). 

证 明 在 定理 3 中 , Wg, 有 limg(2) =0. 于 是 ， 
36,0, Yr 0«z | r— a] 之 向 ,有 f(z) 0C £000. D 

EHL (GUE SAR f(x) gir) dE a 都 存在 极限 ， 
MER SEI), FOD, E 《9(z) 天 0) 也 存在 极限 , 且 
lim[ f (2): g(2)]— limf(z) E limg G2- 
lHimf(z)g(2)— lim f(x} “limg (2), 

lim f(z) 


FC) 22 7^ wnuhlim 
3) limir) limg (2)' 其 中 li ag (2) ^0 


H 


W” 


2 


Mar 


WEB] 只 给 出 2) 的 证 明 、 设 limf(a) —5 与 Himg(z) e, 


ac 
RI 
." R2 4 


ADD 
7 Ug 0, Yn 0«z[ e| «à. A 1g (2) —e| «e. 
又 由 已 知 liaf(z) 一 b， 根 据 定理 2， IM>0 与 3&0, Ve; 
Q«|z—a| có A PG Lec M. 
3à- min (do) 20, Yr10<1z 一 a] <, RHA 
Lf (x) - bj «e, [ga —e| e 5 Ifi) M. 
T NYnOocisca|ós f 
ifG2g(a)— bel |f(x)g (2) — ef Co) ref Ca) — be] 
sifeilgia-ec|-tleiifi)— BISMet ele 
- (A9 T lebe, 
gan lim f(2)g (2) = be — lim f (2) img (z). 0 
定理 5. (复合 消 数 极限 ) 设 有 复合 函数 gl E 
1) limg(z) =b, 


2) Vr€U (a), u- g(2)€U (0), 

3) lim (u) — 4, 

LU lim fLgCz)] A. 

证 明 htta), Bp 

Ye>0, dg, LET Oc |u—5] «9, Alf —A] MB $a, 

由 条 件 1), RU 

对 上 述 920, 38720, Ye 0 |z —a| «8,78 1g (0) — b | nh ga 

BRHACE2,0«-IgG) bl = lub lan FE, 

VYe0, (35920, Aij) 32620,Yz.0«|z-e|«O,"H O< 
Ig(z2—b5|-— |u-—b] «n. Ad |f G0 — A] = Lg 2] — AL e, 
BE lim flg (2) ]— A. ü 

定理 5 EGER NOUE T; OESTE TE LER, 

二 83 * 


二 、 函 数 极 限 与 数列 极限 的 关系 

函数 极限 与 数列 极限 是 分 别 定义 的 ， 形 式 上 似乎 没有 什么 联 
系 , 但 是 本 质 上 两 者 却 可 以 互相 转化 . 

EEG (GORM) limf(z) 一 5 和 > 对 任意 数列 {faoj@， 
d. d, Hlima, — a, i limf (an) — b. 
| 证 法， 必要 性 应 用 函数 极限 定义 和 数列 航 限 定义 ， 可 证 得 极 

限 lim7(en) = b. 

充分 性 , 因为 在 已 知 条 件 中 , 这 样 的 数列 {as} 是 任意 的 ， 当 斤 
是 无 限 多 的 ， 所 以 从 已 知 系 件 出 发 直接 证 明 有 limf(z)=5 是 困 
难 的 ， 在 这 种 情形 , 通常 应 用 反 证 法 ， 假 设 limf(*) 关 5, TTE A 
Kril A — ^ BOR (as), as 5a, 且 lima =a, RUE f (an) b, 与 
已 知 条 件 矛 盾 . 

证 明 必要 性 (一 >) 已 知 limf(z) =b， 了 即 

V2.0, 382 Okala |e apd, A |f) - b] «ce. 

对 任意 数列 {auj a sraMdlima, =G。， 根 据 数列 极限 定义 ,对 
ER 6>0, INEN, Ya>N， à 

Ox |da — a] —ó. 
Miti, Vac f) Lb ces BI 
lim f(a,) — à. 

充分 性 (< 一 ) 应 用 反 证 法 ， 假 设 limf, 根据 函数 极限 
的 否定 叙述 ， 

了 ec 人 >0 V7 0, dz, 01a —a] <8, FA |f) — b EZ 2o 


(D ji (H. E. Heine 1821— 188 f$ lel se we. 
G EK a. ATAR FOIE UR HEE TET LÁ HF. 
+ 4 * 


取 85;—1,3a:0l1a;—a)l 18 I fCao — 5122 8o, 


& — 3, dos 0«]a, —a| p FG) BLZ 


8,— 5, 3a, 0« 1a, —a| C, f (Fian) — bj Ze s, 


CE ELE 


于 是 ,构造 出 一 个 数列 {aa} ,an 尖 m BIO Sa 0 (0-902), BETA 
lima, -a. SR, limf (an) 55, SE MRE. D 
海 温 定 理 是 沟通 消 数 极限 和 数列 极限 之 问 的 榴 梁 ， 根 据 海 浊 
定理 的 必要 性 ， 函 数 f(z) 在 a 的 极限 可 化 为 函数 值 数列 的 极限 ; 
根据 海 涅 定 慰 的 充分 性 ， 又 能 够 把 数列 级 限 的 性 质 转 移 到 函数 极 
Wed POE eM | 
limf(z)eb, limf(7)=b, limf(z)—5, 
lim f(z)—b, limf(r)=b 
A2 BUS KCIREE SEIS RB, 读者 可 把 它们 写 出 来, 并 予以 证 明 . 
应 用 海 涅 定理 判别 函数 在 革 一 点 不 存在 航 限 比 较 简便 ， 根 据 
海 沪 定理 必要 性 的 逆 否 命题 有 ; 
推论 1， 若 存在 茶 个 数列 {ao} ,a 关上 且 lima, =a, ifr 
BARAH (2,0) 不 存在 极限 ， 则 函数 SONE a 也 不 存在 极限 ， 
推论 2， 若 存在 某 两 个 数列 {qn} S 0.) ast, limi, a 与 
b, 55a, limb, z a, H.limf(a,) 26 5j limf(5,) —d, A AES 
nm n»: nom 
BIORE a REER T 
PIL HEU A fe) sin E 0 不 存在 极限 . 
证 明 ”应 用 推论 2. 到 


84 = ~ I ,Q0.— 1 ， REN. 


$E ER, An 0, lima, —0; 6,250, limb, =0. 有 
fas) — sin (2n en f(5.) — sin( zux 5) 一 1 


及 而 limf (a,) 1, limf (ba) = —1. 于 是 ,函数 f(2) = sind. 在 0 
不 存在 和 极限， 


三 ， 函 数 极限 存在 判别 法 
Xm. 车 YrEUV (C9), 有 first Gesch Gr), B. 
limf (Cz) -limk(r)—65, 
mi limg(x)- b. 
证 法 ”应 用 海滩 极限 定理 和 数列 极限 的 两 边 类 定 理 (8 2.2 
定理 7). 
证 明 CL A Lim /(2) — limA Gr) b, FUE S DE PED RE d 
tg UC MERE MOX (a, , 05752, lima, =6, A 
lim (a4) = limhi(a,) — b. 
KEAN YEN, A f(la,)«g(a,)«h(a.). HL8 2.2 定理 7, 有 
limg(a,) c. 
HAB deo ERU E DA A 


limgíz)--b. fl 
T+T 


定理 8. 3i Vrea, io), 有 fíéx)sg(z)ymRA(z), H, 
* $6 * 


lim f(x)= lim h(z) = b, 
出 lim g(z) — b. 
r+ 


gi 2. 证 明 lim 


aing 
=], 
£ 


sinr 
= 1. 
t 


证 明 首先 证 明 lim 
如 图 2.7, ABIRE A O AiE 4829 1 f INE. nb A 作 轿 弧 的 
切线 与 OB 的 延长 线 交 于 点 C, 连结 AB. 
设 人 DOB 一 zx( 按 弧度 计算 ), 且 0< 7. 显然 
AAOP HRA JOB 面积 二 入 A00 HM, 


Bn nt 或 sinz«r«ugr. 
以 sinzl0Ez,8 


其 次 , S eci b, ME 0 — go 00 «940 ALL GE BR 5, 
siaz , sin(—gJy) 
= 上 人 一 一 一 一 


T siny 1 
im - p im — i. 
quar T at —H sac Py 


TBESUE $2. 3 定理 1,78 


sinr 


lim =1. 
I0 
注 当 z->0 时 , ing->0, 在 形式 上 2: yx 去 0， E 


singe, Bi SA. a ei aobh, singi ile Wa BE 


sing 


比值 一 -一 却 无 限 趋 近 于 1。 见 下 表 : 


1 由 | d | fi 
0.8 9. 23 9. 123 Q, 0625 | 0. 63128 
sings | 0.8415 | 0. 4794 | 0,2474 | 0.1247 | 0. 06245 | 0. 03124 —0 
sinr 
Mm 0.9588 | 0, 9856 9,930935 | 0,983984 | --—i 


让 


AERA fj. 3$ c0 IK, sins 与 4 无 限 趋 近 于 0 的 “速度 越 
来 越 接近 ， 只 有 在 x->0 的 极限 状态 ,二 者 趋 近 于 0 BEAT RE 
T ERDA ZER RRISE E L 


983. IEB: li 人 + 到) =e. 
证 明 piks i cc HE, Val, BL), 
1 4. 1 
SEIEN Lai ED 


DURER ORRAT 四 严格 增 却 , 有 


("rn «eg - 


i $2.2 [9,58 


. 12 i [r+] . 1^ 
saltu) E #) l(t) C 


从 而 


D 


n>a EN 
1+ nci 


xk LIS n1 


根据 定理 8, 有 


. 8g * 


1 1 nil 

Li tz] 1 M* ( tiri) 

lim (regis ) — liml 14 = lim = 
txicl 


/ z 
lim (1.11) =g, 
zt 


HIE s—>— co HL. araci, H racy I 一 >y> 
T 90. | 
根据 定理 5, 有 


1 \* y y 
1 +>} =1 — 1 
lim (1 上 F lim (1 7) EX 

aes toe 


于 是 ， lim(1+ 1y =e. 


re 


这 个 极限 也 可 换 成 另 一 种 形式 ， 设 * 一 过. z->coe<>z->0, 有 
limC1+ a) -- e. 


上 述 两 个 极限 lim ign nere) =-e 是 数学 分 析 中 
P ERRR. MER SEASG, 特 刘 在 第 五 章 将 用 它们 导 
出 重要 的 公 

EES. CATER 极限 imf GO EAE 

Ye>0, 3670, Yz’, z”: 0<] 8 — MET oja r|, E 

IAC) ~ Fj e. 

证 明 必要 性 (一 >) 设 limf (2) —b,üp 

Ve0, 30720, Vx. 0 [xz —a|-Ó, | f(x) —5l —e 
Afi, Ye e oje aled !güslz"—a «o0.lapprdé 

[f(a')—b|«e tj if(x")—bi«e. 

PE, | fx) 一 fx) fr) -bl ib fi 2e. 

Eat) (B Vec0, 3ó—0, Vxr', x" 0A |x' — al «à 
E a|r" —a[ «O0, 8 
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{f(r} — f(r") fe. 
任意 数列 {e} ,月 liman =a, a, 756. 根据 数列 极限 定义 ,对 上 
述 >o, INEN, Vn,, n>N, 同时 有 
0< lan—al<d Ig O-ia,—n!«ó. 
从 而 ,有 
ifa.) —f(a4 D | «xe. 
很 据 数列 柯 西 蕉 则 (2.2 定 理 8) ， 数 列 {f(as)} We Se, VE 
limf (an) =b. (ETE, Himf (x) =b, 从 而 报 根 limf (e) IFTE), 
有 
(f(z) — £D | «e. 
Xm limf (ap) = b(lima, =a, a, 7a), $} EIR 20, InEN, 
有 OLan al «6, Mf 
|f Cas, — b | «e. 
Kyo... 同时 有 
[fGD)—f(a.D|-e E flan bi e 
于 是 ,有 [f(r) 一 BI 所 [f(z) San): HIF) —5|«2e, 
an limf (z) =b. H 
RUEAENITS EDRECRR Clim (e), Tim f(2), Tim f(r), lim fla), 
limf(%)) 也 有 和 相应 的 柯 西 驳 钱 准则. 请 读者 自行 符 出 . 


m, pi 

KREMER lime” = Cn ENY), limy r =V a (a0), 
. _ . . sinx - IX* 
lim cosz— cosa, JUR T SEXE R Rim — 1 5 tim(14) m 
aan . z> Mi 


* Op * 


A, LAUR RR ORR 8 Pa Bs REN, 能 第 求 一 些 函 数 的 极限 ， 
Ha. lim P (a), 其 中 Pia) = agtt ar Hean E 
ERRAR, R 是 自然 数 ， Gg, 03, 77, ta 是 常数 ， 
和 解 lim P(e) = lim (aez" Fa 2*7! bau) 


= limat” + Jimat 173 pee lima, 


mo rc 


= aí8^ 7 d es bau Pa). 
例 5， 求 极限 tim 名 )-, Joh PG) 5 Q6 都 是 多 项 式 函数 ， 
HR. Qa) za. 
解 出 例 4 及 极限 运算 法 则 , 有 
NC UNE ICE 
em) limi) Qa" 
glo. RRM aitoi, 
解 。 不 能 应 用 商 的 极限 (因为 分 母 的 极限 是 0). 
pm tM tr 1-2) N te v/1-2) 
n 7 di zT a4 T a) 


2x . 
TT (Us eo 
2 3 
lim^/1-czU-blim.£1d—z 1*1 


z-üÜ zc 


=1. 


G 极限 Vim 和 ~ 二 x 二 1， 应 用 了 定理 E 。 和 1 十 2 二 KW 地 0 €— uis Mg 
Jim La -limv u -V1-1 DURALAOBBOKERIREEEXERESEMX, 予以 


SS. 如 Jim IU i 


€" 9j» 


sinZxz 


8)7. RB lim 71247. 


soins 
sin2z sin2z 
Mae o 3 
解 insiz2z lm 327 7 MM xe 0f 
zooSindr D ainám 3r 3， siniz 37 
Taz ^ P» im ——— 
* z>0 
一 
fy 8， RO — 277. 
z0 
1 
2sin*- i. faint 
| MET I $082 | ui li 1 "UE d. 
ER 2 T z> z ^ 2328 2 E ^2 
2 
tgrf— sini 
例 9， 求 极限 Lin 8 755. 
, tgr—sinmz ， m-e 
解 lim sin?*z onsin teos? 
1 i--cosr at 
-— [him 一 z 一 
30008 世 于 sin* x 
1 1— cost ,. r y 
= |i m———- lim m———.——-'liml-—— 
ra6005Z FEM T zog snt 
例 10. RER iah EY". 
li CAE =li Iw 
人 E 
L 
£511. 求 极限 lim CI 32* s, 
A Ll. 
解 lim (13-32*)** = limi (14.322557? 7 


PETI 


EN 
=[lim (1+ 32? ) = e? 
r-D 


例 12， 求 极限 tis (75D). e 
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7- 


8. 
B, 


a» 
10. 

(1) 
(2) 


. BEN SE SL ECHHIEBI Eu 3 的 推论 2. p? t bje 
. MEREZA: d limf (2) —5, limgtz) - Hr 


L 
lim (iy Tim -—y 
greed E * 


(EY oua) 


-lim-———7 7i c fil 1 ur (i ) 
ma-a) 


-xi 
=lim(1 ta) -lim 1 3- — a) —ee-p?, 


zm gom yh yA q9:5 7P V 
ii 35. V y». erm 

BINE 24 en tpe 

A jet Anl 


EM). 若 当 = > 十 co B iE J CO HIER RERIUR w- cle 09] 


Woven M T 4 
[x79] € Bi foto sue VE (e o ay 


limi fé Lyw] =b e. h- ac aid 


. 1 De A y 
- MARRE CHE: $ Jim fr 一 eas0 则 lim ji FE $ A 


` p= ge 
uERH. dE lim f£) —0, lg) «EG, — c0) JR, UI «fin a 
lim fona 0. u 


.OWEURI X limf (æ)=a, 则 2.9 —0 fi A0, Yele >A, Alfil 


IER: o JimfGn 一 在 t lim (a) =b, W iim Fe) y(t) — ab. 


骨 根 限定 广 证 明定 下 7 各 定理 8， 
Rio CER FAITE E: 
lim f Gr) 5e A, (2) Hm gir) B. 


ET lim ff TERO NI S Te PRO EDE SUR, 并 证 明 : 
"prox oo KL ERBEIT “存在 楼 限 . 
Npr— 4 co Hh, ASe sing 不 存在 极限 . 


11. — JR A fO) fe FR. LAME go H lim 了 Cw) —-0, M YER. i 
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fG)-0GkfG)mO. — 10 3*3. 


12， 求 下 列 极限 ; Mor og 
S z? etl | (7 371- 271—1 
i 
t t 
22—8524-8 X45. uq (EM Oa? gath 3ye uu 
(3) linc —5-——;- Kr bs CR x 4 DM 
! MNES—izs:20 a na lim = goea 并 ”< 
a 
H " --r-- 
lim( 1,1) rmt» 2 (e$) imi 21 g 
=i tl- wt CS < 
/TI3:z—3 aIta — 
a0 iw e "RE ARIETE) lim tw aill—.:1—1),0 
| " 


(8) ACER bz) Cor dz) 一 lae "m 
. x40 zx jo 
"ml a 
GO limec r ma BAD 
13 ATAR HR 


o, i 
OD li amy . 4 (2) limzsin =, - 
Lim 和 , g ram a m E 
. siníz*—1) , ea . sinz— Sing wes s" 
O lim uo (D dim uq o CEU 
, 8Sinsinz 7 _ DV | b M ai 
a r a Q. 609 w(i- Eee a 
sh 一 
(7) ie) oa (8) Hm (H etgz) tet &. 
. 8.5 z" 
to 
a - 
RON Ar * * * * 
ute a 
Wei D E: BRR GO VERE EC (o, b ARA BAR, MER 
limf Gr) 45 limf (2) 都 存在 . | 
-0 eml - 
1. BATIRIR Wr gb: m ve y 
fig NEN 
(0) mies e 5)=0. 2 lim zx? —z4-1—4xr—5) =D, 
mitad QC y 
Gi lm =1. EA wl v 


Ss 


16， 写 出 极限 Tim f (e) = A PO WT REX, EH ELENA 


17. MMEM ER; FAR fO fEG, bA DX Ud us 则 
VzE (a, b) UTR. f(x, — 00 — lim f Gn) 5g f(z- F0) = tim f GO HUE 36, B. 


NE 
LEM 


fée, —0) x fin) s fO 0). 
18. WEN EAR (n) 在 [a, 3] 严 铬 增加 ,时 zk (0,0), n=l, 2, 


limf Gra = fie, M limz,--«. 
FER nom 


19. H RNE E BS WIL SE A, E PU AREE: 


(1) ml to (Oa) Ortes I prim, u^ | 
tim 


Q6 T Lomo e 
C2) mn ă g x smr (DEM o8 UN Sy 
imcos- eos, o tosg nT : un . - 27A 
SF Cos, ETa’ seme A shg yk Av 
[1 n TENA WAR C QN NAE 
(35 lina z- |- 1 sizden a] & yig) 7E 
7 [53 p PUYS rt u Y 
. 0E b 
一 | 一 上 = 一 => A.2. ££ 
(4) Jim arj a CN AE Ds eG a 
VEM vga tio 
cx 
(5) limi — 15 —0 — (a0,670). 
PITE T 
* bob + 
CEU AU 


82.5 无 穷 小 与 无 穷 大 


=, Eh 
EN E limf(z) —0, MARR 了 (2z) GD EEND. 
TEILEN, F r>a HR ima ra^ 2 oo 2-9 — 06, 
200 以 及 noo 可 定义 不 同形 式 的 无 穷 小 ， 例 如 : 
当 a0 Bf, ERI t^, sing, tgr 都 是 无 穷 小 . 
M rece M, Agi ( y) ,等 一 arctgz 都 是 无 穷 小 . 
coop, mg 13 EL fom d ;小 
Space Me. ROS s oso Lost HARE. 
EIEE HESS (G0 Gia). 
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ERRUER BUR D zs AEM, 不 难 证 明 , 无 穷 小 有 了 以下 
几 个 性 质 ; 

性 质 1 车 函数 f(x) 与 g) a-a) WELZ, MAR 
了 fc xg G) G0 AE ES Hh, 

性 质 2. FAE f(z) G2) ROESS/, ERE 9{+) 在 a 的 某 去 
LBR U (a, mAAR, EGRE ftz)8(z) (ra) 是 泡 穷 小 . 

EE, GEERNE GO Ja gn) e) MEEA, MAR 
JG)gCO G2) Ij JE Eh, 

SEEDS. RR limfa) be» [G) -b tals), Jer ac) G 
一 后 是 无 穷 小 . 

性 质 3 指出 :任何 形式 的 函数 极限 总 可 将 这 个 函数 表 为 它 的 


极限 与 无 穷 小 的 和 , 反之 亦 然 ， 遂 常 在 论证 问题 的 过 程 中 , SE df 
极限 符号 ,要 应 册 这 个 性 质 3. : 
>. TAK 


EN VERO FOOdE Ua X. YB>0,35>0, Vr; 
0c [z—ai «ó, 78 | f) >B, MRAR f (0) (19a) EESK, A 
I dL SR ERE Fr) dE a Fr HR ER" BESK, EA 
Jimf(z)—oo 或 f()co(a). 
EALER PEREAT E 1 > 中 分 别 改 为 
fG)»B tg f(G)«-B, 
则 分 别称 车 数 f (3) (20) JEJESCSS X 55 AXES, 并 分 别 表 为 
limf(r)- +o 或 f(x) + (a-a) 


与 limf (2) 一 一 ce 或 f(G)»—o(G-0. 


无 穷 大 , 正 无 穷 大 和 负 无 穷 大 列表 对 比如 下 : 


* Jé >» 


Limf ir) = : co ED V B 70, jém0, Wa:üc[r—se|-ó, lfi) B 


tif = ise 870, 4620, VWaüelz-a|eó, difOoB 


limf (zg} —o04--VBIO, l5, Vaiüe[r-—albcó.fifen-c-B 


fexiX —4 GT Bux X rh, Hf za Mig r-a, xa, 
-> 00,2 —co, zoo [A n-» conf 5 X RIS] CS. 
读者 白 行 写 出 ， 

WiN ER Ec 17628 ^ ME 5 5j BEBH pA BTE C CLERC TR Bl 

$5l 证 明 lim; e. 


证 明 如 >0, 要 使 不 等 式 


| 1 | fL 
|723! [a—3|^ P 


Aor. Raih F RÓ— y 于 是 ， 


YB>0, J= $76 Va; 0 ix—3|«0ó, 有 a >B, EH 
io 


例 2 证 了 lim a= 05,971. 
证 明 YB>0(B>1) HEREA 
a —B 
Bew. HRS allog,B.Hx A= log, B>0. 于 是 ， 
VB, J A= log,57-0, M rm A, 着 >B, 8l 


lima?-- 4 oo. 


r+- 


例 3， 证 明 lim in (1—2) = — co, 
证 明 YESO RERA 
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In(1—2)«—B 
Hr. AIF l—x«e t w lee ter R ise, qd, 
YB >0,36=e t0, Ya; eðal, A 1n (1—2) «— 9, 即 
lim in (1—2) = — to, 
z1- 


根据 无 穷 大 的 定义 , ORE UE IT, 无穷大 有 如 下 性 质 : 
AlL FAR Jao 5j gle) Gaa) 都 是 无 穷 大 ， 则 孙 数 
f(z)g(2) (za) X593 X. 
EE SPREAD fO (r2) RESA, RR 9 G0 在 as 的 某 去 
do UDAR, MEA f(z) +ga) (r9) E, RES X. 
证 明 Bangi Ua, 0) 8 I, Bn 
3M0, Vx.0«ix—a|«n, tilg(z) | «: M. 
XE f(x) (x2) WARK, HI VBIBM(QOGI-MyYIO, 
Jr2-0, V2.0 |z—a| «v, 7 |f (x21 7B. 
3ó-miníg,r) , Vx: 0«|z— al «à, IRI 
lg eM 与 fele. 
TÉ, fé tg GO E | Fy > B— M, 
即 lim[ f(e) +g) 1— eo. D 


注 FPE AT FURCRIATREAR EUR AR tián ESAR 
a* hj —a* (x tco, a> DREAS A, 但 它们 的 和 at eaS 
0(z-»-F co, TTE 

ES FAAI (22 EC SS NOGRG3 K), H TG) 58 


D, Wi Bc (or) E C93 c GIC 42. 


证 明 Cah AO 《x PORKAN, HI Ye—-0, 367-0, Va; 


0«c|a—a| <ð, NOIRE — 十 是 ， 
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va>0( 2-1) 36:20, Va,0«clz—a| <ð, yos |^? 
1 
BRE >E. 
同 法 可 证 另 一 种 情况 . D 


国 为 当 roo 时 , z"(nEN) 是 无 穷 大 ,所 以 h 是 无 穷 小 ， 部 


lim 1 一 0 
例 4， 求 极限 


T aort ar^ 十 > 十 在 
npr” | bz 十 十 


其 中 Gp, C, * t, 0 和 Dos Bitte bm 是 常数 ， La 5,550, n, mC€N. 


ma" 3 a,377! 4 4d, 


解 uma a9 ba i-e bs 


ao S pee 
—limz'"* t z 
y >o bi bes 
bo 十 一 十 m 
z En 


3in—mpBi, mat "— 1; Hp acm ih, limz" "—0; 34 nm 
Bf, lime" "= co. 于 是 ， 
FF 


. 2 2Pn—m, 

iU PEE b s Jd? 
amat tbr] eh 10, 天 gm, 
c, nom. 


三 ， 无 穷 小 的 比较 


cinema H, Hs ocn 趋 近 子 0 的 
HE, p F3; 


.* 990 e 


E EAR SLE TAS ANEET 0 的 速度 育 显著 差 异 Ir RH 
liue milixiclllwn REET 描述 ， 何 请“ 快 "? 
到 什么 程度 ?1 Ui PAIN 定 AE X. 


XX VEG) gn Gm BEREAU h, B. g0. 


1 M fk / CO Hb a GO EB TC SS hs. 


2. Prim 人 (o0, FR PGo E g CO E FROET ESSE I]. 


B RUE, dim (D.— 1, i f(r) 5 g GO REALES, 


$ X) : (x00 X EIC I, 目 02 与 zt (x 是 正常 数 ) 是 
Til Bt 7583 7, 称 FG) ROTE z 的 & 阶 无 穷 小 . 


BU; - 
1 . 
^h "o ER lig 2 无 
Egli =o, RD, e T 是 高 防 无 穷 小 
t 


RHET E, 所 谓 “ 闹 阶 ”， BURGOS REL EEEF o lotto 
— AES MEET OMBRA 


gr—siuz 


已 知 lin "ua?z - Hl tgr— singz 与 sin*z(z—0) E fa]Bfr 


E 


= Ino 


无 劳 小 . 

His np Ac, BEI "TIE, SR RECS tgr— sinzfgsin*r(r-»0) 
RA VE-F O fr us HE ERE”. 

已 知 lim ee O3, B sinz 5 rlen) Ra t Ah. 


HIET RL, AR E, EEA sinr 与 r00 HEF O 
的 速度 * 暑 本 相间 


E klim- OA HD 1 一 cosz EIF m lis — Br XE ds s. 
36 TB" RE, TF A LLUL THOU TES. 

WR PG) 5 gio dg UOH ax, H gl) 50. 

L dini -o RH fa) = o( 2) G9). 


2. 3: 3K 0 与 387-0, Vi 0 [x—a| <ð, "T «K, 


RAS (Qr) = O(g(x)) (xa), 


5. Plink c1, 406 joe) G9. 


f$ 
KEME, V E -bz 0. "— 
387-0, Yr: 0< jra <8, 有， 


Hom 


gr) TON 
Hc - - 
Hil Hel z[5|-1- KE CE ED. 
HS 


TE, lim gx) ^? Ü, HRAT = :Q(g( r)» (za), 
特别 ,省 g(r) mif: 
PO G0) 4E 3623 hs RR fG0 5 00 Qc). 


* 0i * 


KOT a BS SSH 0e, RA Ja - 00D. 
将 这 些 符 导 用 在 商 个 无 穷 小 f (0) E js) Gr WER L, 


X SJOE gO RAMES R Tr) 二 0(9 00) G0; 
车 fm) 与 9(z) 是 等 价 无 穷 小 , RO fF) og (x) Cx). 


E sco) (n--00). sintc-z(2—0). 


n^? 
E o。 和 0 可 以 进行 运算 . 
ftn, OCf (z)) -o(g (20) = of x) DC (ca). 
事实 上 , 设 az)=D(ffz)) 与 Bfz) — o(g (2)  HIVaSU (a), 有 


[an - B) — 
HOUSE S lng) 


其 中 下 是 常数 ， 根 据 无 穷 小 的 性 质 2, 有 


lim a(z) : B (z) —lim alr) BO) =0 
sm ga) saafi) gO 7 


或 ala) Alr) —-o(f(x)-g(2). 
Bp O(f (x)? -o(g(1)) -o(f(x)-gG). Cra). 

kA 88 x E SEC EG GLR RI, SEE Ze RUE: 
RİR 等 号 的 石 端 是 结论 ， 

如 果 将 等 导 两 端的 符号 交换 位 置 , RTT 

olia) -g(2)) = OC) -o(g (32), 

它 就 失去 了 意义， 这 类 等 式 表 示 的 是 某 种 性 质 ， 不 是 指 的 数值 
1855. 


70, 


AN 2.5 
1， 将 下 列 符 号 的 意义 用 不 等 式 叙述 出 来 : 
O) limf) =, 9 (2) lim gia) =+ 00, 


aa JO2 *. 


ns 


(3) limk tr) — —o0, (4) lim s(22——*99, 
PETS abc 


(5) Jim fir) --—c, (86) fim ga) — co. 
2. WEHB: 

G lim E ue co, e» lim £3 ee, 
(3) lim log,zs- —eo, (D Um nr= + 69, 
(5) imate boo (aci), (6) limlgz — ee. 


3. HEB: 3f limf =o, limQGn) — 4, WW 
limLP(G)--Q(z)]- + ec. 

4. WES GP Umf(w) 一 co， lim g(s) =B, M lim f(e) — g(a) 1 = 2. 

5. WEH: P dim PG —-ce, dimQG)—420, Bi 
lim P (s) Qr) =+ ec. 

6. HEH: 4 sca 时 , 符号 9 RA FAEN: 

(1) ol fte) ib oLfGD =f e 

(2) o[ef GO ] =o FO h e AERE, B eao RAM 

(3) efo[f(z)]) —oifGD. — 

7T. WEN]. fie) gir Goa) é> fir) —g00 —o(900-— 

S. JE: 


(0) zisinzeo(z) (x0), (2) z B eo(A) (29), 


G) s L-o(L) c. qo VETiI-V* «0 (2 
(r— o), 
(5) VI I inr (x—5,(8) z—l-—ma(r—1)  dz—1) 
* * * * 
9， 证 明 ; SÉ fO) 在 fa coo mS m. fe RI Ca.) ,县 lima, = 
二 cc 有 imf) =>, W Tim f) =. | £on -= 
10. 证明 ; lim f(x) = i oo c= > ERAF ants E lime, =+, 8 


limfin,) 一 十 ee， 


» Jj- 


第 三 章 连续 函数 


第 一 章 装 论 了 数学 分 析 的 研究 对 捍 一 一 国 数 ， 第 一 章 又 给 出 
了 研究 了 因数 的 方 靶 一 一 极限 ， 这 四 为 我 们 用 分 析 的 方法 研究 国 数 
更 定 了 基础 ,那么 数 党 分 析 应 所 极限 方法 主要 是 研究 哪 一 类 图 数 
Wi: 数学 分 析 的 发 展 史 告 许 我 们 ， 无 论 在 理论 上 或 在 诬 用 中 都 应 
从 连续 国 数 开 始 ， 这 是 因为 ， 一 方面 在 生产 实际 中 所 时 到 的 函数 
多 是 连续 国 数 ， 例 如 ,该 体 的 连续 流动 , 气 组 的 连续 上 升 ， 压 力 的 
连续 增加 ,等 秘 ; 另 一 方面 ,我 由 常 沉 直接 或 间接 迎 借 盈 于 连续 国 
数 计 论 … 些 不 连续 琐 数 ， 于 是 ,和 连续 男 数 就 成 为 数学 分 析 研 究 的 
主要 对 象 . 


$3.1 ik /X HE 


连续 函数 据 念 
EL fii Bt f (2 4 a 存在 极限 5, Rim F2) — b, a 可 能 属于 函 
数 /xz) 的 定义 域 ; a BETETAN GO HE LER, REG a TR 
ETT UOI S3 NIOR ES F b. aE, RII S 
有 有 着 特殊 的 意义 . 
EL RAR foe) 在 Fo 有 定义 ， 著 畏 数 [dE a GEHE 
限 , 且 极限 就 是 了 (a), 即 
Him f(z) =f (a), (D 
MPR T SCE a 3 E SORRA. 


E C FG fii e ER, DC 4 ATAR STORER HUE CO 
* 10478 


ABS. HEPR Mit /Cz) 在 a ESKIL IUE f GO 3E a 存 存 极限 有 更 
DICE S 

用 极限 的 "一 5 定义”, 请 数 f(x) 在 Esc XXE HO «- 

Ye 0 3670, Yr:|r—al-Ó, B lfa) fa) | n. 

将 (1) 趟 极限 改写 为 

limL/G) 一 Fo) 1=0, (2 
Irsad Ara Arere Az 称 为 自 变 量 % 在 a 的 改变 量 ， 设 
Ag f(x) —f(a) — f(a4 Àx)— fio), 

Ay 称 为 函数 jg 在 4& 的 改变 量 ， 如 图 S.l. zo€— ^20. T XE, 
由 (2) 式 ， 


gf) 


1 
1 A8— fiut Az) — f Ca) 
| . 


E 3.1 
EX foa E> limAy— 0. 


有 时 只 需 讨 论 前 数 Fo 在 a 去 出 或 右 侧 的 连续 性 , 有 下 面 左 
PESHA: mE 
EN RARIOR a Mr CE Plo RS CRUEL RE SC. 车 
limf (a) =f (= fat0) — imfG) - Fa) = f(a—0) 
WEB ERE f(x) 在 o cei CA EBD. 
根据 $2.3 ER oH 
f (dE a Viii «Jf GO dn a MEEA X To EBR 
或 limfe) = fa) limf a) = limf(2) = f (a). 


i105: 


n OTA Pew THIS aee er He Ree eR ee humo eR cr s Rm Any e s Nam 


ESL PAR f(z) 在 区 间 7 的 每 一 点 都 连续 E 
( 右 ) 端 点 属 干 1, 函数 了 (x) 在 太 ( 右 ) 端 点 右 连 继 ( 左 连续 ) }， 则 称 
国 数 (2) 在 区 间 卫 连续 . 


=, t» 
£N» C HN POD casa dau t eeta, SE XL IR AER. d 
82.4 B 4, VaCR,H8 
limP(zr)-—P(a), 


即 多 项 式 壬 数 POTE a 连续 ， 从 曾 多 项 式 函数 P(z) 在 其 定义 域 
R 连续 ， 
ARRETE s X SEG R— (219) =0] ,其 中 PG) 
与 QG)EUEA BUCO, 由 82.1015, YaEG, 有 
P). P() 


lim gt) ^ Qa) 

可 P(z) 1 n P(r) : zz 
RAMAR Qix) 在 a E, MA RA B ery EH ENEG 
R- irigu, 

AEA cosr 的 定 叉 域 是 月. 由 52.3 例 7?, YacR, # 


limcosz— cosa, 
Ta 


IAJE S coer TE a MESE, M i a E A cosz ERER 
Püjur8H IE 5E A 3X. sine dE MER Xr a? E JC SE DL ERR B 
连续 . 
#1. 证 明 : f(z) — sing ÆR yes, 
证 明 VaCR. 已 知 VER, EKER 


tai | ，Y 一 
Ls 与 sin z 


* 306 * 


Vez» 0, RETEA 


十 - 


| sin — sina] =2| cos? 
| 
JR, 只 须 取 =e CPGE, 
Vez-0,:3ó— 2670, Yz:[r—a|- 0,78 | sinz—sina| «2, BF 


|| sin£z t] «ole —|xz—a' «e 


i 


limsinz- sing, 
X0 


也 总 是 , 正弦 函数 sinc 在 a 连续， 从 而 , ERAR sinz 在 其 定义 
RR 连续 . 

例 2 iEBB f(r)—a* Ocet D Te R 连续 ， 

WEB] 首先 证 明 lima?— lima7= 18D lima? — D. 


Vaiü-urel,3a€N, {E 


1 1 i 
m a T »Ü'«—»n—oo. JA 


24 0al ki, 有 a* atta Ts 

当 a71 时 , 有 a5 gareg. 

Hi $ 2.1 ffi 6, lima" sh 祖 据 8 2.4 定 理 7?, 有 
earl 


Va«c0,Hb r= y, H y00. r-—0-«—y—0*sN 


1 
lima^— lima * 一 lim — 1. 


zù- Pria yan 
于 是 ， lima*= 1., 
z-[H) 


其 次 证 明 , Ve ER, 1imo*— a? (3 im (a — a9) — 0). 


事实 上 ,1imfar 一 at] = limga” (at ^ — 1). 
trg 


zd 
HE y= rto r—z,«—5 0. gH hE, A 


lim(a* —a^) = g^?dim(a*^*«»— 1) 
FECE do 


. 107 » 


—n^limia*— 1) = 0, 
Eoy 


或 lima? == a”, 
TEES 


Bondi ER $ ue 在 z VERE, Mi BA GE a 在 其 定义 域 R 连续, 


三 、 间 断 点 及 其 分 类 
EN HAR SE) 在 “不 满足 连续 定 X 的 条 件 ， 则 称 函数 
JEME a 间断 (或 不 连续 ), 4 SE ERG J(7) 的 间断 点 (小 不 连续 点 ). 
函数 Cr) f a 不 满足 连续 定义 的 条 件 只 有 三 种 情况 : 
D 函数 (7) 在 4 没有 定义 . 
2) 极限 lim7z) 在 在 ， 即 f(a—0): f (a--0), 4 
HimfCr)st f(a). 
D 极限 Umf(z) 不 存在 ; 
G fla 0) t f Cu 10) 都 存在, 但 f(a 一 0) f(a+0). 
@ f(a—0) 与 了 (4 二) 至 少 有 一 个 不 存 看 . 
因此 a 总 函数 作 #) 的 间 几 点 相应 地 有 以 下 三 种 情况 : 
L RRS, 
车 极限 Himf(7) 存 在 , 即 f(a 一 0) 与 aOR, B Ta- 
0) 一 f(a 十 0)， 而 limfCz) vh f Gs a RR FER FG BE UR, 
NIFE a ERAR f(z) 的 可 去 间断 点 . | 
Bt a 是 函数 7) 的 可 去 间断 点 ,定义 新 半数 


f(z), sa, 
Fen SAN z-a, 
EA, 函数 F(x) 在 a HR, WERE FOEN f(z) 在 a 的 连续 
FE. 
例如, 函数 Jay- E. 已 知 Yim rts , TEJ ETT 


* 108 * 


f) 37 "iti R, 从 而 0 JE BE GO = Saz 的 可 去 亲 断 点 , 设 


z 
M, 270, 
F3 
Fr) 二 = . 
yne 
l= li r=0 
22 T 


参数 FG RR c f(z) - 46 0 的 连续 开拓 . 

也 可 在 区 问 的 端点 进行 连续 开拓. 

VERON fo 在 开 区 间 (e, 切 志 续 ,日 的 右 极限 Fa 0) 3 b 
HERR (6-0) BERE C, SE UBER 


fatt, ra, 
PF) eo rca, D, 
f—0, zb. 


mS, BARS FD) EAKR, b hE, RRE, AR SEFE 
闻 (a, 六 的 两 个 端点 a I3 b ARETES JH. 

2。 第 类 间断 点 

d$ f(a—0)'g flato BTE fe, BH. (a0 sf (a0), Wig o 
RR E FC) fr 88 — SERIE 


1, g2-0, 
例如 , ER Sr sgnrz—4 Ù, y-0, 
(1, z«0. 
pm f(0--0) = Himsgnz-— 1, 
aU 


f(0—0) = limsgnz = — 1. 
x-0- 


li f(0—0) 5 Ot RE (E, H f(0—0) 2f (0-10). Mif 0 是 


. 109» 


3， 第 二 业 间 斯 点 
3E f(a— 0) 与 fa 入 至少 有 一 个 不 存在 , 则 称 a 是 销 数 1(2) 
的 第 二 类 间断 点 
(t. 
例如 , B tœ 
1 


ELIN füi—-0)- limf (x) =l 


r>l, 


tal. 


E! 


fO 0) limf 2) = lim- +00. 
ral zst 1 
芭 六 1I 十 的 不 存在 ， 从 而 工 是 图 数 aA 3E i] a GERE 
BEBA. 


sinl, x30, 


mtn RS g 00 7l * 


x—0. 
H 82.4 (54 1,9(0—0) 5i g (OJ-O BER Yr 1€. Maii 9 ZEBRER gir) 
ATA 3E FREIE es QEIRA sh RI EO. 


练习 题 3.1 

1. WEBB E FOE ER (EAE SCARE H9 

(1) fo) R24, (2) gia) — sin. 

2. fa EXE 6-0 EAE M ER g FOnD (E a o HR, 

3. WEB: AFAM FD 在 4 tik, WARO | 在 6 mitik, 3m 

PH: 

A WER: FRR GO EEH EE, LIHER A BU rE, (rn 0, 
WIVzCI, p Fix) 0. 

5. MEN: WER MICOROESCACECHOE S Dp NE fce Re e SEE 
第 HRA, 
s JQ 


6 EM: HARIO BARRARE, HE f) E a0) Etk, I. 
数 f) TE — a 也 连续 ， 
7.。 求 下 列 函 数 的 同 断 点 ， 并 指 则 共 类 型 ， 


— T — : 
(1 $y (C2) y= 
— T = l 
e) I= sin (D y in| 
(5) y —aretg L. (6) y=e > 
.1 sing 
(7) g— sin. (8) y= TIN 
8. 在 下 列 函 数 中 ,4 HUE LE, 函数 能 连续 开 括 ? 
zi-18 8 aa, 
(1) fo 2$ 774 (2) f -17-1 
A, 2-4. Ati, z—2. 
et, z0, (HED, zx, 
(3) ie - (D fü) -- v 
4*2, zm. l4, x=1, 
* * + ! 


9. 证明; FAK JOEU ORE RER 
p AA (0 4， 


PLI 


则 函数 f(z) 在 a 连续 . 
10， 证 明 ; 车 函数 f(z) 在 R 连续 ,对 性 帝 常数 50>0, 则 国 数 


—e, fiai, 
FG) Je. |F |6, 


e, foe. 
在 R 也 连续 . 
11. EH: Memo 
1, 一 于 ,其 中 加 ECZ, «EN, Hn S s EM, 
BG I-A, ico, 
0, z ERAK, 


D Xm iRiemana 1826—1866) W [s Bro die 
1l? 


TELERUR BON m 不 连续 ,在 任意 无 班 点 x Et, 


$3.2 连续 函数 的 性 质 
一 、 连 续 函 数 的 运算 及 其 性 质 


根据 极 孤 四 则 运算 定理 及 国 数 连 续 的 定义 ， 立 妓 可 得 连续 天 
数 前 四 刚 运 算 定 再. 
定理 1 SERRA j(z) 与 9(7) 都 在 a 16 £5, WU ER 


fG)-sG), fü, ES (9 (2) #0) 


在 4 WER. 06 FT 
Ei EE GE METRE ES 


定理 2 车 国 数 yso E at, H b= opla), WAR z— 
TO f£ b 连续 , 则 复合 函数 = fip TE a jE. 
证 明  chAn f$ 5 Esk, Hp 
Mez-0, 3m 0, Vy iy —b| n 有 IFD — fO)» | x 
XEM y= poH a 连续 , 且 b= pla), B 
HER 070,3820, Va: |z—a| 0,38 
Ig) pN | = |y bag. 
于 是 , Ye>0, Gy >00, AED 3ó20,Vzt|z—2a| <8, E 
(iei —e( = ig-—b|] mn, AED 
IfteCol—-fteto)i-1faD-füDi«ce. D 
E Ani FR X JG) a! (a7 0) R 连续， EAR y -sinz 
ft RR ta, ADERE A BE ER f(sina) —a*77 qp Hog AER 
EAR IR BS Reap OC FE CS 2. 4 定理 3 推论 20 Ri AEREA 


+ ITZ. 


的 保 号 性 定理 . 
定理 3.( 保 号 性 ) 车 函数 f() 在 a 连续 , 且 f (ay 0Cf (0) — 
0), M 307-0, Ya: 12—al<6, 有 f(a) 2-0 (2) <0). 
证 明 已 知 limf(z) = 了 la) 之 0, 即 


31 00 so, 387-0, Va:|z—a| có, 
Fooi 或 geo 109 ra). 


FE, Vat e~a] <s H FG) (2) 109 109 5g, 
同 法 可 证 ,了 C(x) 过 0 的 情况 .， O 


二 、 闭 区 间 连 续 函 孝 的 性 质 

闲 区 亲 的 连续 函数 有 儿 个 理想 的 性 质 ， 这 些 性 质 的 也 何 意义 
都 十 分 明显 ， 它 们 的 证 明 要 用 到 实数 的 连续 性 ， 将 它们 的 证 明 放 
在 第 四 意 . 

定理 4. ARH AR FG TERRE Ca, 连续, 则 函数 
fGMHEBI El Ca, DVA Fi, B 3347-0, VzC Ca, bh, 8 

[fs) [s M. 

RAK, TEICIREGRCEGEIE [ED Roi bte SUR — EER, i 
如 ,在 半 天 区 间 (0, 1, 连续 函数 f(z) = 二 无 界 .， 

定理 5 REW 车 函数 二 
f GO TEX IRL debit, 则 函数 fa) | 


TEM Co, DIERA IM m rwy ad 

与 最 大 值 M, BI Ir, zeE[e, 的 ]， MA i | 

使 (如 图 3.2) np - D Fd 
(fnm 与 fiz—M, 让 


H YrEla, $b], € H 3.2 
115-7 


ep re el Meme hàn pe. ium; HS m an s em s 


mf (x) x; M. 

RRK FEAE Bc TRERCP SER fé s ER MR, DU 
Ju, Bi f(2)— x TEJPDX [B] CO, DERRIER, ARCU 
小 值 . 

引 理 (零点 定理 ) Ay GO 在 闭 区 间 Lab] 连续 ， 且 
ff f(a) 与 f(005 92, MEKE Ca, 相 至 少 存在 一 
Ac, 使 

fie) =0. 

引 理 的 几何 意 浆 是 ， 在 闭 区 疝 ia, DhE y= f), H. 
连续 曲线 的 始点 (49, 了 C0) 与 终点 (5, f (002 2r Ee v RESP OM, M 
此 连续 曲线 至 少 与 x 轴 有 一 个 交点 (如 图 3.3). 


H 3.3 H 3.4 

EAG (ME) 若 消 数 了 (7) 在 闭 区 间 [4, 的 连续 , mM 
分 别 是 函数 f (2 EMEA, 5] 的 最 小 值 与 最 大 什 ，& 是 mw 与 并 
ZAER CHE mee M) , WERE Ela, 5]28 dz TE— Ho, 使 
(加 图 3. 4) 

f(e-t. 

证 明 ”如果 m-— 型, 则 函数 f(z) 在 [a,5j 是 常数 显然 , 定理 
RY. l 
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如 果 mM, RAEE 5, fri [s,51E44r5f6— A a 与 
za 使 fiz) m, f(x) —M. Ai con Haxrcxrmb. t 
Anf(sOsEsf(x). fm* fa) E fa SE, M cz, E c— 
zz, 定理 成 立 ， 兵 须 证 明 f cE Gd h. ERD ERAI 

e(a) — f(x)—£. 
根据 定理 1,8836 pg(2) 在 闲 区 间 [a, 6 135 Sk, 从 而 在 闭 区 间 [z zz] 
也 连续 , 且 ， 
eG) — f) ED 与 ple) = flr) E>. 
根据 引 理 ,在 区 间 (zu sz) 于 少 存在 一 点 c， 人 使 (0 —0 Xxx fO — 
£— 0, 即 
fio-z. n 

ik 在 定理 6 furi, i emu S at IBS fO) 
BUE STE y tha TEIT T EBREA (如 图 3.2). KERE 
Mr OLET BUR SIS A FERSTEPRTEUL, RA, XERR 3 就 得 
到 了 了 证明， 

例 1， 还 明 : Zp EA 

Pir) —aga?7*! -- a af Ha 
至 少 存在 一 个 实 根 ,其 由 02, os SIE, H a0. 
证 明 QA ESI POMER 连续 ， 将 已 (2 改写 为 


P(a)= e(a Tee ces) 
不 妨 设 as 70,43 
lim Po 一 十 co 与 lim P(xr)--—co. 
于 是 ,存在 ?>0, WEP) > P(—r)«0. WEE 点 定理 ， 在 
(—r, 7) 内 至 消 存在 一 点 上 使 Pte) 一 0， 即 奇 次 多 项 式 PaE 
存在 一 个 实 根 , 


= 


$12. iE: 超越 方程 <=cos 在 (0， 所 ) 内 至 少 存在 一 个 

实 根 . 
证 明 B. PB NX er) — x 一 eosz 在 |0， EH: 
9(0)- —i«0 与 (3 )- Eo» 


根据 零点 定理 ,函数 ple) (o Doa 一 点 使 
| p(c)c— cosc C=, | | 
即 超越 方程 z= cosa TEÒ 0, 3 ) 内 至 消 存 在 -DRAR 


BUS. EEEN a 存在 唯一 正 的 # cJ Va, 
WEB] 首先 证 明 存 在 性 ， 考虑 图 数 
fin =g". 
显然 , 国 数 oE 及 连续 . boo, fE f (b) —b" —a70, X 
f(»-—a«0. 
根据 零点 定理 ，3cE(0, b), E f(e) c"—a—0, Bloc-Xa. 
dtucupHjuE--RE HE c=~ a 与 d— V aÑ ase" asd", 
A 
c*— d* — (e —d) (c*7! ed -t et ed"? 4- d?) —a—a-0. 
H c 55 d MEER, BEC e— 4, B n UE 方 根 wa 唯一。 


=, RAŽE 

RR $1.2 x:XR 1, FAR y — f CO ENSE 4 严格 增加 GE 
减少 ), NIER AR KOTKIEM rf a HA =f y) 
在 fOD AB P R m G^ FUP). 


车 数 集 4 是 区 间 疡 昌国 数 y — f Go TebE [8] T. EE Posi X So 
AER. ER 5 和 定理 GQOERERB, fOD di EX dI. 那么 反 


»* Il5- 


ERE e= f GO 在 区 了 了 (7) RE RRES EDE? A F MDE: 

定理 7， 车 函数 y= 二 f(z) 在 区 闻 I0 连续 ， 且 严格 增加 (严格 
减少 ), 则 反 函 数 am f (Qr) fe F 门 也 连续 ， 

证 明 VEJO). 根据 定理 6 与 f(z) 在 区 间 了 严格 增加 , 存 
在 唯一 一 个 EEr, tk 

KB» m f'G-E 

不 妨 设 在 区 间 了 的 内 部 ( 当 
5 是 了 的 端点 时 ， 可 同 法 证 明 , 读 
者 自行 完成 )， 

Ve0, f (£—e, £4) CT, VE 


pje = e a e e o a e 


FE— e= 
5 fü t-e-—m 
或 f'n)0-£—e 
与 P'a Et e 图 3.5 


显然 ， mem, 如 图 3. 5. Mtó-minig—m,m-m. TÉ, 
Vy: |y 一 1 之 6， 有 mecgcme FRAR =f G0 严格 增加 ， 
有 


— 


J'GOxf'G)«f'OD Am £—-ef'o xe, 


ut rrr tac dor rers e e Da ar ma et 


MRAR =f G0 TE nE, MA m c RR 2— f Gode DE 
é, [ 


o, WERNER 


STE CICER y m o Co ERROMAR y= sin z( § 3.1 
f$ 1), y= cosz (8 2.8 例 7), 指 数 函 数 y 一 az(0<azlh 8 3.1 4] 2) 


«b 区 疝 了 工 可 以 是 闲 区 间 . 开 区 间 , 3P:3F DE ER 26 AEH. 
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在 各 自 的 定义 域 R 都 连续 . 

因为 指数 函数 y — a7 (00751) 6 3E X R RER, HM 
调 , 根 据 定理 7, DUE R BCER e ath AR ym logar 在 其 定义 
域 (0, -- 00) XE S. 

P3 25 — f iR Me y= sinr, y= cosa 在 其 定义 域 及 都 连续 ,根据 
定理 AZAR 


在 各 自 的 定义 域 都 连续 ， 


因为 正 弥 函数 y= sinz 在 闭 区 间 | — T oeMt, Hm 


Jn, BARRE HET, MACHKA- MERAN y= arc sin c 在 
JHoEXORU-1,1]:85E. AM, EARR 
y= arc cost, dqg—arctgz, y= arc ctg? 

在 各 自 的 定 叉 城 都 连续 . 

FAK g—2 (CR) 的 定义 域 ， 由 于 < 的 不 同 可 能 者 四 种 情 
M: R, R— 10}, [0, +2), (0, +œ). FEES, VaR, XE 
ga" 在 开 区 间 (0, 十 oo) 都 连续 . 

NX b,Vxl0,g—2]— 77^ , MRAR y a 是 两 个 连续 函 
Ec ye" iu oluz 的 复合 函数 ,根据 定理 2, FRA y= ER 
IX ig] (0, 4- ee) 连续， | 

只 有 当 07-0 B4 (a— 0, 3 ER BLEU [EDU CICER C y — D , RAR 
g—z* 的 定义 域 才 含 有 0。 此 时 ,有 


limz*—0— 0*, 
z=0* 


MAA y= dE 0 AE, 
113 -+ 


当 寡 国 数 ya Bye SC BUE R k R- (OBERE XC y — 2 
EATA RERS, 由 练习 题 3.1 第 6 题 ， 窜 函数 在 民 或 民 -{0) 
连续 . 

FE, RAM g 一 天 (axE 及 ) 在 其 定义 域 连续 ， 

综 上 所 述 , 六 类 基本 初等 函数 ， 常 数 函 数 , 知 孙 数 ,指数 图 数 ， 
对 数 国 数 . 三 角 阔 数 , 反 三 角 靖 数 在 它们 各 自 的 定义 域 都 连续 . 

已 知 “凡是 由 基本 初等 榴 数 经 过 有 限 次 四 则 运算 以 及 有 限 次 
复合 所 生成 的 函数 是 初等 困 数 "， 根 据 定理 1 和 定理 2, 得 到 : 

40 ^5: ER 3 Cu SCR DUE PR vr px ERR AIO TERRE SCR EAR. 

这 个 结论 对 判别 销 数 的 连续 性 和 求 函 数 极限 都 很 方便 . 例如， 
EAR fn) 是 初等 函数 ， 且 点 zo REA ETAR f(z) 的 定义 
I, IRAR SOTER wo 或 在 区 间 工 连续 . 

求 初 等 函数 f) dE Hog SOBRE T EX cs 的 极限 ， 由 连续 定义 ， 
有 

limf (2) = f (a) = f imz). 


EATE Bs c os So ^ P" Fi im" , S SEL AH lim” af”, Rn 
函数 f(z) 在 a 连续 等 价 于 “ 产 与 im” 可 以 变换 次 序 . 

TÉ RER BEIC f C) TE Ex zo 的 极限 就 化 为 求 函 数 (z) 在 点 
zo 的 省 数值 。 例 如; 


Pi RER ms 十 全 一 


r—4 
Wi A/[14-2z2—8 —.. (A/1cT82z—3)0/124- 224-3) 
zai — X—À4 rai o (r— 0 (/l4-2z4-3) 
zm]: 2(z—4) _ —H L8 _ 
limct—4)(/Lràz43) Um r2zr3 
2 1 2 2a ) 
vo (uxthtee 
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943 


a 


sity- sina 
B5. RAR Tis tme 
Za i: 
- T—g . r— 
. 2coz Zin ZA 
sinz— sing . z 
解 lim——-————— li m--- UT mn 
rsa T—GG gea #— ü 
. ¥—a 
in-—.-— 
—]limcos 3 一 一 一 
za x 
2 
-、 站 一 各 
+a ng vla 
. T . TY, ` 
= 698 [im | lim—-— — (cos TE tE i ü 连续 ) 
4 xu 2 
sin * —8 
一 ， 2 
= cost, lim—————i 
fa 474 
2 


. lngz—lng 1 z 
E linga Sliep og! 
EN - TE 
—intz(14-574) = timui (1447) | 
r2n a r>a L 
f—n0M^ ^ 
=n iim ut) | 
—lqme-l. 
尚 有 几 个 常用 的 极限 ， 
PIT. RPR lim C2, 
>i 
ln (1 E 
BH lm BOFO ji a ka) ? —In[lin(1 十 全 区 
z0 720 zcv 
一 1ne 一 1. 
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例 8， 求 极限 lim}, a0. 
下 一心 


t 


f 设 y 一 a* 一 ] 或 z= £—D«—y—0,4 


In «t M 
, a7—1i . ylnda Žž _ y 
lm Có]mcxp^UU/es Fy) 
ng 
= e m a a E . D 7 

aT lne. 《应 用 例 7) 

lim- 7», — 

zb 


Bio. HU li ERA, 
zrcü zx 


解 hyste k aml +r) =la rp. 0€ 
MES 


lig 7-1. uu 
TD 出 ETE 
， ii In(14- 2) 

— gln(1-- x) y zie 04 0 
一 1im ' =ü" | 50. 
paren z In (Id- 3) . ln(l--gp) 
lim S 

y -n 3 


RAZER , (17. (91 8. DE 9 可 作为 公式 使 用 ， 例 如 ， 求 极 
FR (a 770) 


一 Be 8 一 1 atl 1 
1m ——— = H ü — q li 一 一 一 一 一 —r— 
lim za lima zoa ` ü lim Za (it y—z—a) 
—1 ` 
=4" lim —a^|wa. (MH 8), 


练习 题 3.2 


l1. 9: FAA 站 四 在 ea 连续 , BL fao «0, W 3570, Vat [z—a| «à, 
有 fn) 0. 
2. MAX HE "eO" XE SED, TER Rt fO) 53 sU) dE a 连续 , IER C 


fü 】 a 
jG)-cgG), figo, 9G) (g (a) 750) 
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rd 


也 在 = dps 
3 证明; EAR yfe Ele, b)P PM Um, L, MEAR z— 
FC) EA asf 者 连续 ， 即 
im f! Go — f^t. Ca). 
4. RF RR: 
GD dg EAA EMETA, qq) mY ETIS CE RET 


--- 
G) lim ata G--5) —2), (4) Vm Ga ps Tv Es 


d. 

(5) lim (12- sing) **, (6) lim r[ In(z 4-1) —Inzj, 
.. In(z*—z-4 1) - 一 一 一 

(4) lm me D’ (8) Hm are ctos fw z*-Er—2). 


5 WEB]: 着 国 数 f(x) Ela, 十 9) 连续 ,有 lim f(x) —At5 lim fa) = 
B, M] FODE, 十 co) 有 界 UT un 

6. 证明: 党 函数 f(z) EMEA a, 到 除 一 个 《或 有 限 个 ) 第 一 类 不 连续 
ASME, M Fin Ela b Ta 5. 

7， 证 明 ; 普 国 数 fai g 在 [a，51 连续 ， 且 faga, fü)» 
gi, W eC ca, bo, iE Fée — 90). 

8. EH: FER fi) 在 fa bht, H lim fix) = +00, LE OE 
[a, 5) ERAR E, 

3， 证 山下 列 方程 : 


(1) z*'cosr— sinz —0 Hèr AEDE tnm eR 
5 7 16 . . - 

4D Vatt. T 在 (1, 久 与 (2,3) 内 各 有 一 个 实 根 。 

(3) x5 一 32 十 十 1 一 0 在 (一 1, 1 内 至 少 有 一 个 实 根 ， uL. 


(4) z—2sinzca (a0) x8 eft — TERR, 
10, WEH: FAE fO gi Ela b] iE £6, Sta 
Fr) -maxif(G,g00) 与 é()-min(fGD, 202) 
在 [qa,5] 都 连续 , 


GAR: max(f(), g= (GG) 496) 二 [f(s) 一 960)1) 5 
min(fG), gjy (G)*$G)—-lfG) 9G) D, 4 np RI i£ Hc 3c 
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证 明 }. 
x * * * 


H. 求 下 列 极 限 : 


(3) lim (sinv’xw+1i— sins’ t}, C JN -s 
m a lim sina ; 
of il 1 As . n 
(3) fmf sin 二 十 cos 二 ) , (D lim (z+ en) 
zthoc rh at 
(8) lim ^ — Z (a0), (8) lim ——5 a0), 
#— PE & 


(7) lims X 4/2 5/2 22/2 , (8) tim ( 1 22 


(a7-0, 570). 

12. MEB: AAN fa) TE a 连续 , 则 国 数 

f'G)-2max(fó),0)] 与 f G)-min(für),0) 
TE a WE, 

I3. MER: 车 函数 fE [a 51:558, E, TC, 生息 十 给 十 

TiQ—1,8020,4$—1,2,-, n, 则 在 5a;y 扣 内 有 至少 在 让 一 点 专 ; 使 
FE tm) + Ef D + rn), 

14， 证 明 : FAR fGDdE(Q, i, EL f GO HÉCRI f (01-0) I$ f 06-0) 
HAR ARS, M fE a, b) 连续 . 

15， 证 明 : digg f(x) 在 闭 区 间 [a，58] 连续 , 且 非 常数 , Blended en 
As G0 |a€[o, 51) E — 7 Hr] EC FRI Lm, 型 ], 其 中 块 与 型 分 别 是 六 的 最 小 以 与 
FAKI, 

16, WH, dEERXS Ja) fE[a, 妇 连 续 ， 且 国 数 慢 集 侣 也 是 [ay 的 , 则 至 少 
存在 一 点 xu E[a, b, BE FG) 一 加 苑 至 少 有 一 个 不 动 点 如 

I7. 证 明 : xj Vz,geR, dj fato =f tiL fO) TEO iik, Rl 
AA F(a) dE R EE, H f Gr) —az, AP a—I OR E 
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第 四 章 实数 的 这 线性 


极限 的 理论 问题 首先 是 极 弓 的 存在 问题 ， 一 个 数列 是 可 存在 
极限 ， 不 促 与 数列 本 身 的 结 物 有 基 ， 而 电 出 与 数列 所 在 的 数 集 有 
关 ， 如 果 在 有 理 数 集 口 讨论 极限 , 郑 么 ,音调 有 有 界 的 有 理 数 列 就 可 
能 不 存在 和 极限、 例如， 单调 有 界 的 有 理 数 列 }(1 + 二) 就 不 存在 
极限 , 因为 它 的 极限 (无理 表 。 ) 不 属于 有 理 数 集 。 从 运算 来 说 ,有 
理 数 集 基于 报 限 运算 不 封 亲 ， 即 有 理 数列 的 报 限 不 一 定 还 是 有 理 
数 。 如 果 在 实数 集 上 讨论 极限 , 情况 就 不 同 了 , 这 时 、 任 意 单调 有 
界 的 实数 列 都 存在 极限 , 即 $ 2.2 的 公理 ， 从 运算 来 说 , 实数 集 关 
于 极限 运算 是 封闭 的 ， 这 个 性 质 就 是 实数 集 的 连续 性 ， 实 数 集 的 
连续 性 是 实数 集 有 别 于 有 还 数 集 的 重要 特征 ,是 实数 集 的 优点 . 因 
此 ,将 极限 理论 建立 在 实数 集 之 上 ， 极 限 理 论 就 有 了 现 园 的 基础 . 
描述 实数 集 的 连续 性 有 多 种 不 同 的 方法 ， 本 章 是 在 2.2 公理 的 
基础 上 ,证 明 与 公理 等 价 的 其 它 几 个 关于 实数 集 过 续 性 的 定理 . 


8 4.1 实数 连续 性 定理 


—,. Bite EXE 

定理 1 《 闭 区 局 套 定理 ) AAE EA Ca 5.). E 
1) Cti d 2L a5, ba lO Oa, 6412-75 

2) lim(b, —a,) =0, 


则 存在 唯一 数 2 RFA GIC GO () La, 5:27 D, B. 


1245 


lima, — lim, =$. 
nywa fen 


证 明 ”由 条 伞 OD. Eril a HORAE EXT 5., URL.) 86 
WIE RN e, 即 
人 
根据 公理 ,数列 (a) eG, 设 lima, — f. HRH 2D, A 
lim5,-^ limbu — aa H End 
= lim (ba —d,) -+H Hma, —04-2—I. 
于 是 ， lima, = limb, = k. 
对 任意 取 定 的 AEN, Ya >k, E Eaa bum b,. 从 而 
a,z lima, = D limbQ45,, 
Bk as Ebe Hl D RFA AAN A. 
WEB LME— ES REA -个 二 也 属于 所 有 的 闭 区 间 , 从 而 
VnE NH l, L'Elan 5, ], 有 
| 一 站 | Eb dn 
BRED, A ER U,BI D ZERE- By. 
于 区 间 套 定理 的 几何 意义 是 ,有 一 列 也 线段 (两 个 端点 也 属于 
此 线段 ), 后 者 被 包含 在 前 者 之 中 ， 并 且 这 些 闭 线段 的 长 构成 的 数 
列 以 0 为 极限 , 则 这 一 列 闭 线段 存在 输 一 一 个 公共 点 。 如 图 4. 1. 


[C ruri | 


Ef | el) | 
", t; ts 0, l b, by be bi nd 


图 41 


一 般 来 滴 ， 将 闭 区 间 列 换 成 开 区 间 列 ， 区 间 套 定理 不 一 定 成 
立 ， 例 如 ， FEARN) BARER: 


1) (0, D2(o. 5 )2--2(6, 2 )2s 

» ds 
但 是 ,不 存在 数 属于 所 有 的 开 区 间 ， 

在 什么 情况 下 应 用 闲 区 间 赛 定理 呢 ? 一 般 来 说 ,证 明 人 问题 需要 
找到 有 具有 某 种 性 质 卫 的 一 个 数 ， 常 常 应 用 闭 区 间 套 定理 将 这 个 数 
“ 套 ” 出来， 怎样 度 用 闲 区 间 套 定理 呢 ? 首 先 构 和 遗 一 个 有 具有 性 质 P* 
B3 PITE i8), 性 质 P* 要 根据 性 质 书 来 定 .其 次 ,通常 采 用 二 等 分 法 ， 
将 此 六 区 间 二 等 分 ,至 少 有 一 个 疼 区 间 具 有 人 性质 P*， 然 后 继续 使 
用 二 稳 分 路， 得 到 蓄 足 闭 区 间 套 定理 条 件 的 和 具有 性 质 P* 的 闭 
区 间 列 ， 根 据 闭 区 间 套 定理 , 误 得 到 唯一 一 个 具有 性 质 王 的 数 , 匈 
本 节 定 理 2, 定理 3 和 $4.2 定理 3 的 证 盟 . 


二 ， 确 界定 理 


如 果 非 空 数 集 到 有 上 界 , 则 它 有 无 限 多 个 上 界 . 在 这 无 限 多 个 
十 界 之 中 ,有 一 个 上 界 8 与 数 集 吾 有 一 种 特殊 的 关系 . 

定义 ， 设 召 是 非 空 数 集 .车 38ER, 且 

D VzCE,d rf; 

2) Vez0, dz, — E, H—e- 2, 
MERBIECEEP ERES EX 

p =supE?. 

不 难看 到 ; 1) XM DIDWOR E E92) 表明 小 于 IEE 
X B—cUTGRREG EAR, WEH LAORE EERE MRE 
R. RD Bb. 

X3. WEJXLzCE,. # ER, H. 


( "sup" supremumt LAOMA T. 
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1) YEE, di «xim; 
2) Ve0, 3a,C E, made, 
则 称 x EAEE TAN, 表 为 
«— inf EO. 
同 洋 不 难看 到 ;: 1) 表明 a PARETA D 表明 大 于 xx 的 
任意 数 ate 都 不 是 吾 的 下 界 , 即 吾 的 下 确 界 x ERE EX 
FEF. 


Bm, supl- 


— 1 n 
»ENI-1, infi A 


"EN| - 
t | "m 一 n LJ 
事实 上 ,1》 YEN, 有 ri 


2) Ve0, ImEN, H 1e (只 须 z> 寺 一 1 即 可 ) 


ta 


Bn sup." ncNI=1 
I n. 
1) Va€N, Hwy 
— Re .1 1 | 
2) Yep, Jno 1, 有 417272 re, 
: n 41 
Bg in| 7 asN - 3. 


ffjágp,supít,2,3,4) —4,  inf(1,2,3, 4) — 1. 
事实 上 ，1T VEkC(1,2,3,4] 7H Exc; 
2) Vez-0, 34€ (1, 2,3, 49, 4d 4— e«4, 
Bp sup (1,2,3, 4» — 4. 
1) V&C(1,2,3, 09, 6 Sk; 
2) Vez»0, 31€ (1, 2, 2, 4) , Vp 1-71 4- e, 
Bn inf (1,2,3, 4) — 1. 
Co Q in infimumc EROR DRE, 
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再 例如 , sup(—co,b]—-b,  inf(a,--co)-a. 
事实 上 ，1 Vx€(—co,b], Æ rab; 
2) Ve70, 3xos( 一 oo,6] A b— e tg, 
Bf sup(—co, b ]— b. 
1) Vx€(a, 4023, Ẹ a 2; 
2) Yei, Irla, 09), 有 zy a d e, 
Bp inf(a, 十 co) —a. 

由 上 述 三 例 可 见 ,有 限 数 集 必 存 在 上 ,下 确 界 , 它 的 上 .下 确 界 
分 别 就 是 有 限 数 集 的 最 大 数 和 最 小 数 ， 车 花 限 效 集 存在 上 (下 ) 确 
界 , 它 的 上 (下 ) 确 界 可 能 属于 该 数 集 (例如 ,sup( 一 oo, 于 = 纺 也 可 
RET RT cS (Bibi, sup | ne 一 1 无 上 (下 ) 界 的 数 集 
不 窑 在 上 {下 ) 确 界 ， 纤 么 有 上 {下 ) 界 的 数 集 是 否定 存 企 上 (下 ) 
ER TL UI A T IE GE PS 

定理 2、《 确 界定 理 ) 若非 空 数 集 妃 有 上 界 (TH), WAR 
E dEfenk—- LAR CRF AWO. 

证 法 ”这 里 只 给 出 存在 上 确 界 的 证 明 ， 证 明 存 在 上 确 界 ， 首 
先 要 我 到 上 确 界 这 个 数 A MHARE AN, 我 们 根据 已 知 的 
条 件 父 造 一 个 闭 区 间 春 ， 应 用 闭 区 间 变 定理 ， 将 (上 确 界 ) 8 “ 赛 ” 
出 来 ， 其 次 证 明太 就 是 数 集 召 的 上 确 界 。 最 后 证 明 上 和 确 界 六 的 叭 
一 性 . 

证 明 Cms OEdbZ, gaci XDnEAREG LA, X 
b; EE Be EF. Bl ER, a b, EE cb. HE TR TEN 
上 只 有 如 下 性 质 ; 

1. Con 5b] 的 溃 侧 没 有 数 集 加 的 点 (因为 b, 是 数 集 轧 的 上 界 ); 

2. Can 5b] 中 至 少 包含 有 数 集 吾 的 一 个 虞 (因为 EE). 

将 具有 性 质 1,2 的 闭 区 间 称 为 具有 P* 前 闭 区 闻 . 
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RAKHI ZEA, Bibi PLI E [Sar [s 
| 加 当中 必用 一 个 是 具有 P* SPEC, 

dk, Bán Sor hus | 具有 性 质 1 dE 7, as | 中 
至 少 包含 数 集 妃 的 “个 点 , 则 | EEPE, b, | 就 是 具有 P* RE A. 


mR a pet ctt mis, Ib as S Jn 


没有 数 集 万 的 点 ， 即 [et ， 和 也 刀具 有 性 质 1, em as tor 


具有 性 质 2( 因 为 €), Rl a, TIPS o JUR P* fob ci 


Aa, Peg 17h, o, | 中 具有 P* 欧 闲 区 间 表 为 [asb， 


L 


同样 方法 ， 将 闭 区 间 [92, 527155849, nt — I PETERE CIT 
P* BS HIDE], deo [as bs]， 用 二 等 分 法 无 限 进 行 下 去 ,得 到 闭 区 
EIF (Las, 5.]), E 

1) Ea DB 一 [es ba ]2 DD, 5,125 


b, — 
2) lim(b, —a,) —lim Der =0. 
aow n- 


= 


每 个 [a,, 5。j] 都 是 具有 P* AREA. HiSEDHDC IR XEGE HE, FEE 
一 一 个 数 月 属 手 所 有 的 六 区 间 [es bal, E 
liman = limbe =£. 
E321: 4435 2 32 2NR LA 
1) Va€ E, <5. 用 反 证 法 ,假设 dac E, dp 有 <zo， 已 知 
limb, = 8-2. H S22 Em3 pikie 2, JmCN, E 5, ny, 
BRRL as, ba DERBUR REE as BCom 6s 1G TERT 
T. 


.I29- 


2) Vez0, JEE, "H B—ecz, XXL, Elimaea => 
B—e, WIR S 3.2 定 理 3 的 推论 2, ImEN, {E B eas, M B—6 
tE FAE Cem, 5mj 的 左 侧 。 由 性 质 2, 在 Lam, bs rh, dac E, € 
B— eito 

于 是 , B6 B JE EC E f E877, HII B —supE. 

最 后 ， 证 明 上 确 界 太 的 唯一 性 ， 用 反 证 法 假 庶 除 所 外 尚 有 
B'-supE, H BzB'. AE Pp. 

—Jjihi, Ba B —supE, Hl VaCE, € zxzB; BHE Um 
B' supE, W 3e,— 8' — 8720, IAEE, A B'—ey— n. AAF 
Jü. 于 是 , 上 确 办 中 唯一 . 0 

在 什么 情 诈 下 应 用 确 界 定理 昵 ?一 盘 来 说 ,在 一 个 有 界 教 集 上 
要 想 投 到 与 读数 集 有 特殊 关系 的 数 ( 最 大 的 下 界 或 最 小 的 上 界 )， 
要 使 用 确 界定 理 ， 其 作用 类 仆 闲 区间 套 定理 . (5$ 4.2 定理 3 的 
证 时， 


m. WIRNMOGES 


设 工 是 一 个 区 间 { 或 开 或 用 ) ,并 有 开 区 各 集 S 0S 的 元 素 都 是 
FEA, 开 区 间 的 个 数 可 有 限 , 也 可 无 限 ). 
定义 EVIC, JACS, H z€ 4, WAR JEDE [8] i8 CT US rr 


例如 , 设 I—(0,D,8— ER x) 171,2,8,-—], WIIF RI 


集 S 没 有 禾 盖 区 间 I， 事实 上 , VEN, He>1, E01), 但 是 
二 不 属于 心中 任何 开 区 间 . 

设 = 0,0,8- 1 rv MA JEL ET 
L XXk, VEO, D, REB EA A, oce, Bn 
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it I-[aj8)]S8—i(z—ó,z-à)|z€[a, 51,8790), MSA 
TEE = [a,b]. xxx b, YzE[e bl, S 中 存在 一 个 区 间 (z 一 
Ön z-- 5,2 "Ef Elre x 0,). 

REI (GRESE ANES S HAHEI bh 
WIS oc EHI AI TEE E LUAH T PET BF, b). 

证 明 ”用 反 证 法 ， 假 设 3 中 任意 有 限 个 开 区 间 才 不 能 牙 莱 闭 
区 间 [e; 53, 简称 [o 扫 没 有 有 限 履 蕾 ， 将 闭 区 癌 [e, 扫 二 等 分 ， 分 
成 两 个 六 区 间 | 9, 2 | 与 | 二 ,8|， 这 两 个 闭 区 问 必 有 至少 有 一 个 
没有 有 限 履 盖 ， 这 是 因为 , 如 果 这 两 个 闲 区 间 都 有 有 限 禾 盖 , 则 整 
个 闭 区 间 [a, POE URGE, X 5T 的 没有 有 限 和 本 羡 矛盾 ， 将 
in 2 与 | 2, 引 之 中 没有 有 限 改 盖 的 表 为 [ci ,6 ]( 如 果 二 者 
ERUADH RR SE, 则 任 取 其 一 ). 

用 同样 的 方法 将 前 区 间 [a , 5, ] 一 等 分 ,一 者 中 必 至 少 有 一 个 
闭 区 间 没有 有 限 狂 姜 , 表 为 [aa bl 用 二 等 分 方法 无 限 进行 下 去 ， 
得 到 闭 区 间 列 (Caw 5,1 (ao ws= 可 ,具有 如 下 的 性 质 : 

1) Ca, 5b ]2[a, biJ OD [a5 b; jS Ea, 5,]2---; 


2) lim (by —10,.,)— lim 
HA AE ACen ba ARAA RAE, RENE NEMEM D, 
存在 唯一 数 a ATAA [8], H 
lima, — limb, — a. (15 
显然 , aE[La,5j， 已 知 开 区 间 集 3 覆盖 闭 区 间 [e,5]， 从 而 ,六 中 必 
至 少 存在 一 个 开 区 间 (2,9), 有 a€ l, g) A pag. 
报 据 极限 保 序 性 , 由 (1) 式 , 当 n 充分 大 时 ,有 [as, 5910 (0,9, 


—h. 


Bn 
TER 


了 
一 方面 , HIE Cas, 5, TERCER s 另 - 方 而 , 闲 区 间 [as, ba] 
5 中 一 个 开 区 间 O D REBGET PERA. ATELE RI 
BAKEL, bE ARAE EN. TE, 5 中 存在 有 限 全 开 
区 间 覆 盖 闭 区 间 [a, b] 0 

有 限 禾 盖 定夺 亦 你 为 紧 弦 性 定理 或 海 涅 一 波 菜 尔 0 定 理 . 

在 有 限 覆 廊 定 理 中 ， 将 被 独 关 的 闲 区 闻 [a， 幻 改 为 开 区 间 
(a,b), RAREN. Ma FERR a2, 
覆盖 开 区 间 (0，1)， 但 是 。3 中 任意 有 限 个 开 区 间 都 不 能 覆盖 开 
区 间 (0, 2). 

在 什么 情况 应 用 有 限 覆 盖 定 理 呢 ? 一 般 来 说 , 如 果 我 们 已 知 在 
阅 区 闻 [e，5] 每 一 点 的 茶 个 邻 埃 内 郡 有 具有 人 性质 P， 每 一 点 的 邻 域 
( 开 区 间 ) 集 覆盖 [Ca, 51]， 为 了 将 性 质 卫 扩充 到 整个 闭 区 间 [a，51， 
这 时 用 有 限 柳 盖 定 理 能 将 覆盖 [ea， 妇 的 无 限 个 邻 域 转化 为 有 限 个 
邻 域 ， 总 之 , 要 想 将 闭 区 问 每 一 点 的 局 部 性 质 扩 充 到 整个 闲 区 间 ， 
常常 要 用 有 限 巴 盖 定理 ， 见 定理 4 和 84.2 定 理工 的 证 明 ， 


四 、 桶 点 定理 

EE D Ji. 73 

EN WE RH EN)CUR RAE, E REOR Ef E HECRT 
DAETDE,AXASIDDRIRCTEO. XpVel0, SEE e {ie U(E, 2) 都 
& E CIR & eJ, RU EAE EHARA.. 

Bi, ur-[l|seeN| matom Et RO, BAR 
ORT E, 0 
例如 ， 设 刀 = { 开 区 问 (4; 妈 的 一 切 有 理 点 }。 则 闲 区 间 [a,5] 


中 uXp(Borel 1871—1900 AER FR, 
+ 132. 


WESTA E uS. ADARRE LR Bing, 所 以 
V£C[a, b], A € M ES e 邻 域 U (E, OWSA RER, DO CER 
多 个 有 理 点 . 

Hin, VE E= (n1ac ND), WERE E EUR TER 

不 难 证 明 ; 

E R ER 9 Ver» 0, 32€ E, H xU (£, 6). 

作为 练习 题 , 读者 自 证 . 

定理 4，( 聚 点 定理 ) 数 轴 上 有 和 界 无 限 JU 4E EE bs — OR 


证 法 ”应 用 反 证 法 和 有 限 覆 盖 定 理 . 

证 明 CARARE EL, Vra 和 5 分别 是 再 的 下 界 和 上 
Fe Mii A EECa, b] BiRi e TEY. PAKE, DIEE 
ARDE E MRa VaC[a,b], AA r KE E HR MA 
de,0, f U(z, APRS E ipei enn abwWass Em 
点 )， 这 样 ,构造 了 开 区 间 集 

= {U (r, er) | zeELa, 5]. 
显然 , JE EXIRET S BSESEBITEC IRI o, 5T, 根据 有 限 履 盖 定 理 ( 定 理 3)， 
S 中 存在 月 限 个 开 区 间 , 设 有 2 AFKE CRE) 
Uta, £x, ) U Gto, 62,2, er) 

也 覆盖 用 区 间 Lebl "pERdLTSRUCHR dE E HAR- AFE 
间 (45380 只 含有 互 的 有 限 多 个 点 ， 所 以 这 个 开 区 间 烛 只 含有 
至 的 有 限 多 个 点 ， 与 己 是 无 限 点 集 了 矛盾 ， 于 是 ， 召 至 少 有 一 
Xm. D 

在 什么 情况 下 应 用 吝 点 定理 ? DLECGETEPEHRHNEGGEGES 请 见 
下 面 定理 的 证 明 ; 
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五 、 致 密 性 定理 
EES (致密 性 定理 》 有 界 数列 (0) 必 有 收敛 的 子 数列 
[as]. 
证 明 EA (CIR eua 6,0 
Og, — da, 7m tms m rs 
显然 ,常数 数列 fas,} 是 收敛 的 子 数列 . 
若 数列 fo} 没有 无 限 多 项 相等 , 则 有 有 界 光 限 点 集 
E= {a,|neN}. 
根据 罕 点 定理 (定理 4), E AU —/ UE. 下 面 证 明 : 存在 子 
EPan KATE 根据 聚 点 定义 ， 
Hl, Ja, €U(£, 1). 


Resh, Aan EVE 1), IR acne 


取 e——., 3a, eU(s, ih 要 求 Hao; Xe 


ACC ER EST PR. Rae TR (0 的 于 数列 {ar,}. 
因为 PE 
| üa, É | <4, 


M go 时 ,有 于 >0， 所 以 lima, 7 E, MERS os) Bet 1 
在 什么 情况 下 应 用 致密 性 定理 ?以 及 怎样 应 用 致密 性 定理 ?请 
见 下 面 定理 的 征明; 


六 、 柯 西 收 效 准 则 


我 们 已 给 山 数 列 的 柯 西 收 侠 准则 S 2. 2, 定理 80, EREN 
-134° . 


IAT ERDE H, 现在 补充 证 明 它 的 充分 性 . 

定理 6。，( 柯 西 收 纹 准则 ) 数列 {ax} 收 化 志 这 

Ve0, INEN, Yn, m >N, F [än — dn | «e. 

证 明 SRDE, 

充分 性 (所 一 ) 首 先 证 明 数 列 {9,} 有 界 . 

Hk 67:1, INEN, YaN s 0 mo Ns, 10,6, | C1. 
从而 ,Ya 有 

[an| — a4 — imo l Gs, S] s tn) 二 [on | 1E lam l 
X M —max(|ai, Jas], Dex, ls 1+ lanal} 

TE, YEN, Ale, SM, MRA AR. 
根据 致密 性 定理 (定理 5)， 数 列 {aaj FEARTA 
{ün} , X lima,,—2. 

IX BEN] Jim a,» a. 

已 知 Ve, INEN, Yn, m>N, 有 |an üm] E 

xg limas, — a, B 

对 上 述 同 样 67-0, IAEN, Yr >k, A | as, — a | ee. 
He L-maxi(N, Ej. Müfj,Y2—L,3n.— L, fs] 

[aaan «6 与 ja,,—a| «e. 
TX, |a allan an lt 1a,,—| «26, 
pp lima, — t. mx eV EX, [] 

柯 西 收 钱 淮 则 亦 称 完备 性 定理 , 

HERSE, MFE, ARRESE, RAETH, KEHE 
定理 ， 柯 西 收敛 准则 的 完 分 条 件 以 及 公理 CEP 1-6 $182.24 
A), 虽然 它们 的 数学 形式 不 同 ， 但 是 它们 都 是 描述 了 实数 集 的 连 
续 性 ， 它 们 是 后 此 等 价 的 ， 即 任意 一 个 定理 都 是 其 它 定 理 成 立 的 
必要 充分 条 件 ， 
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练习 题 4.1 
1]， 指 出 下 列 数 集 的 上 确 欠 与 下 殊 异 :如果 存 在 ) ， 并 验证 之 : 


(1) (710, —2,0,5,8), CET IL 

4 = a — 1nt+t fl = ran 
G) itis a) fen i zy e], 
G) (ele BAMI zh n2). — (8) Gf — era), 
(7) (e*!z€ R3, (8) (sinz|z€ (0,29: ]*. 


2.， 指 出 第 1 Do SEENE, 
3. EM; ARRE HER a, BIY Ep, A aca, T] supë =a, 
4. 证 明 : RAe) Mee, NE E Inu Id. 2, e jE ELAR F 
LPS 
8. WEB]: AREETA A i supiá—at int4A—Pm, R—A-(-zl 
CA), Mi inf (—4) — —a (B sup(—4) — —5). 
6. WEBB: GEDAAOEOECRON SR, WD JS EG NP AF. 
7. WEB]: 6A S BENDER E, HL VrtA l VyCB, A say, Ml 
sup x inf B. . 
B. JEM: XEGAGE fo) 在 各 ,下 单调 增加 ,有 YE, D, 8 FOE M OS 
中 型 是 常数 )， 则 esc M, E 
Jim f (2) e. 
9. 证 阴 : 车 函数 Jitla bE, B. Yecla b], f()2-0, Wr 
0, VzC[a, b], E fü) c. GE: ARH IE [80 RE 5E ER a R ^] HEC, 也 可 应 
MAREEA 
10. EB]: ER E RE e Veo 0, SIxCE, H reU E, e). 
* * * * 


il. W0: FERIERE, iR supt =a, H agt, WEERA 
(x, x CE, n a, aa 8—1,2, eff limz,—2. 
12. WES; 车 4 EB RN IETE REESE, 4 二 B= (zy 128A, y€B) , 则 
suprA-r B) —supd-| sup”. 
13. 证明; supia, 十 Be] «supia,) dr supib,). 
* 156 * 


inf {a - 5,) inf (a,) 4- inf (5,). 

14. iR f(x) — 1,0 «esl, Vat, 1], BETEHEJFIX I] las 当 Yella 存 
1G) 一 fo) | LL, mpriz miS (0,12€, 11828 0,1], IBARRURURERA- 
I, f SEO, 1]. 

is. WEB]: FAS GDTED,50] 连续 , 旦 零点 集 


a= (z| f (5) 20) d, 
则 supGca, inf aca. 


16. 用 闵 区 问 套 定理 证 明 聚 点 定理 ， 


$4.2 闭 区 总 深 续 函数 性 质 的 证 明 
一 、 性 质 的 证 明 


83.2 25 INT BIEXC [BE RE ER EC BS — I PE ERE PE, ERA FERT 
TAEA, KATER. ATRA EAEEREN h Xt 
RIA Apa —— — SEXE 6, AEA PLEX E RA Ec E 
一 臻 连续 (第 四 个 性 质 )、 这 四 个 性 质 都 是 建立 在 实效 连续 性 的 基 
础 之 上 ， 因 此 ， 它 们 的 证 明 要 应 用 $4.1 中 描述 实数 集 连 续 性 的 
定理 . 

定理 L (APD ”堆放 数 F(z) 在 闭 区 间 [a, 连续, 则 函数 
fti ira, b VS FA, Bp 3 0, Ys&ELa, d], A 

FOSH. 

w HEARR SEC 51 i4 — run Xen 4p 
RAF. 要 将 国 数 藉 z) 在 每 一 点 的 邻 域 耕 界 扩充 到 在 闭 区 间 La， 
有 界 ,可 应 用 有 限 履 盖 定 理 , 从 而 能 找到 M 70. 

证 明 Citai 所 2 在 [ea bes, 根据 连续 定义 ， 

YVu€[a,b], Ht e51, 3Ó,—0, Va€(a—0,, at 0,) (1[a, 5] 
有 
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Ifj- f Ca) 1. 
Afi, Yre ladn 2-64) N Car, 的 有 有 
IFCH s E fer | E dfe | E f C00 | 1, 
HE VaC[a, bi, FRE OERE (a—0,, a--0,) 46 FI, LER, FE 
HE 
((1— 6,5 wd) | € (a, b ]) 
覆盖 闭 区 间 [a, 的 ， 和 根据 有 限 覆 盖 定 理 ( 人 4. 1. 定理 3}， 在 在 有 限 
TFE A 
{(a— åa 04-0, ) ]a,€[a, 5], k= 1,2, n} 

EREA KHL, b1, E 

Vz€ (2 — Sa tia) QLa, DR AELH 

k=1,2-, n 
取 M= max{| fiad s FCE ses | 了 (en) 1} 十 1， 于 是 ， 
Va€[a,5b], 3iC(1,2,---,n), H.ax€(a;—0,,,a, -0,) (Ya, 5], 
有 
IFE Elad sM. 0 

定理 2. 《最 值 性 ) FAR FC WHERE [Bl La, b 13 3, RU PEL 
fGMELa, 5]. NOSE m SEKİ M, RLÆCa, 6] ETE x, 与 
tas 使 

fiz)-m 与 fíz)-M, 

且 Vr&La, b], fj msc f(x) M. 

证 法 ”只 给 出 取 到 最 大 值 的 证 明 ， 根 据 定 理 !5, A% f(x) 在 
[a,b EE. Me sup(f(x) ze[a,0]) :- M, RAER, Satu, bi, 
fi f(e) 一 M, HIR XE f(x ME xz HORE 

证 明 iEsupif(z)lzC[a,b]) — M. HEW. Bit YreLe, 
b], 有 fO M. kk, mk M—jf(c)fgLa, blig, HL M — f(x) 
0. FÈ, Hf 
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1 
AM —f) 
在 [o, 2 也 连续 ， 根 据 定理 1, 存在 CI 0,Vz€[a,b],7N 
1 
M- f(x) 
BMC IER HR (FG Iz€[o,51 f E98, 韦 盾 ， 于 是 3xsE[La,85]， 
f fc0o-M. [ 
定理 3. (FAE HAR 72) 在 闭 区 间 Da51:xkfk, A 
FDF LOBA (0) 5 fO) 58.55, WifEDCB Ca 5) 内 至 少 存 在 
一 点 e, 使 


<0 或 Fr 一 一代， 


fie) =D. 
证 明 不妨 设 f(a) <0, £(0) 7-0. 用 反 证 法 . 假设 Vau, 07, 
有 f(z)z0. HHEN Tad 二 等 分 ,分 点 是 TTA 已 知 


HEE, os (Eo mint roten [a 31 


2 
Fir A Hoe M HS SH JUR (373) co, Ri cC 


ix i| E o | 的 两 个 端点 的 函数 什 的 符号 相反 ， 于 是 ， 两 个 亲 


ig |o, SEP sg | 55,0] qty — e ER f(z) 在 其 两 个 端点 的 
函数 值 的 符号 相反 ， 将 此 闭 区 间 表 为 Cal,81], 有 (a f (5) «0. 
再 将 [a 8.] 二 等 分 ， 必 有 一 个 亲人 民间 ,应 数 入 7) 在 其 两 个 端 
点 的 函数 值 符号 相反 . AERE HRA o blh 有 F(a f (52) «0. 
用 二 等 分 方法 无 限 进行 下 去 ， 得 到 闭 区 间 询 (Lau, bal} =a, ba 
—b),H 
1) La, 515[2,,5;] OD 2E a, 5,12, 


2) lin(5b,—a,) = lim-5:— 0. 
LE nre 
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对 每 个 闭 区 间 [os 0s 1,708 f Cas f (5,) «0. 根据 闭 区 间 塞 定理 人 4.1 
定理 D), TEERE — e 属于 所 有 的 用 区 间 , 且 

lima, — limb, =G, (1) 
mi cEla, 5], H. fce) 0, VE f> 一 方面 ,已 知 国 数 OE e 
Eg, PERAR E PE, 2670, Yaije—cl>8, Bp Yre 
(@—8, e +8), H fO) 5— 5 i, AOR H  JEDCATT UN 
Cans b, ]C (e —ó, e +8), EAS (aa) f (ba) «0, HIA HSC HE Ce —9, 
ct) 中 基点 的 函数 值 小 于 0， 了 矛盾 .于 是 , fleo. k TE 
fe) X0. MARKEL, AEDES A c, 使 fc 一 0 LI 


二 、 一 致 连续 性 

RAR O EEE E, Yacc 函数 (n) 在 a 连续 ， 根 
HEHE X,Ver0,36—0 ( 福 足 连续 定义 的 5 有 无 限 多 ， 取 较 天 
者 ), Vr: [z—al <, AIFF (o0 | e 

从 连续 定义 不 难看 到 ,6 的 大 小 , 一 方面 与 给 定 的 * 有 关 ; 另 
一 方面 与 点 & 的 位 置 也 有 关 , 也 就 是 ， 当 * 上 暂时 固定 时 , Dis a 位 
WARE å 的 大 小 也 在 变化 ， 如 图 和 25 当 * 暂时 固定 时 , 在 点 a 
附近 , 消 数 图 象 变化 比较 “ 慢 ”, 对 应 的 $5 较 大 ;在 点 如 附近 ,函数 图 


l y= f) 
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象 变化 比较 “ 快 ”, 对 应 的 5 较 小 。 于 是 ， 当 e 暂时 固定 时 , Vac, 
36.>>0, Yri |z— al < 一 如 ,有 
| £C) — f Co) | «e. 

无 限 多 个 a, FEER S 0,70, 那么 在 无 限 多 个 2, 中 是 否 存 在 
Bub E% ó r 换血 话说 ， 对 光 限 多 个 & 是 否 存 在 一 个 通用 的 
670 (Yael Vx:|x—a|«0O, AIr [G0] 6) Wir 事实 
E, ERCIRI E 8g iE EX ER Hc 中 ， 有 的 不 存在 通用 的 0, 有 的 存在 通 
Hifi à. 

XX, RAR {+} 在 区 间 I 上 有 定义 ， 若 Vel0, 3020, 
LEET SE [2;— 22i <8, F 

fio -—f()|«e, 

PRU JOGE I a E EE). 

HEB OES EA, FAR JE oE, Mt fCr) 
dE I d&XES. EA b J a 同 定 , 令 zs 变化， BA 了 (x) 在 xi 过 
£x. HA x. 是 了 的 任意 一 点 ,所 以 隔 数 fOrME I XE. 

一 至 过 续 的 盏 定 就 是 非 一 至 过 线 ， 现 将 一 至 连续 与 非 一 臻 过 
续 列 表 对 比如 下 : 国 数 FOE B I 


-pi 
qka 


Ycz»0, 387 0, Vai, ebl: |i e] ,有 Tr) ir) jee 
Jest, VÀ 7-0, do, gék, [i — i| 0, A E fx — fUr er 


例 1， 证 明 , 函数 JC) 二 在 La,1](0<a<1) 一致 连续 ,在 (0， 
Y4E— E, 
证 明 Vez-0, Ya, Ta Lo, 1 要 使 不 等 式 
11 1 — lezi — zs] 


1 
zr xm Pg i dO | ee 
TEE ^ | i25] a 


” 成立， 从 不 等 式 casi eo, RE n nate, W 6 二 qre. 


D EA ȚAR ps. ARKA, 383T EX fad 2 36 25 KH. 
a T41 * 


于 是 ， 
Ve70, Jó—a*270, Yr, r,c[a, 1]: lz 一 加 < 有 


MIE ic f(z)= 二 在 [a, 菇 一 致 连续 . 


3-220, y5>of d) 可 一 一 一 leo, 1]: 


ID f 


lr x|- PEERS <, (7) 


"o eye enn d 
即 函数 f(z) 一 过 在 (0, 匡 非 一 致 连续 . 


例 2， 证 明 : 函数 f(z)=sinz 在 及 -- 致 连续 . 
证 明 Vez»0, Vx, zc R, E ff Ag gk 
zi X. 


1 
cos 
2 


| sin z, — sinzs| —2 


Ry. Påse Ti, 
Nez-0, jó- 0, Vas, ac R: | ri — zs | ð, 有 


sinf 


g* «Ia-al«e 


| sing — sinzz| «e, 

BBeRM f (1) — sine ÆR 一致 连续 . 

定理 4. (BRI ERE JOERAK ACA, bE, 则 
ER. ft*) 在 闭 区 间 L& 的 一 致 连续 . 

证 法 ”应 用 反 证 法 与 致密 性 定理 . 

证 明 Hike fx )dgLa, b dE — S65 2, 即 

jez70,VÀ70, 3z',a" Ela, b]: [z/ —5" | <8, E 
«31427 


IE Ce ) — f(x" ) | Zo 
W =i, 3aj,z1€[e,b]:|xp—21|l-—ly9N on 
0 MGD- f(t) es. 


ò= d, Jai, ateLa bt Iri ad] o 


] fGr3) — f(x) [2 6s. 


1 t at sjat " 1 
= 部， Jan, rr EL a, b]: [za 一 2 | 5 有 


| xa 2— f(x 2 | Zo €n- 


RR EHEH a, D AGERE NEA h) S o 

根据 致密 性 定理 GLIRES. MORI GU. delictis tH 
列 Gij. Wilma —£e[e, Ol DH A lea, i 
也 有 


Himera, =É. 


—Jr m, S óniisy fCr)te £ 连续 ,有 
lim! fCzs ) — f(25,)] — If — 1021-0, 
妈 当 充分 大 时 ,有 Sirr 一 f(z.) «e. 
另 一 方面 ,YEEN, 有 dfi) 一 了 (tn! zo. 
矛盾 ,如 函数 Cede PLC Hla, 0 )— BERE, U 


练习 题 4.2 
L BEBE. FR fü EL, b Er, MAZ fO fE[a,b]) Heu Rt oj f 
2. 让 时: BRE f On) feLa, b E29, iAH Jn, B f C) «f ib), 则 
{yl yf te), ge [a b = fto, fio]. 
3. EH, G) fess El iit, E R 46-3318, 
= 143-2 


(2) f(z) —z-rsinz 在 RR 一致 连 续 , 
(3) Fle) 二 VE 在 [1 十 00) 一 致 连续 ， 
4 证 明 : FAR 了 (2) 在 区 间 了 满足 李 普 希 艾 条件; 即 Yx, gE 有 
[fen —f nD | K jy], 
其 中 五 是 常数 , 则 FGOTEI SES. 
5. 征明 AA 开国 与 ?Km 在 区 间 工 一 臻 连续 , 则 函数 f(z) 十 9 (9 在 
区 间 工 也 一 致 连续 。 
6. WB: A% fO dkE3PEE](a, 5) —3skigike— Bed fO) ERE 
(a, Dž, HL fiato) 5S fo—o0 d) Ef Gg WEE A m Yak 
XD 
7. WEB BERG f(x) dETqXIRBDII —SoE8e—x PEDI LEIESBTES 
(2.8 (94). 当 Him. — ya) 70 Rt, 有 lim[fGz) — £0, 1-0. 
HEME fn 一 es 在 及 非 一 致 连续 ， 
8. EM: GAR Fe) Ela 十 oo) 连续 , 且 Um f(z) =b, BIER TI fz) 在 
[s, -- 60) 一 至 连续, 
39， 应 用 一 致 连续 定义 证 明 ; 车 函数 f(z) 在 Le b] [b o. — E HR, 则 
函数 f{z) 在 Faye] 一 至 连续 . 
1. 证 明 ; 车 函数 fO Elas bhe, W Yem 0, 可 将 [w 的 分 成 有 限 沾 
外 区 阿 : 


Ctar RMETEATREUME i nls To =s =b, 
[i Yal paf ELziis Tils 271,2, , 8, 有 
fii —f 2) e 
* * * * 

11， 应 用 一 致 连续 定义 证 明 : SA P,a) Satta db bru 在 
任意 有 限 区 间 e, 好 一 致 连续 ,其 中 ants ya 是 常数 . 

12. 证明; FAS fn) Lla, 十 co) 连续 ， B. lim [br—f(2)] —0, Hh b 
EIEE, 则 函数 i El +o, 

13， 证 明 : HEA SIOEACOOET NS A Ng fE ab) 
—ZokH. 

l4. Ky RE E XE ER IE PRI PLE d je SE BR H SITE, 


© 李 普 希 获 (Lipschitz 1832 一 1903) 德 国 数 学 家 . 
+ 144 


= mou 


5. MR EE PEUE EDIT px Je] i Pe pé 88 E E, 


- RIRISA TU BELEUH PIX B3] d SE UR ADEA EE 
。 应 用 有 限 覆 差 定理 证 戎 闭 区 间 连续 国 数 的 一 致 连续 性 ， 
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第 五 章 ”导数 与 微分 


导数 与 微分 是 微分 学 的 两 个 重要 概念 ， 数 学 分 析 主 要 任务 就 
是 研究 函数 的 各 种 性 态 凡 及 国 数值 的 计算 或 近似 计算 ， 导 数 与 微 
分 是 解决 这 些 装 题 的 普 恕 的 有 兹 的 上 上 有 具 . 本章 将 从 两 个 实际 问题 
抽象 进 导 灼 玖 念 ， 进 而 讨论 或 导 靶 旭 和 公式 ， 在 此 基础 上 再 给 出 
微分 概念 . 


$51 $ — X 

一 、 实 例 

导数 概念 同 数 学 中 其 它 概念 一 样 ， 也 是 客观 证 界 事物 运动 规 
律 在 数量 关系 上 的 抽象 ， 例 如 ， 物 体 运 动 的 县 时 速度 ， 费 线 的 切 
线 斜 才 ， 非 便 稳 的 电流 强度 ， 化 学 反应 这 度 ， 等 等 ， 都 是 导数 
问题 

1， 骆 时 速度 “通常 人 们 所 说 的 物体 寺 动 速 庶 是 指 物体 在 一 
眉 时 间 内 运动 的 平均 速度 ， 例 如 , 一 汽车 从 毕 地 出 发 到 达 乙 地 ,全 
程 120 公里 ,行驶 4 小 时 , 则 汽车 行驶 的 速度 是 一 30 公 时 /小 时， 
这 仅 是 阿 答 了 汽车 从 里 地 到 乙 地 运行 的 平均 闷 度 ， 事 实 上 ， 汽 车 
并 不 是 每 村 每 刻 都 是 以 30 公里 /小 时 行驶， 这 是 因为 ， 下 坡 时 跑 
的 快 些 ， 上 坡 时 跑 的 得 些 ， 也 可 能 中 途 停车 等 ， 即 汽车 每 时 每 刘 
的 速度 是 变化 的 ，-- 般 来 说， 平均 速度 并 不 能 反映 汽车 在 菜 一 时 
肇 的 坚 问 速度 ， 随 兰 科学 技术 的 发 展 ， 仪 仪 知道 物体 运动 的 平均 
违 度 就 不 够 用 了 ， 还 要 知道 物体 在 某 一 时刻 的 器 间 记 度 ， 即 咕 时 
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EE. 例如 ,研究 子弹 的 穿 透 能 力 , 必需 知道 弹头 接 般 目 标 时 的 六 
时 速度 ， 

我 们 已 知 物体 的 运动 规律 ,怎样 计算 物体 运动 的 髓 时 速度 呢 ? 
解决 这 个 问题 我 们 负 青 双重 任务 : -方面 要 回答 何谓 瞬时 速度 ? 另 
一 方面 要 给 出 讨 算 医 时 速 尊 的 方法 

如 果 物 体 作 非 匀速 直线 运动 , 其 运动 规律 (函数 ) 是 

sz: f(t), 
Hop i ERE, s 是 距离 ， 讨 论 它 在 计划 to 的 瞬时 速度 . 

未 知 的 瞬时 速度 并 不 是 一 个 靳 立 的 概念 ， 它 必然 与 琳 些 已 知 
的 慨 念 联系 着 。， 那 双 未 知 的 明寺 速度 概念 态 哪 些 已 知 的 峰 念 联系 
Her 那 就 是 已 向 芍 物 体 送 动 的 平 义 速度 ， 在 时 刻 二 以 前 或 以 
后 任 取 一 个 上 时刻 9-6, A? 是 时 间 的 改变 量 , 24 Ad OB, toi M. 
TE bo 之 后 ; AEO Blu ta E AC 在 二 之前. 

H é= ta bh, IE 80 二 了 (to)， 当 二 机 十 At 对， 设 物 体 运 动 的 
距离 是 se 十 As= f ADV 

As= fla] At) — s= fiait) — fp, 
As 是 物体 在 At 时 间 内 送水 的 距离 ， 是 运动 规律 sc fOD 在 上 时刻 
i 的 距离 改变 最 . 已 知 物体 在 AC 时 间 的 平均 速度 va ORES 
M BIGSHSAHCRO 


Vai = 


LAGHAD, | 


A 
当 Af 变化 时 , 平均 速 麻 vs, "e" HJA 较 小 时 ， 理 所 当 
然 地 应 该 认为 ， 平 均 速度 vu, 是 物体 在 时 刻 to B "IEEE XE HE" WSE 
似 和 值 ， 当 1Atl 越 小 它 的 近似 程度 也 趟 好， 于 是 ,物体 在 时 刻 to 的 
BERTIE E vo! 亦 称 距离 对 全 间 在 £o 的 变化 率 ) 就 应 是 当 At 无 限 
BUET 0(AL 短 0 时 ,平均 速度 oa: 的 极限 , 即 
fs tAE) -fü 
At , 


As 
V= lim Sar limo A UAE — lim 
A40 


Ci) 
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WERE JB E Bia SCA AR IOTER SR E RS; HS, ERE CAE 
RU RR, 7 

2. 切线 斜率 ”和 谷 求 曲线 上 一 点 的 坊 线 方程 ， 关 键 在 于 求 出 
切线 的 和 斜率， 怎样 求 切线 斜率 呢 ? 3$2.3 就 特殊 情况 ,已 作 了 
hie, 

设 有 一 条 平面 曲线 (如 图 5.1), El EXE s= fn) cupi 


Ej 


BP 5.1 


HX E— A Po yo) Go— f Cro) B9 DERE RE, 

未 知 的 切线 斜率 也 不 是 孤立 的 概念 ， 它 与 已 知 的 荐 线 斜 率 联 
系 着 .在 曲线 上 人 在 取 另 一 点 Q. EREE (ro tAr, yo 十 Ay)， 
其 中 AzzE0, Ay 二 了 (zo 十 Ar) 一 f(x0)。， 由 平 区 解析 几何 知 , 过 曲线 
y= 二 了 2) 上 二 点 P Gs gu) Ej Qo 3r Ar, yo t Ay) EE ES CRI Ay 
对 Ar 的 平均 变化 率 ) 


po fot Az) f(r) 
Ax At ` 


当 Ar ER MAQ A HE, 割 线 PQ RRE X. 也 随 之 
变化 , HAr 较 小 时 ， 割 线 PO WIRE RS 应 是 过 盟 线 上 点 卫 的 场 
线 斜率 的 近似 值 ， 当 1Az| 越 小 这 个 近似 程度 也 越 好 ， 于 是 , 当 Ar 
ARET O0 M ERO MA BER CRUEL T RPM, SERE PQ 的 
极限 位 置 就 是 曲线 过 点 卫 的 切线 ， 同 时 寄 线 PR 的 钳 率 刻 的 极 
限 t 就 应 是 曲线 过 点 卫 的 切线 竹 率 CHI y—f(r)fE zo 的 变化 率 )， 
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Rp 


Ay fo Az) — fiz) 
—— T — (2) 


k= lim 二 一 一 lim 
arap AE arso 7 


TE, tA y— f(x) E— A P(zo, 各) 的 切线 方程 是 
g—f)-—&RG-—29). 
EH RRA E X due UT i NEEUER SER 3 JE E, MHAD 
极限 . 


二 、 导 数 概 念 

ERTH, 一 个 是 物理 掌中 的 用时 速度 ,一 个 是 斤 何 学 中 的 二 
线 和 斜率 ， 二 者 的 实际 意 闵 完全 不 同 。 但 是， 从 数学 来 看 ，(1) OX 
Tu C2) 武 的 数学 结 移 完全 相同 ， 都 是 函数 的 改变 量 Ay 与 自 变 最 
的 改变 量 Ar 之 比 的 极限 (OU Az-*0 时 )。 这 样 就 有 下 面 的 导数 
概念 : 

定义 VEHUN y= fE UG) 有 定义 ,在 zo 自 变 量 z 的 改 
"E ít Na, H ER EE gg E Ep dE Ay— f(x Ari fie), di 
TER 


(3) 


存在 ， 称 函数 f(z) 在 m 可 导 (或 存在 导数 ), 此 极限 称 为 函数 f(z) 
在 as WIERD AAP G) 或 性 | RI 


二 meta 一 
fd lim TM 


或 2 = lm 六 Ao) CON 
若 极限 (3) 不 存在 , 称 函 数 六 +) 在 xo 不 可 导 ， 
不 淮 看 到 , 上 段 的 二 例 都 是 导数 问题 . 如 果 物 体 直线 运动 规律 
AE s—f(, MADERA (o 的 瞬时 速度 和 是 FOLE b 的 导数 
«149 。 


fGOD, RB o—f'(9.. in üheE 099 Ee 是 y— f(r), MAREA 
POGyw go 的 切线 斜率 下 是 fO ME xv 的 导数 P Ca), BB ES F’ (zo. 
有 时 为 了 方便 也 可 将 摄 限 !3) 改 写 为 下 列 形式 : 
Fn à) — FG) 


F Czo) = hm 3 (Az Rh) 
或 fx = nis f= -jev (z-—rgd-Àx) 
在 {3) 式 中 ， 如 果 自 变 明 的 改变 量 Az 具 从 大 王 0 的 方向 或 内 
从 小 于 10 的 方向 趋 近 于 0, 有 
XX EHE 
m Ap li fixo t Ax) 一 站 po) 
Hen Ax arap Az 
Ay _ f(zo Az) —f(z9) 
与 lima Axr lim m mE" 


SUE. DPA KA f(x) 在 mm 右 可 身 与 去 可 导 ， 其 极限 分 别 
称 为 函数 f(z) 在 2 的 右 导 数 与 在 导数， 分 别 表 为 fil 与 
fn), BI 


fileo) = lim, fiz)—f(zo) 


T— F 


[E21 Foo. 


y 


= lim 


PET 


f(zo - Ax) — f (x9) 
Ax 


o- Az) — f (xa 
5 file) = lim P z) iG ) = dim 


FEET 


IRE $2.3 € PH 1,780 
前 数 SE) 在 c) np E ER. Pn) de co 的 左 、 右 导数 都 存 
fe, BAS, HD. f(x c FQ. 
EH l EAR y— f(x) dE rnt, RA Ek oy— f(x) de om 
I E c. 自 变量 的 改变 量 是 Ar, dH 应 国 数 的 改变 重症 
Ag — f (2 Az) — f Cag). 
150 * 


有 lim Ag I "Ax — ds. limAa - fl (z -0—0, 
. AX 


o2 
Hip T f(z ME wo XESE, D 
ik 定理 1 (yi dnm MAR E AE, ER Bof S 6 
不 一 定 可 导 . 例如 ， 
EC f(x) — [2] TE 2 —0 连续 ,但 是 它 在 x:- 0 不 可 导 . 
ERE, IEE GO 自 变 量 的 改变 县 是 As 


当 Ax>0 时 ， PO 当 Az<0 Bp, 
Ag--f(Az)-f(0) .| Ay= f (Az) -- f(0) = | Ae] 
^ |Az| 2 Az, -—AÀz, 
Ay Ax 1 | Ag TA .1 
Az Àx 7 i Ar Az o o? 


oou, 2E | OAM 
t i + = 一 — i, 
fO) = lim Ar i. i f-C) dim i 


SR, f2(0) 5f. CO) "FJ, BE 
fG) [z [f£ 2-0 EE 


国 数 f(r)— lel 的 几 人 好 图 象 N V4 
是 一 条 折线 ， 如 图 5 2. 函数 fz) P 


= |a |f z—0 不 可 导 的 几何 意义 a z 
是 ， 此 折线 在 点 《0,0) 不 存在 图 5.2 
切线 . 

EN FS jx) 在 区 间 了 的 每 一 点 寺 可 导 (车 区 间 了 的 左 
( 右 ) 端 点 属于 了 Hc f(z) 在 左 ( 右 ) 端 点 右 可 导 ( 左 可 导 ))， 则 称 
函数 f(+) 在 区 间 了 可 导 . 

ERR FOEKE TS, M Yzer 都 存在 (对 应 ) 只 -一 个 
导数 PG, BERBABCE X FOLLA HAR KARRE) 
在 区 间 了 的 导 函 数 , LEREM, RH 


. 了 


Pany 或 9. 


z. Di 

AR P POE SO. RAR FORO) 在 点 % 的 导数 ， 应 按 下列 步 骤 
进行 : 

BoF 在 点 x 给 自 变 最 改变 量 Ar, 并 计算 *--Az WASE 
frit Ar); 

第 二 步 ” 计 算 函 数 改 变量 Ay, 即 Ay — f(z A2) -fay 

ESE 


BUP RER. lim Ad -fG) 
为 了 简化 叙述 ， MN Az 都 是 表示 点 zx 的 自 变 量 的 


改变 量 ,Ay 都 是 表示 请 数 y= 了 (x) 相应 的 改变 量 . 
例 1， 求 FKz)=e (c 是 常数 } 在 z 的 导数 . 
解 fCz+Az)=c, Ay- f(x Ax) -f(2)25c—6—0, 


Ay 0 
Ar Ar 0 
,Ay 
则 dm As 7 
即 常数 函数 的 导数 为 0， 


$452. PEE f(r)—a"(n 是 自然 数 ) 在 ?的 嘻 数 , 
解 f(z 十 Ax)= (z+Ar)*, 
Ag — firt Az) — f(x) (x Az)" r" 
asi As HO Dan asy ee p (a)? 


Ag  (xcrAz)"—a" 
Az — Az 
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= ar"! Ta wo Arv rS (Az), 
^ E | 
有 lim Rs = E nant HOLD iy peus CAJT! ) 
=p], 
即 E ne 


RE, H n=l h Eyn. 
M3 RAR SOOS E (>E e AFA, 
R Flz FAnD=vziAr (zt+Ar>0), 
Ay= f(z Ax) f= zb År x. 
Ag wixrdAzx —/x  (xcÀr — r) x-AEd A x) 


Az Ar Asl si Art x) 
m 1 
x-- Ax d ox 
; /r+ Ar —r 
有 dim Jim 7-7 A. 0 
=li clos ud 
Co arse X Ar D * ^ 2 x! 
ZEE 
Bi (a) 9 m 


$4. REZI f(r)— sino fc c 的 导数 ， 
$E f(xuAx)—sin(rd Ax, 
Ag — f(z Ax) — f(z)—sin(zJ- Az) — sing. 


. 2cos(z+ Asin AE 
Ag  sin(xd-Az)—sinz |— 2, 2 
Az Ax v Ar 
sin ez 
C i ri 2 
2 Ax * 
2 
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nm-"—-———————— T 


Ay r3 2 一 
lim 到 一 一 ]i 十 一 一 
有 limon EU 
2 
— lim eos( f Az lim 2 oar 
^r ' 2 Az Ax ` 


. AX . 
(enne) jn e 
2 


EZAR sinc (E R 任意 z 都 可 导 ， 于 是 它 在 定义 域 尽 可 导 ， 
并 且 
(sing) — coss, 
同样 , RRA coss EXE CUR diei Se JE HL 
(cosz)' = — siaz, 


B5. xou A MC /(2) m ieguz(0<a 天 1，z>>0) 在 «的 导 


f. 
NN fA -logs;G d. A2) (2 4- Ax 0), 
Ay = f(z Aa) — f(r) logale HAT) — logat 
log, (14-42) 
Ay lj. DAN 1 oz Ar 
Abe az lose(1 A )m aee QU 
1 ^x ETT 
-Lles(re5) , 
有 lim AT — lim logs (12-2 y" 
站 五 全 种 bol A^ ü 
m Ari] 1 0l. 
ee [ im (1o) a nz 


* 1548 


(etim. (em) "ae, loge = t=), 


lng inga 
即 对 数 函 数 log。z ERRO, +0) (fX HOTS, FECHE 
(0, 十 co) 可 导 , 并且. 


(log sa)! =- 
特别 是 , A RIER a= e), 有 


1 1 
l = 一 
(Inz) sine æ 


RAEL f(z) 在 特定 点 zo 的 导数 JG) 有 了 时 要 应 用 导数 
E: 
Po) MICHEL 


$56. cH 
j sin — i , az, 

fF) = 
lo, z—0. 


在 点 0 的 导数 (如 图 5. 3), 


Ly 


. 1555 


————— E 


^() is E 02 
E POs 


. l 
£?sin-- 


—Hm- 
ru 


F'(0) —0 ILfa s X E, y= Fr HER C0, 00 4E 4E IER, 0D 
RRE r HCE EDS X O,AnB 5.3. 
Q7. WE: 函数 (如 图 5. 4) 


. . i 
— — limzsin—— —0. 
ro a 


(sinl, z0, 
fe») * 
0, gc, 


图 sa 
在 点 0 连续 ,但 不 可 导 . 
证 明 lim f(2) —limasin-z =0=f(0), 
HAS fx) 在 点 0 连续 , 但 是 ， 
joo I" ad 
r—0 X r 


当 s0 时 , sin 二 在 一 ! 与 1 之 问 无 限 次 振动 , RER, BOR 
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Xx OHEA 0 不 可 导 . 如 图 5.4 
888. EH: 函数 7) 一 2/ zw 在 点 0 不 可 导 ( 邵 图 5. 5) 
: NIOLHDHONSNETI 
证 明 dim 007 im 


1 
Chmpuct9. | 
HIER 3€ f(7) — A xz 在 点 0 不 可 导 , 也 称 函 数 f(r)- Au dE RO 
有 无 穷 大 导数 . 它 的 几何 意义 是 , hy — X m 在 点 (0， 0) FEW 


£x, 切线 就 是 9 畏 { 它 的 斜率 是 十 co), 如 图 5.5. 


练习 题 5.1 


L 设 质 点 作 直 线 运动 ,已 知 路 程 。 是 时 间 # 的 前 数 
s=3 2t : 
RM t= 3 2At S ATHE, RM A= ALSO 与 At 一 
0.01 的 平均 速度 ， 再 求 在 4 一 2 ARNEE, 
2/ 求 下 列 曲 线 在 指定 点 的 切线 方程 与 法 线 方程: 
(1) rL eaan Y o5 y'=Ṣ4 


(2) yz, ÆA (2,8). PY * ja 


| 
(3j puis e ER CU TD. V 722-244 
3. RARE yz Roy-2-ut 在 交点 处 的 (两 条 切线 ) ERO. 
4 ， 报 据 导 数 定 义 , 求 下 列国 数 在 点 + 的 导数 ; 


由 了 307 ^^. 。157 。 
y » A 422] 


a apa e E o aa o aame oae e A A O e e e 


Q-A 7-A) 


(D f -—cosz. ~ oA (2) f(z) = 1, zl 


(3) fí — et] >I (4) für) — sinr. N 
S. (D Be POREO sp, E FO 0 tin (22, 4 083 
EET: =al E 
(2) A fimo iE a v[ x, limo Het) j= t ] 
DX ilo quus 
6. vs g- b= C uui rta 
En >e, LAN 
A Ahyi gi arb, TO. a 
Le 
penran sa e i age feo fee "d 
iS 
(一 T 17-0, cat! 
(D fi 一 E les, 


0, z=0. 
(2) pia) = -jaretgrl. 
在 点 0 的 左 . 右 导数 . 
8， 证 明 ; dy FLGo f oO ERE GE, MERGE ff 四 fE a 连续 ， 
9. 证 明 : f 00 90,8 ô>, Vz£ (a aO), 有 fa) z fGn. 
30, 证明 ; SERERE fO dEpe g M 
fim aD af f(a) — afr (a). 


zaa 


1. 证明: 36 VaCU a), 有 f(z) SEE), fa) =g hla), B, 
f' (0) -À (a), M gE a s 8, B. f' (a) =g (2) =A (a). 
N (o 已 知 尘 生 为 > 的 加 的 面积 与 周 KIE f0) mar S gir) m 
Rar, 则 f () R. ARRAT HA, 
(2) 已 知 半径 为 + 的 球 的 体积 与 面积 分 曾 是 了 (7) =ar 与 4(7) 
= drr’, 则 V' (n A00. XX ESCUABET (FAR 
* + * + 
13， 设 函数 fo) 在 6 训导 , 且 f (a) 7^0, 2 RMR 
i 
im At xU f 


L fw 
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a. WARE fn fpe np*s, GRO BEDA. : 
2o UD imm p; . ftn — flak) ^ra 
中 


rta . i 

--2n —ftay eie) 25 — f(a- YE a 

(3) linet 2o, 14 {4) pa ts et, X(4-^ 
fat aD fiat pey FEL 4 ur 


i 


(5) lin 
taù 


15, WEBB: FAR DTE a EE, fa mE a Ea 
导 ; MAR Ea 也 可 导 。 


$5.2 求 导 法 则 与 导数 公式 


一 。 导 数 的 四 则 运算 

求 导 运 算是 数学 分 析 的 基本 运算 之 一 。 要 求 读者 迅 巡 。 淮 确 
RH ARTA. 如 果 总 是 按照 导数 定义 去 求 函数 的 导数 ， 计 算 
量 很 大 ， 费 时 费力 ， 为 此 要 将 求 导 运算 公式 化 ， 这 样 就 需要 求 导 
DUM 

EEL ERE elr) ol e ER, D ERE uz) ole ME 
z 也 可 导 , 且 | 

Lut) 5 v(z) T — wr) E v'(x). 
证 明 设 y uie), 有 
Ags ulr + Ar} n(r4-Ax) ]—[uCr)2d-v(r)] 
= [ulet Ar) ulti or tt Ar) — olr o Aul Ae. 


Ay | Au , Av 
Ar Ax 7 Ax 


已 知 国 数 elr) vlr x 可 导 , 有 


An ^u Ap 
于 是 lim 22 = lim Tim r+ 
Ry Ner Ax AT Nn Ax ute), 
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Cr 


BIER Pr uz) c vCrME e 林 导 ,上 且 [afz) 士 MY 一 (zz) D 

应 用 归纳 靶 ， 司 将 定理 1 推广 为 求 任 意 有 限 个 钞 数 代数 和 的 
SER, HN 

34 CEJ CEY, e, w(r)NBfE x npis, DUREE Euler) 
士 … 二 at) 在 和 也 可 导 , 且 

[un (z)-w(r)ce c—uQr)]-uc)tu)dedu,). 

法 则 1. 8 BR ESCEESI FCBURIE BO SECRET 4 ER SEE IC 
ACRI. 

HL RAR FES zz 十 sinz 二 5 的 导数 ， 


WO ”由 和 5. 11861, VEV = i, (sinz)'= eosz, 
x 
(52! — 0, 有 
f'() — (A E 4 singd-5)' — (A w )' - Cing)’ t (5) 
-a+ C084. 
定理 2， 若 国 数 ee) 5 eG (rx np, WAR u(z)v(r)TE x 
也 可 导 , 且 
curi) o(z) l'—u(z)v'(2)--v(z)u (x). 
UI MEC ALUICIDICHPES 
Ag—u(z-rAz)v(x--FAz)—u(x)bp(z) 
—au(rcAzx)v(r k Azr)-u(r-c Az)v(x) 
Tg d Az)v(x)—u(zxlv(a) 
=u (x +t Ar) e(x--Axz)—v(2)] 
tolr) ule tAr)—ula)] 
= ulr +AT) Av tHo) An, 


Ay 


Av Áu 
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CLAIRE u (2) 55 v(z) fg x 可 导 , 有 


^u . Av 了 
Jim as" G) 与 limp”. 


根据 $ 5.1 定理 二 函数 w(z) 在 z 连续 , 即 imu(z+Az) =u (2). 
于 是 ， 


tim AM lim ulr T Ar). jim AD Hoir): -lim A 
—u(z)v'(z)--v(x)u'(x), 
EP u(z)o(z)dr s A, B. 


Eu(z)o(z) ]'2u(az)o' (2) --»(z)u'(2). 0 
注 [uiro u aele). 
法 则 3、 两 个 函数 乘积 的 导数 等 于 第 一 个 函数 乘 第 二 个 函数 
的 导数 再 加 上 第 二 个 盖 数 乘 第 一 个 国 数 的 导数 ， 
EAHA, TREH? Ak E E A Ri ARARA 
导数 。 
车 国 数 u Ce), talr), ep un ODE a R T M Cedula) 
uao) TE x aE, H. 
Lay Cx) uo (7) us Cr) 1 = ui (D ua Cx) us Cx) 
+ u (a)ul (2) uw, (m) 4-7 ui (a)ui (x) uy (m). 
AW. n 个 国 数 乘积 的 导数 等 于 ”项 和 ， 其 中 每 一 项 部 是 
一 个 冰 数 的 导数 乘 其 余 # 一 1 个 国 数 的 积 ( 这 样 的 项 共有 m 项 )， 
定理 2 的 特殊 情况, 当 2(z) —c 是 常数 时 , 由 定理 2 有 
Ceute) —cu' (0 d u(2) (c)' — cu (a). 
法 则 2". TEE AERA IS TASTER EAE f SC. 或 
说 “常数 因子 可 移 到 导数 符号 外 边 来 ”. 
例 2。 求 国 数 f(x) — T sinr ffo Sfr. 
解 PG (V xsinz) = /z (sing) T sinz (/ x ) 


* l6l: 


sing 
= cosz-l- sing. — —A/ $£ cott 


FF IW E 
例 3， 求 国 数 fD —5logoz—22* 的 导数 . 
解 由 8$5,.1 的 例 5 与 例 2，({log:z) "一 与 (z= d, 有 


六 (2 一 (5logsr-2x097 一 (Slog oa)! — 225) — 5 —81*. 
TH FHR (e) g oE rag, H olds, MAg 
au(x) 


EEE e WAS, E 
pof- RUA — ule) 《2 
|o(2) [v(]* 
. sy Ur) 
证 明 ik y= vay O 
^ LULA)  u(x) _ ulat Arjvfr)—ulr)ote HAr) 
y v(x-FAz) vir) wr} V(r TA 


ulz EAg)e(x) — HC oI rr — u(r) (s+ Ax) 
PR) vi 1 Ax) 

—Lu(z T Az)--u(z) |v(z) —u(z)Lo(z Az) —v(z)] 

D v(z)o(z-d Az) 


pA u(z)Av 
—— v(x)v(rd- Ax) ' 


A Av 
Ag s v(x) uc) 


Az vvl Fir) 
EAN (2) Ej e GO TE e 可 导 , 有 
Au 
aron Aa 
根据 $5.1 定理 1, ER ol) E e Esk, BT lim ve Ax) —v(s). 
TAE, 
s 162°% 


Au . ÀA 


- v 
PETENS cda deme 
azc9 T — a)l lim 人 《二 人 
LÀ "(x nC) — u(x) w' (2) 
Cele) f 
Be: u(z)|  w'(z)o(zi- Cr) oe) 
MaR, Ok TUTSS RIXS[- Lea) ——— 0 

> ulaz) PMES) 
x koy BON 


法 则 3. Bi IRE HS Sede SECE A PIER DES, HOS TUE 
IEGR ES Bor TUTAR PERROS 2r RES SR GREAT. MX EE 
来 图 数 分 母 的 平方 . 

定理 3 BOT ECT UL, 23 w(r) 二 1 时， 由 定理 3, 有 


| 1 | (OX vG)—1-v(x) v(x) 
vle) Lole) ]* Leca) ]*" 

£14. REHA tgz 554 R ctgz 的 导数 . 

解 ” 由 $5.1 的 例 4, (sing) = cosg, (cost) =— sint, 有 


(tga) -( jj | cosz(sinz) — sinz(cosz)' 


cost cos g 
2 1 LENS 
GOB 省 二 sin x 1 
一 下 z = gec?r, 
cos’g cosg 
(etgz)'— cost) . singl eost) — cosr(sinz)' 
E sesa) sing 
—sin' cos 3y 1 
= = —- z = —cser. 
sinr sin?x 


£15. SKIES] secr AH cscz 的 导数 ， 
(eec (1) (cosz)' _ sing 


coa?z coss 


3inz d 
-——- = tgrsec t, 
^ eost cosg 


= I6535 


MI"—-————— ——————Á— RA 


{cscr) = (sina) __ tosg 


sin sin?z sein?x 


cosr ] 
= — LS oz ctgrcscr, 
sing sing 


=. KAA RĘ AM 
75 T RR EHE GT AR RAO I3 Ec — ZR ERE AA 
3BC RJ bc ERO Fr Eg p TES LB CER cR SED, 
定理 4 FAR (2) 在 4 的 基 邻 域 疾 绪 ， 并 严格 单调 ， 函 数 
y—fGMErwut,HfGO, WU'EBIBE =p Ey G-— 
JG)DW"S,H 
p (= pty 
WEBB 由 $1.3 定理 1, 函数 y= 了 tz) 在 z 的 某 邻 域 存在 反 国 
Xx r=p(p). 
ERAY =pli) CAY 的 自 变 量 的 改变 量 是 AyCAg AO, 
有 
Az—q(gd Ag e), 
Ag- f(x Ax)—f(2). 
已 知 国 数 y — F2) o 的 某 邻 天 连续 和 严格 单调 , 根据 §3.2 定理 
7 和 §1,3 定理 1, 反 函数 z=q(y) 在 3 的 某 邻 域 也 连续 和 严格 单 
j, A Ay 0 Ar—0; Agx0«—ÁAzxO. THE, 


Ar 1 
Ay Ay” 
Ax 
有 
lim Az lim 1 ; 
aro0 Ág — aa AU lim Ay =F G 
Az ^ asco ÀxX 
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Xu fe e meis 


Hg EE r= v E V SE, E 9 = wr .ü 


法 则 4， 反 函数 的 导数 等 于 原来 函数 导数 的 倒数 . 
例 8 求 指 数 隙 数 y 一 er(0<<a 寺 1 的 导数 ， 
解 已 知 指数 函数 y=o7 OSEE r= logy HS CERO, Fl 


1 
ro 
$ 5. 1 #5, (lagay) = yae 有 
= mi =} =glna=a" lna, 
glna 
RH (a*)' = a*1na. 


特别 , 当 a—e 时 ,有 
(e*)' — e*Ine — e, 
HILL e 为 底 的 指数 函数 e 的 导数 还 竺 于 e”， 这 是 以 。 为 底 的 指 
数 函 数 很 好 的 性 质 . | 
例 7， 求 反 三 角 欧 数 的 导数 ， 
l. g-arcsiuz (-1<z<1, - $a). 


y— arcsinz 在 (一 1 DER, nm THERE r= 
sing. Hi ER EB SK EP ES UJ, A 
. r 1 1 —— 1 240 . 
(arc sing) C (sing)! “eog d4/l1—sin?y + i-z! 


MSc Hb, c0sy7- 0, 有 


(aresinz)' = Ta 

2. g-—arecosz (—lI«r1,0« gg m). 

y= arccos 在 (一 I，1) 连 续 ， 且 严格 减少 ， 存 在 反 销 数 r= 
cosy. Bi ERE SCR SEC DH A 
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1 ___l 
( cos y)' sin y 

ao ne l Pa _1 — 
cA/1— costy «A 1-38 
当 0<y<x 时 , sing 0, 


(areecosz)' = 


1 
(arc costo" 一 Te 


3. Y=arctgr (esR， -R«emm) 


y= aretgz 在 R 连续 , 且 严 格 增 加 ， 存 在 反 国 数 xz 二 tgy. 由 
皮 图 数 的 求 导 法 则 ,有 


(arctga)'! = 1 


— cos * 2 41 1. i1. 
? lctt:g?y l+4z?’ 


= 


Bn (aretgx)' =; 

å. g—arecetgz (2ER, 0yr). 

g= acetgr Æ R 连续 , HR h, TE YE EE ER BE z= ctgg. 由 
RAZIE N * 


(arectga)' = 1 


1 
? = 一 -一 一 一 一 一 一 一- -一 
n= l4 etg*y l+r*’ 


Cup, m 


1 
B (are etg 2)! — ug 


三 、 复 合 函 数 求 导 法 则 

我 们 经 常 遇 到 的 尔 数 多 是 由 几 个 基本 初 先 函 数 生 成 的 复合 函 
数 ， 因 上 此， 复合 函数 的 求 导 法 则 是 求 导 送 算 经 常 应 用 的 一 个 重 柳 
法 则 . 

TRI FAR gy— fO Ew np, Hd sga) fex IS, 
Wi AAR y= fg) WE deb S, H 


= fgg 


(fte(3'5f Gg GO 或 Ion 


irBgo0D XE e 的 改变 量 是 Ax. hAg ugli), 有 站 的 改 
变量 az FEHLER y — £00, SUR y 的 改变 最 Ay. Mata, 
Ay _ Ay Au 


Ar Au Ar’ 
Cmt NE af, a uc g(a) dE x 可 导 , 则 


AY on m ME gr 
lim ^ A =f' (u), lim Az I (a). 


Aug-ü 
Hi $5.1 定理 Luc g GO E v fit, BID Az~>0, 有 Au->0， 干 是 ， 
lim Ay — lim AM, lim AME as fr (u)g' (n, 


arco År awot AS asco 
HUM GERNE y= fLg GO MES 可 最 ， AN Fag a 0 
注 在 二 述 的 广 明 中 ,必须 As 六 0， 否则 人 5 没有 意义 . 当 Az 
0 时 , Au 能 否 为 0 呢 ? 这 是 可 能 的 ， 俩 如 ， "m 

«t2 R4 4, 250, 

0, r=0, 
在 点 0 WRH. Au=ul0+Ar)—ul0) — Arsin}, 当 Ag--l. 
Z0, n=l, 2,--, 而 Au—0O, Hia de O0 STERN $5.1 


BD. EE, 上 述 的 证 明 是 不 严格 的 ,下 面 给 出 定理 5 的 严格 证 明 - 
证 明 (ID EKAR a mis 可 导 , 即 


lin ^ —fQ) (Aus0) 


au20 A 
或 a —f' Qu) -a, 
其 中 lim a=0, Afi, 28 Auso 时 ,有 
Ag — f! (u) Au +t Au. qa 
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LL mappe EARE me — —————— E 


当 Auc 0 时 ,显然 , Ay = fut Au) — F0) —0,. (ORAR. 
为 此 令 
N Auc, 
= 
0, Au=0., 
于 是 , 不论 Aw 关 0 或 Au-O, CO X ERE. 用 Az(AazEO) BRCD 
AR S Pc, 


Ay p Au A 
Tl Okr Ar 
Ay pn .. Au . pna ÅU 
有 Jim f O lin Rr ime mt 


—f'G0g' GO F0-g' (0 — fP'G0g! (0, 
并 复合 函数 Jre) HE x ER, EL OUS 200) — f G0 g' CO). DI 
法 则 5. 复合 请 "CDS SOECAE T ERHISOR P [e] s Rc P GRE DU D 
间 变 量 对 自 变量 的 导数 . 
应 用 归纳 夸 ， 可 将 定理 5 推广 为 任意 有 限 个 基本 初等 本 数 生 
成 的 复合 函数 求 导 法 则 。 三 个 因数 生成 的 复 仿 关 数 求 导 法 则 : 
# s-fGD,u—o(2,v-— $ G)BBR] S, 则 
(toL$ 001)2'— P GOp' (2 9' C. 
518. RAR y — sin5z 的 导数 . 
€ HE y—sinbz ERN y — sinu E w—5z 的 复合 函数 ,出 
复合 函数 求 导 法 则 ,有 
(sin5z)'-— (sinu)’ (5r) = cosud—=3c0507. 
, 889. RIRE y5 In(— 0 GLOR, 
# AA y= ln(e) Ehi y —Inu yu— —2 的 复合 函数 ， 
HARA ER COR ERE WI, 有 
[In(-27'- au)! (-2'- 1 (70-4. 


将 这 一 结果 与 85.1 例 5, 当 2-0 时 , (n2)! = 二 的 结果 合并 ， 有 


a I e 


> 
zb 


(injzl)' =} (2*0). (2) 


例 10， 求 需 函 数 y= r (a 是 实数 ) 的 导数 . 
解 将 y=x" BRek ARE, Ing —elnz, 即 
g ett (a0), 
ERRAK ?一 e 与 34 一 xlny 的 复合 函数 ， 已 知 
(e*)' —e*, (adnz)' =Z 
H1 Pr ER T o ERES HUI, 有 


.(g2)'— Coa "一 (e')' (alnz)! 2 e" 


= ermi = 2*4 =ar", 


Rj (G) = az7-5. 
ERAR y= ERE R w R- {0}, RN A g ye" 
i 5 AX GM! mast! 也 是 正确 的 . 
例 11. SERBIEN uy — (CO gs S, 
解 HEAR E CE, BI 
g= erone, 
它 是 函数 8 二 e* 与 + 一 (要 lnj(z) 的 复合 函数 .已 知 
[eC unf(z) F >p Cr) nf (22 + gz) Llnf (2) J', 
其 中 [lnf (x) J 又 是 损 合 函数 ,其 导数 是 
n ' F (c) 
[Inf (2) ) TOY” 
将 它 代 人 上 式 , 有 
CIOE TAO (2) eco f, (2 


f» 
FE, (FG) ) 7 9»' = Ce 'De GO In f G2) 1' 
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TT faam A band eet o e eA A eee ma te oe e ne e a a 


-e|o'G)nfG) tec 了 "| 


-— gasiz)lnJicr f (z): 
= ern il p laf E e), »| | 


一 ea | s n f (2) | 
UG) olg afea 1,02 |. 


特别 当 了 ( 科 二 xz, pie) =e Bt, AA a= r 的 导数 是 
(27)' 2 z*(1nz 4-1). 


例 12. REM shis— (e 677) t ehz— 4 (e+e) 的 导 


T. 
EK Hh e” REAR e 与 %= 一 2 的 复 台 国 数 , 有 
(eY = (e')'(—z)'—-se*(—1)——e^*. 


F (shz = [pere | -40G2'— (e7:'] 
= (+e) = hz. 
(cha)! = RYE T =l (eyt (a77)'] 
L4 J 2 
一 一 1 + -rì — 
=z le —e *) = shg, 


Ri (sha)'—chr,  (chz)'—shz. 


例 13， 求 函数 (hz — 5,7, S ethz $38 aga 


M hor (0) 
(e be) (e*—e7?)' — (e*—e-*)Ce* Fe 7) 
(e*t e)! 


— (e*--e7)* —(e* —a-*)* 
(e*-re-?)? 
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1 _ i 
EAE: 
[Zete ] cha 


(ctha)' — = te- -) 


— g7 


—(e?—e77) (e*- e 7)'— Ce* Fe DCe?— e 7)" 


(e*—e^ z) 
— (e*— a 7)*-— (e*--e-7)* 
m (e?—e-*)* 
1 1 


Hee» T = shz” 
2 j 


1 


1 ' 
ro 一 一 一 = - 
Bj (thx cbiz (cthz) EXPE 


p. 初等 函数 的 导数 
以 上 两 段 ， 根 据守 数 的 定 交 和 求 导 法 则 得 到 了 基本 初 何 栈 数 
的 导 数 公 式 ， 它们 是 求 初等 国 数 导 数 的 基础 . 把 它们 集中 起 来 朱 
录 如 下 , 就 是 导数 公式 表 ; = 
L (Y —0, h c ERA, 
2. (a*)'—- aa^ ', EH a 是 实数 ， 
1 ' 1 pM t i 
(z)-—— MD 
1 r d 
slna az) PA 


4, (a?)'-—a*lna. (e*) —e*. 


3. (leg, £)" = 二 log 一 


5. (sinz)'— cosa. (cosz)'— — sinz, 
1 1 2 
tga) = ets {etgay =——, =:— eser, 
(ga) cos?ga (etga) sin?z 
(sec £) = tg zsec 2. (csca)'- — etg reser. 


2171 


dere abusi i Cement i jede! marte chon tes mane MÉR a ammi son aam nr em om 


6. (arcsinz)' = 


1 - 1 
Wi ME (arc eos) = Tl ri 
1 


(Carctgx)’ Tim (arc etga) =— Ts 
7T. (shzr)'—chz. (chz)' —shaz. 
fn l :rl 
(thx) BUS (cthz)' = Sx 


dide SE s RD Me ZAR, MERHER A s PR e B HIC, 由 
Et Ex oc An, dicke an TARTA EMRA TE, EUR TR 
数 的 导 歼 仍 是 初等 因数 , 即 初等 国 数 对 导数 运算 是 封 闲 的 。 

求 复 合 冰 数 的 导数 ， 首 先 要 将 它 “ 分 解 "为 若干 个 基本 初等 函 
数 ， 然 后 再 应 用 复合 隧 数 的 求 导 法 则 .下 面 有 例题 说 明 关 于 莫 合 
ER OK SEE 65 75 E. 

Plt RAR y—tg'Inz 的 导数 . 

解 将 冰 数 yt8"lnz 分 解 为 大 本 初等 函数 , 设 

y—uw.u-tgv, v= Inz. 


HEARKE OFEN 存 


= 337 t -一 SA, 1 
QU (tgoY (nz)! = 3a. cx 


1 1  3tglas 
cos?]Inz T  zcos'Ilnr^ 


=3tg lnx. 


Git fg SE 38 u 5g v 用 “表示 出 来 ) 

求 复 全 函数 的 导数 ， 写 出 中 间 变 量 是 很 麻烦 的 . 竺 方 法 熟练 
后 , 可 以 省 略 书写 中 间 变 量 的 步骤 , 从 而 可 简化 求 导 运 第 ， 还 是 以 
RAR y — ta?lna 的 导数 为 例 , 说 明 其 求法 . 

3 Ez RE y — tg? In z, 将 哪个 函数 看 作 是 一 个 整体 (一 个 变量 ) 
就 能 应 用 导数 公式 表 中 的 公式 求 导 .显然 ， 将 国 数 tg nr EE 
一 仿 整 体 ( 寻 中 间 变 量 ), 就 能 应 用 等 函数 (ww) 的 导数 公式 求 导 . 
1725 


不 写 出 中 间 变 景 , 由 复合 应 数 求 导 法 则 ,有 
y! —8t1g*Inz: (tg Inz)'. 
iX X6. Fc HINC ERU XCZ B, Se Ee EZ; A08 (E SEHE 99 
个 国 数 的 导数 ( 即 {tg lnr), KERTAA RERNE RA. A 
同样 的 方法 继续 作 下 云 , 直到 最 简 的 情况 ， 
求 (tinam' GERE lnz 看 作 一 个 整体 ， 就 能 应 用 正切 国 数 
《5 好 的 导数 公式 ， 由 复合 畏 数 的 求 导 法 则 ， " 
y' =3tg" lnr" (tg Inz)' —3tg' Ina nz nz 22 


1 1 e 
—31g?1 一 一 一 一 一 . 
3tg lng costing x seosing 


IK £r ERG EG SHOES Ue EZ FREE Cr ERHEGR Sep MUI, i de H3, 逐 
步 简化 , BESXROR SCIES. 

5615. R y= l[a (ne) JB St. 

解 和 


y = ics tadig n Cn2)J. 
再 将 ins 看 作 一 个 整体 ， d UR Ins 的 导数 公式 , 有 
# = mst ln = g Y 
1 1 1 1 


In(Inz) "nz æ — zr.dbuz.ln(Inz) 


$816. T T Io SH 


RO BAER, HR RDEUTHU rotge 的 导数 公 


A A 
1 i 2r t 
y-— «( z) 
2 2r l—z 
1+ G z) 
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21 001  220—2)—22(-22) 
2 i4 (i 2a) (1—2*)* 
i—r 
=L 
ica 


i 


H17. o£ y—e7 77^» 的 导数 . 


解 


g ME F(t—sinz) ty 
gos, i 3 ü-sina) "E sing)! 
Led Lacan "b C cosa) 
— Ld. ga- sna) cosg 


l—sinz 


例 18. sk g— DOLORES 


EE v 


$i 19. 


t — a 


z 十 EI rati H 


1 [4 
"dz ET + | 


d a 2) 
ats lta viz) 

1 č o z ait d 
gv vipa sita 
3k y= sin [ cos” (2° - z) Jøa F d. 


Me y = cos[ cost (r-H) ] Ceos (224-2) ]' 
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= cos[ eos? (z?-E x) ]-Zcos (Cx 二 wi [ cos (x* 4- 2) ]' 
= cos[ cos*(zx?-- 3) 1 2eos (zx? x) 
UL sin tHe) aH)" 
= cos[ eos? ("4 z) ]-2eos (2? x) 
T —5in (7-4 x) ](27 1) 


——2(3z*--1) * eos[ cos? (a? - z) ] 
-em (T+ 2) sin (x? - z), 


练习 是 5.2 

l. ETERRA: 
(1) y—t--32*-—6, (2) y= 42* 4-22 
(3) 3 一 (十 4z9) 733), — (4) LCS 
(5) sj. (8) y-xrsinz--eosz, 

L — — sinz 
(7) y—zigz—ectgz, (8) y— lr eor 

1— İng Lr 


a1) g- res, (12) p x areetgz, 


(13) ya arecosr, (14) yrl02, 
(15) y= rsin z]nz. 


2. GR P Fb SG 


{1) y= 2-3), (2) y= tFn, 
OPENERS (4) r- MEE. 

(5) g— zd rl Vr? (5) y tg Caz-F B), 

(7) y-sin2zcosiz, (8) y =cetg 5r, 

(9) y—asin* £, (10) yo(1— eot). 
(11) ye Intgs, (12) y- In Vt sing, 
{13) y— (zetg 2)?, (14) y= log,(z1—1), 
(15) g—Iogs(z*— sini, (16) y= ln 


(7) y 5zIn (x3 s 10a?) —A/1-4r 25 
(18) y= Inünz), 


2175 * 


n———————————— — A 


(19) yn ti 


VE 
(20) go tn (人 十 zz Lat) Ye 


~ 


(21) gy— at xi aln Ya? cxt 
T 


(22) gets", (23) g— 75, 

(24) g --ae*?, (25) =n » 
(26) y= erns, (27) y= (aresin zx) *, 
en y—arctg (zi Y), (20) parcie EE 


(30) g—arecos (x3), 


(31) go 33 — att a aresin 7, 


(32) g— arctg ETENE OLILA) 


4 COST 

一 Taraj EN Asin 
(33) g—arcsin (sin z), (34) y= erete soo 

— a r—a 
G5) y—aretg? Ha ZTS, 

ER. gl DE 2z—1 
(36) y E: LOVE RN 3 aretg ou " 

工 

Q7) yc, (38) y—e*', 
(39) dt (40) y= (sinz) eo es. 
9. FG) = ha R FU O,P(C- O.P). 


m4 Là mu 


LER: FAR A hh e fa OE ET, LE P EM 
EIORSKCOIROBRSNOR T. YIOLTE LENA 


Q) - gta £2. , fin f.) 
EEY 2 rr T Boy TRæ] 


5， 证 明 : BI SERPAHA ERU SIIERICEDHEUE AA A e e So c ne 
TR ER be, 并 对 这 个 事实 给 以 儿 知 说 明 . 

6. 证明; Wf Sd JA LER UT Sie E ica Js DU A e, 
176^ 


T 在 曲线 3# 一 好 十 z 十 ] 土 横 坐 标 为 z,—0,2,— —1,2,— — 


三 点 的 就 弹 交 于 一 点 . 


ra| = 


* * * * 
8。 证 明 : HRE g—c" ELR R SX R— (0), M] 
p =ar" 
9. EW: FAR fas GO aE G, 01,2, 20, PI 
| fut) fitm) «e fuu |" falo) fol fn; 


faG) faGO e fa] = CMT fu fuGn o fis) 
: i H k-11} ; H : 
fae) faim tt HEX fr Cr) fai) t fas 

10. WAR fO) 55 gGe TE m 可 导 , 求 下 列 函 数 的 导数 : 

(1) y= [F] to —— (GO sGO 260), 


anope Cr ; 
(2) yaretg ox (gGnsy50, 


(D g—tUwW f) — (g(m)50, f(2) 70), 
(4) y= log reg ie) (gia) 220, Fx). 


$53 [BITS AT ERTAN 


一 、 隐 函数 求 导 法 则 

[UIT DERE SUEGNICQUES E 有 多 种 不 同 的 方法 , 其 中 
有 这 样 一 种 方 落 ， 自 变量 x 与 因 变 量 # 的 对 应 关系 是 由 二 元 方 
fà F(z, y) —-0 所 了 确定， 

定义 ” 设 有 两 个 非 空 数 集 4 与 B. 著 YzE4， 由 二 元 方程 
F(z, y) =0 对 应 瞧 一 一 个 gEB， 则 称 此 对 应 关系 f (或 写 为 y= 
f(x) 是 二 元 方程 (x,y) 一 0 确定 的 隐 医 数 . 

DER ER LAGE GU SE, 2356 Jj f F (m, y) =0 WARERSNS ERA 
y — f (2) (4€ A, yC B) VECERE F (x, 9) 50 的 解 ,因此 ， 

YzEA, 有 FCs, 了 (2)]=0.， GR FL, f(2) 180) 
(177 * 


—— t 


例如 , 二 元 方程 F(z, 四 22 一 3y 一 1=0 fE R 确定 (从 中 解 
48) —^ Me ERN 
事实 上 , VER, MOE EEA y= ER, B, 


F(s, A) 一 2z 一 3 A l qa 


ZEHE Fay) =r tHg —a!—0(a7»0) A [ —a, a RE 
ATER -[0, 十 oo) 与 Bi (—05,0 DER ER 2. 
事实 上 ,YazEE 一 9 a], HE 2635 Be eri —— 
qyi—a*— sz? €B,—[0, +0), E 
F(z,g)) —F(z, uia) =0, 
ljy,-—/a —zr €cB,-(—coo, 0 BH 
F(z, Y) - F (a, —/ ai — a? ) z«0. 
TE, CEHE F (2,9) =a ty a E A-[—2, a WE T VÀ 
个 连续 的 隐 国 数 
y,—/ a5 —z? €[0, + c0) nai cxt 
Ey, —/ at —a! €(—00,0]. DN 
XX P8 A- fe ER t er Pel e ACA n 
点 为 心 以 9 为 六 径 的 在 区 间 [ 一 a， 
alf HEAS PEEL, mE 5. 6. 
Hika X. AiR ARRE | 
对 应 关系 了 不 明显 地 隐 含 在 二 元 B 5.6 
方程 之 中 。 相 对 隐 阔 数 来 说 ， 对 应 关系 j “明显 ”的 消 数 ， 例 各， 


tgz . 
g—z*-4-z—5,9— Insinz, y 5555, 


就 是 显 函 数 ， 在 本 节 之 前 ， 所 遇 汉 的 函数 绝 大 多 数 都 是 显 函 数 ， 
值得 注意 的 是 , 有 些 二 元 方程 五 (z， 纪 =0 REHE AR y — 
fm 并 不 能 用 代数 方法 从 中 解 出 来 , 换 合适 说 , poe ETT 


了 78 » 


y 


BexknBICU LESE. XCrEB E Ar oe PE. VERE PETRI PEE 
理论 问题 将 在 第 十 一 章 讲 述 ， 本 节 所 讨论 的 隐 消 数 都 是 在 在 的 ， 
TERI. 

AFERE Fa, y) =0 WERE y= Sa), 有 

F[z,f(x)]za0. 

EAE E. pESI TU EE RW EXIMEÉIEEY: E: 
导数 。 TAE PLVS EHE ER B oS A Mi: 

Dii. 求 方程 zy 十 3x —5y—7 —0 RER ER y — fa) 的 
导数 . i 

解 方程 两 端 对 23 求 导数 ,由 复合 函数 的 求 导 法 则 (注意 ,# 是 
z BER TIO UN | 

(zy t3 —5y —7)' =0, 
MM 0, 
zy yd br iy — 

解 得 队 函 数 的 导数 y 0079. 

8J2. XR JE e" — og 确定 的 隐 函 数 3 一 f(z) 的 导数 . 

E 方程 两 端 对 x 求 导数 ,由 复合 函数 的 求 导 法 则 (注意 ,y 是 
z 的 函数 )}, 有 

ey! —y-r zy, 

Ai 388 ERE RO S 


y'= Y = = — y _ 
e'—r rye z(y—1l) 


例 3， 证 明 : 过 双 曲线 T, 1 ERG, vo 的 切线 方程 
是 
Tor hY 一 (2) 


79> 


证 明 首先 求 过 点 (ze YO v0 foi epxe b, 即 求 双 曲线 
Tax BUE ed y= f GO P3 SHOE 2, (s, imis. 
Nu -Qqy, PROP Lo 


M y 75 在 点 (zo, 加) 的 切线 斜率 kn , 从 而 , 切线 方程 是 


y Yo 2:28 (za) 


Zot Yoy £i ys 
或 u — b ga bv 
EA E (29, 39) XE HER LE, maž- 于 是 ,所 求 的 切线 方 
程 是 
207 Poy 
ALPE LI 


当 加 一 0 时 ,有 zy a. 过 双 曲 线 握 一 9 一 1 上 点 CE 0) 
的 切线 方程 是 z= t0, BAROR. 

例 4 证 明 : 据 物 线 ~v c. —a (0<<x<a) 上 任意 点 
的 切线 在 两 个 举 标 轴 上 截 距 的 和 和 靠 于 a. 

证 明 EHk E. TEX — 0 {xo yo BA An 十 gy 一 ^a. 
OR Hay Ex E S C0, yo TREE Ro hie EROR Se UL, 


(D dtd E Z= 改写 为 以 #y 2B ELSE S SER EE 
t= 十 EE, yeR. 
de : +, 
dy ut bt Dp by 4 an 
33 gm h o, RREA a ORRERA 0, FÈ H dli t TE ZR a 0) 
的 切线 方程 是 c da. 
* 180» 


1 Ll y-o dy —— f 4 
aSr tag! Rr 
PN . 
从 而 斜率 R— 一 V 到， 在 点 (zu 加) 的 切线 方程 是 


g—ph- Vs E 


它 在 2 轴 与 8 fh EU ERTEZUME mo tayo 与 加 二 wzogo .于 是 ， 
二 鹤 距 之 和 是 
Cot Boyo ) + (rot A Toya ) 
ay 2 ago Hyo = (Va Ng) = (va)? 
=g. 
求 茶 些 显 函 数 的 导数 , 直接 求 它 的 导数 比较 繁 珊 , 这 时 可 将 它 

itai AA, 用 隐 闭 数 求 导 法 则 求 其 导数 ,比较 简便 ， 将 显 函 数 化 
为 隐 国 数 常用 的 方 医 是 等 号 两 问 取 对 数 , 称 为 对 数 求 导 汪 。 


B5 RAR PENIEEET T 
解 。 等 号 两 端 取 对 数 ,有 


rs 


a 


Ing] «in = 二 lalz| 一 本 Inls 一 al 
ga a BR Be B5 oe E, 有 
y 021 1 1 x—20 


y 3 —3z—a 3x(r—a)’ 


;1  €$—2a 4/ r 
即 4 3z(zx—a)VN z—a 


(46. CREE ERE y= (070) 8 EC C, 8 5.2 9L 01). 
KR ”等 号 两 端 取 对 数 , 有 
ing=zinr 


` L 
求 导 数 Kotne], 
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ee MA dí o coms ms ro 


即 y —9y(Inz-F-1) —z*(lnz4- 1). 


二 、 参 数 方 程 求 导 法 则 


参数 方程 的 一 般 形 式 是 


z-—g(b, 
«is. 
MEA aste p 


SPr—e()5E y—g map, H.e'(t)750, 又 ?二 p(t) 存在 
BERE =p ir), WM yg JE cB) IBS, 即 
gy—40)t-o (2). 
£i e i ES EEER P IREEN, A 
dy dydt -1 7 一 -t 
ppa] = G) gy wy 


dr di dr 
这 就 是 参数 方程 的 求 导 公 式 , 

98V. RMA GH= E (s s) 的 切线 斜率 大 

解 LoA(- Ls ug DERE, AMSER 
PRESE 

b a ypt ) —b* 
sov or. FT VI 
Pi b 

则 k=y i04 


IT， 由 隐 国 数 求 导 法 ,有 
ret =0 或 y' CUwy 


a 
Ki 2-3 " 
-b 


IL RANCAREDA 
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w= cost, 
i Osctxim. 
g=bsint, 
a b x 
As yate 2. BROTEOR RUN 
" | (baint£)' m bcosd u b 
= (gcost)7 —asinf a ctt, 
AIl k= PA 


例 8.， 设 炮弹 的 弹头 初速 度 是 %， 谁 着 与 地 面 成 a 角 的 方向 
抛射 出 去 ， 求 在 时 刻 £o 时 弹头 的 运动 方向 (忽略 空气 阻力 ， 风 向 
FAR). 

解 已 知 弹 头 关 于 时 间 # 的 弹道 曲线 的 参数 方程 是 


" tol cosa, 


y= wot sina——, gt* » 


其 中 9 是 重力 加 速度 (常数 )， 由 参数 方程 的 求 导 法 ,有 


dy — Uysina—9i gt 
tg 
dr totoga fycosad 


设 在 时 刻 2, 弹头 的 运动 方向 与 地 面 的 夹 角 为 pA 
tgp-—tga— gto 


vycos" 


或 = arc te(tga— gt. ) 


focos 


练习 题 53 
1， 束 下 列 方程 确定 的 隐 函 数 的 导数 2: 
(1) ghe dpa, (2) b'zt b a'g! —afbt, 


3 sr 3 
(3) a* —3y T- 2a — 0, (4) iy —a?, 
. 783 


(5) z5--yf—3azg =D, (8) y= cos (ety), 


(7) aHa z—y-d4g—2, (8) sin (xg) —2, 
Z. WB EB RE. R FFA SERE 

MM LO£ ap 3 
{1} y=r J (2) = NECENSIL 


(3) y= Gd T4 zi)5. 

(4) y= (z—a) ^! (x—a5,)"1: ) "7, 
HR a0, 0,0, 0,,-,a8, MERR, 

3. aK FU £x fi fi RE) R: 

(0) z°+3ry- g? F1—0, E (2, — DD, 

(2) z*-azgy--2ag? —2a5, dE (a, a), 

(3) A/2z — £/ g =l 3E C4, D. 


4 REFIEREN fato Sul Es 


1 Jat 


I= "n X4 ————s 
t+1 i-i? 
(1) (2) T 
TED "uU 
MHI 1+4 
(3) jr acostt, "T MM, 
ty = bsin?£, g—bsn?t. 
5. Ri 


pos — sint), 
OÓg—a(1— eost), 


在 =FR NA. 


6. 证明: MARHE yma 与 到 = (a 5b 是 性 意 实 数 ) 构 成 
EX, MEK PERAR, ATE m RAAR EE RA 
EE. 

* * * * 


7T. dh BUR 后 = 六 的 表示 ， 则 曲线 可 化 为 以 极 角 作为 参数 
和 os 如， 
y= psin Ü- fif sint. 
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a 
A 
8， 应 用 第 ? 题 证 明 : 两 条 心脏 线 osalt cosh) 与 o—a(1— eost) TE 
变 虑 处 前 切线 垂直 . 
$5.4 # 分 


CLER AC y= SE eo RRE F), Gk 求 国 数 了 (z) 在 
点 zo 附近 一 点 z6 十 Az fg ERR f(zo 十 Az)， 常 党 是 很 难 求 得 
ftzo 十 Az) 的 精确 值 在 实际 应 用 中 ,只要 求 卓 了 (zo 十 Az) 的 近似 
值 也 就 角 用 了 ， 为 此 讨论 近似 计算 前 数值 了 {xo-FAz) 的 方法 ， 

因为 Ag — f (n, Az) — f Gro) R f (ro A) = f a) 十 Ag, 所 以 
只 要 能 近似 地 计算 山 Ag 即 可 .显然 ,Ay 是 Ar 的 函数 (如 图 5. 7). 

yfün 


图 5.7 


Ael XS Ar 的 简 使 的 菌 数 近 似 代替 Ay, 并 使 其 误差 满足 

雪 求 ， 在 所 有 关于 Az 的 国 数 中 , 一 次 函数 最 为 简便 ， 困 此 ,用 Az 

的 一 次 函数 AA CA 是 常数 ) 近似 代替 Ay， 所 产生 的 误差 是 Ay 一 

AAs: WME Ay—AAz-—o(Az)(Az—0), WAKA 数 4Ar 就 有 
特殊 的 意义 ， 

定义 车 函数 y 一 f(x) 在 xo 的 改变 量 Ag 与 自 变量 z 的 改变 

=a d85 = 


a pesimad radi s dil 


Ay = AAr--Lo(Ax), {1) 
其 中 4 是 与 Ax EXHAR, RAMT A xo 可 微 ，AAz Be 
BFE np RA 


dy 一 AAz 或 df(xy)— AAz. 
Adr 也 称 为 (1) RHR EEEE. “线性 "基因 为 4Az 是 Ar 的 
AAR. EE ERJ OO SAL URLA A 
Xo XXE EH, o (A2) I Ar XE ER E E. 

AORA R, Ay AA 或 Ago dy, Kc 
误差 是 o(Az). 

Din, 半径 为 + 的 图 面积 Qar 车 
半径 7 增 太 Ar( 自 变量 的 改变 量 ), 则 面积 
包 相 应 的 改变 量 A 名 就 是 以 了 与 ?二 Ar 为 图 5.8 
举 径 的 两 个 同心 加 之 间 的 略 环 面积 (如 图 5. 8), 即 

AQ= a(r tàr) — ar —2rrAr+ z (Ar) 


显然 ,AQ 的 线性 卡 要 部 分 是 2xrA7, 而 x (Ar)? 比 Ar 是 高 阶 无 穷 
小 { 当 Ar 一 0 II), BH n (Av)? — o(Ar). 
dQ-—2zrAr, AQ=dQ. 
它 的 几何 意义 是 ， 圆 环 的 而 积 近 似 等 于 以 半径 为 的 贺 周 长 为 底 
以 Ar 为 高 的 矩形 面积 . 
pe 

再 例如 ,半径 为 + 的 球 的 体积 了 = ers MUR o v HAER 

为 Ar 时 ,AV 是 (7 


EE! TTE RC 
AV = (rd Ar) gum 


=drr Art 4xr(An)? ie (Ar)*. 
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显然 ,AF 的 线性 主要 部 分 是 Aar Ar, 而 eran)" Er (Am? 比 
Ar J& frr 53 4] G8 Ar 一 0 时 ), HI 
Anr(Ar)* tr —0(ÁÀr). 


dV:4mrAr, AV dV. 

Ju ERE FOE xo BE fS HI dy AAT, MAER A= 下 面 
定理 的 必要 性 回答 了 这 个 问题 ; 

pi BEC qLHORGIUOE e A dL ACIECET 
GEA 

证 明 必 槛 性 (= 一 >) 设 国 数 aE z 可 微 , 即 

Ag — AAT TF o(Azx), 

其 中 4 是 与 Az 无 关 的 常数 ， 用 Ax 除 之 


Ay 209, 
ALAS 
DAE D 
有 lim AL— Ad dim oA Z= A, 


TEAR OE zo 可 导 , 且 A- f G9. 
充分 性 (< 一 ) 设 函数 f(z?) 在 xs nr SP, BD 


imar i Eo, 
或 = f'(a) Fa, a—0(35 Az0 IR. 


从 而 Ag — f! (zy) Az tr xAx — f' (x4) Àz t o(Az), 
其 中 f'GoAX i Ar 无 美的 常数,ofAz 比 Az 是 高 阶 无 旁 小 ,于 是 
函数 f(z) 在 zo 可 微 ，0 
定理 1 指出 ， 清 数 ¥ 二 了 (?) 在 x6 可 微 与 可 导 是 等 价 的 ， 并 且 
A-—f'(n)- TE, EB fO f£ zo 的 微分 
dy = f' (t) Az. 
< 1875 


aiun ber m Ey EDNA Tn E a e ey r — — os 


BO XN Ag —dy -hol Ar) —f' (zy) Az -Eo(Az). 

从 近似 计算 说 ,用 dy 近似 代替 Ay 有 两 点 好 人 处: Ddy 是 Az 的 
线性 阔 教 ,这 一 点 保卫 计算 简便 ; 2) Ay —dy — CA), XX — PHAR UE 
近代 程度 好 , 即 误差 比 Ar 是 高 阶 无 穷 小 ， 

从 几何 图 形 说 ， 如 图 5.9，PNM 是 曲线 8 二 f(x?) TE JR P (2s, 
TDR. 已 知 团 线 PM WEHE tgp f' Go. 


Ag = frot Ax) 一 下 (zz0 -QN, 


dy — f (a) hx — pA E A MN. 


BULL, dy— MN 是 曲线 y= fa TER PC 加) 的 团 线 PA A 
纵 坐 标的 改变 量 ， 因 此 ,用 dy 近似 代 赵 Ay. ut EHE AR P(xo, yo 
处 切线 的 纵 举 标 改变 量 MN 近似 代替 王 数 £60 的 改变 量 QN. 
QM -QN — MN - Ag—dy —o(Ax). 
由 微 分 定义 , 自 变 量 x 本 身 的 微分 是 

dr— (r)'Ar—MAzr, 
WATE? HMD d: 等 于 自 变 量 z 的 改变 量 Az. TE 42E 
自 变 量 时 ， 可 用 dz 代替 Ar. BR Wy —fQGOdEG HI WR Ldy LT 
写 为 

dg — f! (z)dz, 

» J88 


或 f (2) = 

MAR f(z) 的 导数 F O 等 于 函数 的 微分 dy 与 自 变量 的 微分 42 
的 商 ， 导 数 亦 称 微 商 就 源 十 此 ， 在 设 有 引入 微分 概念 之 前 ， 曾 用 
各 表示 导数 ,但 是 , 那 时 各 是 一 个 完整 符号 , MOT UR ROEL, 当 


引入 铂 分 概念 之 后 ,符号 得 才 具有 商 的 意义 . 


二 、 微 分 的 运算 法 则 和 公式 
已 知 可 徽 与 可 导 是 等 价 的 , BH. dy =g da. 
由 导数 的 运算 法 则 和 导数 公式 盯 相 应 地 得 到 微分 运算 法 出 各 
微分 公式 . 
EES u(r) f vce) a i M 
1) d[eu(z) ]-edu(o) , Eth c JE a. 
2) d[u(z) 3-e(2)] —du(z) X dv(z). 
8) dilufr) ovl) |-u(z)do(zx) | e(x)du(z). 
"ur ve(xrMu(r)—u(z)deo(r 
9 a] "te ore 
ik H.E UH B Aik A ERR, 
i-a] aeneae 
UT Gr) da —u(2) ov Cebir 
Lee 
(du) —u(2)do(v) 


TER EEADGAGE Y, dub Ac C Sc EE EB TES DEA 
dz, goi ABER SC rZ Aes 
l. g4-—c, dg —0,J45ip c 是 常数 . 
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4 gy-—a*,  dg-a"!nada. 
y=,  dy—e"*dz. 
5. g-—sint, dy 一 cosrdz. 
y = cosz, dy = — singir. 
yon dys zt 
yg—cigr, dy——— L dz. 
"in T 


6. g-arcsinz, dg de 


y-—arecosz, dy— 一 Ed 


y=arctgr,  dy— ped 


gy-arectgz, dg — dz. 


_] 
ira 
三 ， 微 分 在 近似 计算 上 的 应 用 


EAR y= fa E cot ih, M 
Ag — dy - a(Az). 
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Ag — f(zo-r Az) — fmi), dy = f' (to) Az, 
有 fto Aa) — f (09) =f (t) Ari olr), 
或 f Go T A2) = f (x) + f Gr) Ar-H o (Az). 
设 了 一 翅 十 AzyAz 一 2 一 z0 上 式 又 可 改写 为 
fis) — fn) + f' Gg (eto -o(z—2) 
或 fr} f (29) + f' Gn (r— 29). (2) 
ORRETARA 1(4) 的 近似 计算 公式 
特别 是 , 24 zw 一 0, 且 1z| 充 分 小 时 , (2) 式 就 是 
f(x) = f(0) + f' (0) e. 3) 
出 {3) 式 可 以 推 得 斤 个 常用 的 近似 公 式 {( 当 |z| 充 分 小 时 ): 


1) sinzzz, 2) tgzr, 


3) B^ 4) elta, 


5) In(1te)=r, — 8) VIEr~1+, 


EJ EXE SK ILD x EB. RA US — PEU SB VE BR 
CABE E Cx) — Tio, Bul 


1, 


f(0-—1, Fast lag 
由 公式 (3), 有 


reyna l 
fic 


Miami. 
例 1. 求 tg31” 的 近似 值 . 


SE ES Gig. [E0,—307,2—31?,17—27,— 1? —1s0 


fG)——— cos 000-7 


cos T” 


由 公式 《2) ,有 
= 1915 


NEL —— ER 


1 w 
^6 十- u 7. 
tg3] 1830 7 cos*30* 180 
p.n tg30*— — 20.517735 —1 eZ =<0.02327， 
AE: '  eos*30? 180 
有 tg31°=0.57735-+ 0.02327 =0.60062. 


tg31° 的 准确 值 是 0.6608606.- 
W2. 求 3131 与 34 的 近 位 值 . 


解 已 知 当 |z| 很 小 时 ,和 (1 二 as 14 于 ， 据 此 而 有 


练习 是 5.4 
L 3CP FUB EA: 
1 


(0) por- latens Q0 (2) g—z'sinz, 


G) yrs in (4) g— nima, 

(5) y—e?* eosbz, (8) g—aresins/ la, 

2. 求 下 列 消 数 在 指定 点 的 Ay 与 dy: . 

(1) y=" r, fi z—1, (2) g—25—-22—1,1€ 2-2, 


(3) g—« rtl, TE 20. 
3. HE, 当 |z| 关 分 小 时 ,有 下 列 近 似 公式 : 


i 1 
Ssinzer, terr, Til 
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et], In (14-2) 7 7. 
4. WEB 当 ]z| 充 分 小 ,a>0, n EHR AEA 


Aaa ape 
并 用 此 公式 , 求 下 列 各 数 的 近似 慎 : 
(1) 4/80, (2) q/ 100, (3) iy1000, 
5. NB de 近似 从 替 改 变量 Ay, 求 下 列 各 数 的 近似 值 : 
《1) A1. 62, (2) sin25*5, (3) s0551?, 


$5.5 高 阶 导 数 与 高 阶 微分 


一 高 阶 导 数 


EX AE OO SC BD REER C P CE 5 的 导数 ， 称 为 顺 
ef (Y TE x 的 二 阶 导 数 , 表 为 PI, B 
f") = lim (x AD Cf (2) . 


函数 f (d — Bir Se ERE f" (和) 在 zx 的 导数 , 称 为 函数 FG E 
r RERS RAP G. 一 般 情 况 , 国 数 F0 Ry n—1 BE SP ER 
数 在 4 的 导数 , 称 为 函数 FOOD dE mdi nBESER, XU P0, I 


二 阶 与 二 阶 以 上 的 导数 ,统称 为 济 阶 导数 .对 于 图 数 = f. 
的 高 阶 导数 和 2) £7 00, F0 GB EIER 
dy dy ,dy 
dx’ de” !o da 
Uto HB is zd BOR CER SO E 
8—8(£1), 
其 中 是 时 间 ,s 是 距离. 已 知 它 的 (一 阶 ) 导 数 是 物体 在 上 时刻 上 的 
We] uE HE ect), Bp 
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Dm e 


e(t)-—s'(t). 
现在 求 速 度 范 数 oR £ 的 导数 ， 比 值 
Av e(L EAD) —o(D).— s(t -tAL)~—s'(t) 
0 NS At 


At 
是 物体 在 Ac 时 间 内 的 平均 加 速 麻 ， 若 极限 


li Av = lim v HAL) —9(0) 
as 36 At bi Do At 


SETA S'Y 
At 


= lim 
存在 , 即 
v'(t)o s" (1). 
于 是 ,速度 六 让 在 时刻 t 的 导数 ， 即 运动 现 律 sCEFEISEÀM £ H9 — 
HER sUCO Roe I 6 的 加 速度 , 


fim, 已 知 自由 落体 的 运动 规律 是 s-lgth CES GEH XE 
E v(£) 55 HR BE a(t 分别 是 


(Set) oot 与 aOD-(i Sy =o, 


Bi EI RE Ede) DEREN Ag, MEIER, henw 
El HB PE P Ea E RE E iz. 

由 晃 数 的 高 阶 导 数 的 定义 ， 求 函数 的 ” 阶 导 数 就 是 接 求 导 法 
则 和 求 导 公 式 逐 阶 进行 % 次 . 

HL Raik £N XP. Sma ta teta A ABL 
导数 . - 

WE Phir) = aaor l+ (2— aua 7? H0. 

PG) —g2(n—1)agz* ?| (n—1) (n—22a,277* 
T0284. 

ARF. SMARA T Uo MIERA, PO B n Br 
导数 是 
* 1945 


PPD)-—n(&0—1)(n-—2)-2-1m —nta,. 
ifi PP D(z) = PP (r) = = 0. 
TE n 次 多 项 式 P(x) 的 % 阶 导数 是 常数 nes 高 于 % 阶 的 导数 
都 恒 为 0. 
B2. xk f(3) —e"*(a 是 常数 ) 的 有 阶 导 数 . 
BE f'(z)-ae',f'(z) = aten, e, f? (2) 一 res 
$33. R f(x) — sinr Bg m pis de. 


| REMO ETT TE sin(2 2), 
f(z) = cos(z+2)= sia(z+2-2), 


Fe) 一 cos(z ERE) sin(z+3. 插 }, 
fo?n- cos| s+ (n-04|- sin(z+ r5). 
例 4 Efa = corn 阶 导数 . 
解 f --—sinrz- sos(2- +2), 


fU œ sin(z+%)= cos(z+2-£), 


f" (a) = -sin(a 2-5) oos( 248-2), 
f^) - - sin] a+ (5—n0D—-— EG z. 
Bis. k f(D-—In(d t2 n rede, 
e F a) =y !, 


f'"e- Tata E 
+ 195* 


f" G)-1-2(0 4 2)^5, 


£48. 3: asare a EX EO NS n Drs. 
B Pasati, 
FG) = afai) (13-2)*77, 
f'"'(2)2x(a—1)(«—2) (LE x), 


TT 


fU )-—e«(x—1)(&—2)-[a—(n—1)](ü0 Tr a5*". 


二 ， 荣 布 尼 菊 公式 | 
3€ fe 1 0 eco P Tr ARE DR On in Br Sp RE I EXC. 
为 了 书写 简便 , Fri uG) 与 v(z) 简 写 为 vw 与 由 乘积 的 
导数 公式 ,有 
(ut) ' bs 


(uv)'' —u''v--2u'v' J- uv'', 


Gro)" zu" 'v--3u''v! --3u'v" E up''t. (1) 
TREI (DAA SRR TERI BÉ 35:27 2 0 
(u 4-9)? — u*v* 4- Bu*v J- 3uo* 4- uo? (=a —1). (2) 


XE (2) X FECI e Ere Cfi o" — o, uu), SESEASSURI 
换 成 积 , BIRER Al PSARISGECR PU ni RRAN 
ZEAR n kE RAN. 

定理 1 ducto Spir pR, HFE n B, M 


(up) ® 20940 p. Ou Do tO Dp e 


D efie) = fa MAA a o p RERE a 月 身 ， 
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" 
HORT ta'o D Onua = SO Cka Py, {3) 


Ek-2 


其 中 ci tO Do RED. (3) 335520 3 36 JE 3k AN SR. 
证 明 用 归纳 法 证 明 ， 当 = 1g, (3) 式 成 立 , 如 


(up) = > Ciy peto Ov Clu»! =u od up. 
k=0 


设 nm, (3) 式 成 立 , BD 


* 
(up) 09 5 BOR Pg 
E-0 


. ^ , 
则 u) D= 0) wy = (Ber em 
k50 
m 
一 Dolum pD] 
ESC 


" 
— > ORDUTE D g am +h] 
站 一 由 


m " 
一 > t Okui Dpi | > Chun uem 


k= k=0 
m ' l 
= > Ciu me do .| Sort ukt pD 
k-u K-1 
Tm 
mq Dea. SOs mrtg) 
k-i 


"m . 
十 OR u TE tipk) dup Cato 
&cl 


C kA DA m, FH ERR E—IBI ERE 1 m1. Bp 


mti 


"n 
> | Cham ten > stm hn) 
k-uü Ei 
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T 
myt 4 5 (Ohr Ch! yen e Dy d Fm D 
kel 


Tm 
1 E 
=y m pnl » Chou kti wet) puo] 


= 
mi 
= > Uh um ne, 
ko 


即 一 中 十 1 也 成 立 . 了 
例 1. y re 求 g^. 


MG 设 ue", o2z*, 
y= 2e", v! =2F, 
u =e, 9-2, 
asanes e"! -—0, 


yn — ett, 
et 3et eie AN A 
gén =ynp pOl utto HC ut vt 
— 22, gt». 5* 20.2 e? 2g 4190-2-02 
z 2965 (s? + 20x +95). 
£8. y=r cosz, sK 9C. 


第 ik u—coss, Bn utm e cos( 2n 5). 


p— 3, v! — 22, v'! 52, v" —Q. 
putet edo Aog 


En — a? eos z-90*- )-- Cio 2260s a--49: T 
y 2 2 


4 cioaeos(z+48. 号 ) 


- 
© C$+OS CR 
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= — cosz-D50.2z(—sinz) -1225.:2cosz 


= — a! cosz — lO0zsinz + 2450cosz, 
£09. 多项式 Paa) = = — —D" RA 35 1b EO n dx 

多 项 式 . PO) Pal 1). 
ME 将 Pa(z) 改 写 为 P,(#) — zs PUT dee 


dH u=(r4+1), v—(r—1)^ 
diz +1)}" net 1) 


E (r+) (x—1)". 


mr 
Ho =a(1—1)"-', 
Io 1)" —n(n—1)(z4-1)"- z^ 
Pe-D' aa) (917, 


T'ao” 2(2—1)-2(24-1), 


da 
PG SD" aa 126-1, 
Tol T 
To at. 
FOEAU EAR, 有 
P.) (ete Se 


(p 勒 让 楼 (Ltgendre 1752—1232) i [Il e E gf. 
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d D" d"'(r—10", 
TO da" | 


um TG" est GED GD"|. 


在 上 式 等 号 右 端 方 括号 中 ， 从 第 二 项 起 及 以 后 各 项 稳 包 含 着 因 趟 
将 一 DICIMUS 于 是 ， 

PD =a E D" D NE 
在 上 式 等 号 M ne PME 
因 式 2+1, r=— 1H}, T0, 于 是 ， 


PADS gi LO USED e| 
rz-l 


u^" —1. 


81(—2)"—(—1). 


"A 


高 阶 微分 
函数 y= 了 (3) 的 高 阶 微 分 的 定义 类 似 于 高 阶 导数 的 定 文 ， 
定义 衣 数 8= 了 (4) 的 微分 dy= f (x)iüx (dx 是 常数 ) 的 微分 ， 
Tic ER T f C) fi — Bp, deu duy. —RETE IR, EU f dg n— 1 
Braa -的 微分 , 称 为 阔 数 了 C2) 的 nn 阶 微分 , RA Uy. —Br 
入 及 二 阶 以 上 的 微分 ,统称 为 次 阶 微分 , 
根据 高 阶 微分 的 定 交 , 油 数 y= 了 (2) 的 各 阶 微分 是 
dy — f' (odz. 
d'y —d(dy) — d(f'(z)dz) = LF (x)dz l'da — f" (ejda. 
dy —d(d?g) —d Cf" (x)da?) — Lf'' (1)da* |'da 
— f" (2) da. 
-ERIE dydy) cd (o Gode) 
—[fo- (a) da?! d= f? (a)da^, 


[n 
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un dry=fm(z)dzr 或 了 (8) E (4) 

注 dr" = (dx)", drraltr*). 

在 高 阶 微分 概念 之 前 , 函数 y 一 f(z) 的 2 阶 导数 的 符号 了 
一 个 完整 的 符号 , 不 具有 商 的 意义 ， 在 高 阶 微分 概念 之 后 , dog 是 
函数 一 了 (x) 的 风 阶 微分 ， 由 (外 式 知 ， 国 数 y= 了 (z) 的 nn 阶 导数 
fO) ^ T1 ALES ym fO) BS Er dy 与 自 变 最 微分 zz 的 
a Jj da" "os. 

HOR, nU HUS d'y n ES f (2) 与 da^ 的 乘积 ， 于 
是 求 % 阶 微分 主要 就 是 求 阶 导数 ， 因 此 , 求 高 阶 微分 之 例 从 赂 . 


练习 题 5.5 
TI， 隶 下 列 阔 数 的 二 阶 导数 与 二 险 微 分 : 
(1) g— sinax 4 eosbz, (2) y—e"*-re7**, 
2o a*p4d oC amaret 67 
(3) V 7GXDS (4) y arci —,—. 
2. 3CFZIZ PRBERA RERO De GRE y- OB 
OD) +y srt, (3) y'—2pz, 
(3) -ayt =l, (4) gr 21Iny—z*. 
3， 求 下 列 函 数 的 nn 阶 导 数 : 
(1) g—ze7, i (2) yi 
(3) y—rsinz, (4) y= tz*d-223- 2) e^ *. 


4. WEH: AH gent Ü,.tT(C, 0, A, A BERLIN i ER 
g* — (EAD y rA Ay =. 
9. BLAn ert a* b», 证 明 ; 
(g— lnd y* —2()2—0. 
6. EXE =g (的 > 一 F2) 都 存在 二 阶 导 数 ， 求 复合 国 数 =g f] 
fa— Br 5s Xe, 
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本 


7. DG E Erap), sy d sg XT e 的 导数 公式 


dy dy /dr (t) 
des di/ di e) 


diy E iN d dy 2) do q'O)V^ DP DD. 
di! dade) WdE di di [g'Crt) ;* 


8. BEBE T 题 的 公式 ， 求 下 列 参 数 方程 的 二 阶 导数 


r=21—it, z= (tsini), 
2 
Q) b esr n 2) MM 


了 2 


9. VE n Rm 项 式 fin aane, ut deba. EA, APER 
Pa i 
为 


Ani 


f (2) =b, (a—a)*-4- b, Gr—a)* 1 p eds, 
则 5, uf 的 870,1, 20s ne f (2) f (2. 
10。 证 明 , 函数 


fü) dU 2f, 


s E-Ó, 
E z-0-4fdeRaEEIU 4E, H.f (0) —60,n—1,2,--. 
* * * + 
11. 证明; dE YE i n tA, 7 fO, EP aow WR 
srira =p TE yum FG ECR, EL 
vto T EA 
12. WEBB: ES P) E nk ERA, a 是 方程 fz) —0 ff k Ga) X IR 


f (a) =F (a) = 
19. Wr: 勒 让 德 多 项 式 
P.) 一 EDT LE -(gi—1)* 
ii E 


(à —25) P^, (z) — 2r P, Qr) -Hn at 3) Pr) 2-0. 
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第 六 章 ”微分 学 基本 定理 及 其 应 用 


导数 是 研究 函数 性 态 的 重要 工具 ， 仅 从 导数 概念 出 发 并 不 能 
充分 体现 这 种 工具 的 作用 ， 它 需要 建立 在 微分 学 的 基本 定理 的 基 
MEZ E 这些 基本 定理 统称 为 “中 信 定 理 ”. 


$6.1 rh fü x FH 


一 、 洛 尔 中 定理 

首先 给 出 极 值 概念 . 

定义 RAR JOEREI AEX E nE, HE t fy 
A eR U (o) CI, V&€U (13) € 

FODE) (G)mfGo, 

则 称 zo 是 国 数 f(x) BUARIADUR GREDA), Ta) 是 国 数 fO RAD 
Ebh). 

BU £5 BR EERROU UR (8, (EIS EO NAE SCPRIA R, 

BHA xo 必 在 区 间 了 的 内 部 ( 即 不 能 是 区 间 了 的 端点 ), fn) 
EHA f GO f LAE SS ER E FOE xo 的 某 个 舍 域 UCzo) ERI 
ES (a) 比较 而 言 的 , 因此 极 秆 是 一 个 局 部 概念 . 函数 72 在 区 间 工 
王 可 能 有 很 多 的 航 大 值 ( 或 授 小 值 ), 但 只 能 有 一 个 最 大 值 ( 如 果 存 
在 最 大 值 ) 和 一 个 最 小 值 (如 果 存 在 最 小 值 ), RAR fF GO TEC RT 了 
的 内 部 某 点 z。 取 最 大 值 (最 小 值 )， 则 r WERE fz) 的 极 大 点 
GRAND. 


T Rai Role 1652-1719) AER AE X. 
.2032» 


ET 7 Hp TO EE E 


LIO: MEUIUAOIG EEG E MET] IOE 
to [Ws B. zo 是 函数 f Ro BR 


F (29) — 0. 

几何 意 六 ”者 曲线 yf 
JE ER Gto, f 00 Tp E VIR, Hro 
是 它 的 极 值 点 ， 则 曲线 = 了 a) Bbosi 
1E ER (to, f (x9) M ER SE {T > i. 如 图 6. 1, x. 是 极 大 点 ,zs 是 极 小 
Ma BiR y= f ERA Mi, Fa 5 Malta 了 (Xs)) 的 切线 
都 平行 x ih, 

IES ”证明 是 极 大 点 的 情况 . [Mb iE RUE wo 是 极 小 点 的 情 
况 . 只 须 证 明 | 


F(t) = lim Fle) =E C) =0, 


， T fg a 
1E 1349437 ORA, 1.2: P LE: 
5k U(E CI, YEU (n), A 


fOo)m-fQ0D X fG)—jfGysx0. 


th CLA d HERB DR DRE tE 
当 zz 时 ,有 | 当 *<<xo 时 ,有 
f(2) — f (eo) <o, : f) — fE) g, 
E— To d X— fg 
从 而 ， : 


f. G9 = tim 62 09 co, pa) = lim REE) n, 
EAA FOE wo 可 导 , 有 
f) = Fele) f) =0. D 
洛 尔 定理 GRE GO MEKAR: 


OQ Weinii(Fermat 1601— 1665 AEN. 
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1) EME BCe, EAE anie; 


2) EFX MH Co, 5) l ;- fo 
$3) OSIO), 11 N À 
ME b) AEDE he 使 I i 


I 
1 
f'(c)z0 -amit Lo 


| b 
几何 意义 ”在 闭 区 间 [e, 5] 图 6.2 


上 有 连续 萄 线 y= 了 (z)， 上 曲线 上 每 一 点 都 存 在 切线 ， 在 闭 区 间 
Ca, 的 两 个 端点 a 与 5 的 函数 值 相等 ， 即 f(a) = 了 (5), Ai E 
至 少 有 一 点 ,过 该 点 的 切线 平行 z 轴 { 如 图 6. 2). 

证 类” 应 用 费 尔 马 定理 ， 只 须 证 明 , 函数 f(z) 在 (ag, 如 内 至 少 
存在 一 个 极 值 点 e, 

证 明 由 条 件 1) 3]83.2:E985, ERE FC TEPHEX Ca b] 
JC BM m GRECI M. REA PEPPER: 

dni Em- M, M DERREN, 于 是 ， 
VaC (a, b), 38 f' in In WE NOT Bokani, tk 


f'(c):-0. ab 一 - 
AUR m« M, 3), Roads — X [E] 6,8] 两 个 点 a 


与 的 函数 值 f(a) 与 了 (站 本 可 能 同时 一 个 是 最 大 值 一 个 是 最 小 
值 ， 因 此 函数 f(z) ERER a, 5) 内 至 少 存在 一 个 极 值 点 。( 如 
图 6.2)， 根 据 费 尔 马 定 埋 , 有 

f'(c) —0. i 


二 ， 拉 格 朗 日 人 定理 


拉 格 朗 日 定理 ” 若 函 数 ffz) 满 足下 列 条 件 ， 
1) ÆRE MCa, 0 连续 ; 
ND HEHEA Ca b) T 


P BHAHIH(Lagrange 1736~141 ERRER. 


+ 205. 


Coon M MEMAR E ee AAR et TTC dr mE a aa a moe am a 


fe JE IB Ca, b) Tg S8 Ab f A e, 使 
(0) = 101-10, a) 


几何 意义 ”如 图 6.3. 在 A4BP H, SO AO iga, 其 中 & 


ENR AB 与 4 Sine fn, n O0 — I0 ig pug p fG) 上 


TRA Ca, f(a) 与 Bb, fO fel x RR, CHER BL ERR BIS JL fSE 
ELE: AKEL, 01 E23 —dibSE HER, Hh Edk— ERU TE 
切线 , 则 曲线 上 至 少 存 在 一 点 W Ce, Fe))， 过 点 于 的 切线 平行 于 
Flik 4B. l 


m e3 


证 法 不 难看 到 ， 当 f(a) = 了 (5) 时 , 拉 格 朗 日 定理 就 成 为 洛 
尔 定理 ， 即 洛 尔 定理 是 拉 格 朗 日 定理 的 特殊 情况 ， 为 了 应 用 特 萄 
的 沿 尔 定理 证 明 一 般 的 拉 格 朗 日 定理 ， 需 要 作 一 个 辅助 冰 数 
pl), 使 它 满足 洛 尔 定理 的 条 件 ， 出 平面 解析 几何 知 ， 道 过 二 点 
4(a, 了 (0)) 5 BE, f (5) SER 3 fe CERO E 


f 


设 辅助 函数 9g() 是 函 " gn PTT ER M 
p) =J - fa) 4.109) 19) oa) |. 


RERE MDAA pO) UA m ik RERA. RAN y- 
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9 G) Bt S XH HETEC RC, 5709 — Aer ri EE] 6.3 的 虚线 ， 若 曲线 
y— pla) 上 一 点 (cp(c)) 的 切线 平行 于 fh, 则 曲线 和 二 f(s) 上 一 
点 (0, 1(c)) 的 团 线 就 平行 于 市 线 AB. 

证 明 HABRA 

woe fG) - 0 109 100 (y, 

可 知 函 数 Co) fia, 如 连续 ,在 (a,5) 可 导 , 又 有 p) e) 
—0, 根据 洛 尔 定理 , (E (0, 引 内 至 少 存在 一 点 c, lE e CO — 0, T 

eG fo) 109 P0. 


于 是 ， p'o m ft) -EO ao, 
(oy 9 fl) 
Ein Pe) 


因为 不 论 occhio, His EAO og, MAOR 
Xp ab mah 部 成 立 , BH 
ro) ED 
Pot 


或 fi) -fG0 = f'Co (b—a), cedros bli. 
Ej Jc€ (a, b) «— 307 (0,1), fE c— a ` 


式 也 当 写 为 — 0< 包 = A ,. 
天 (的 一 了 (ay 一 产 [Fe 十 中 (一 9 了 人寿 一 人 oael 
或 f (a 5) — f(a) — f'(a-F 85) - 5, 0«8«1. 


拉 格 朗 日 定理 是 微分 学 最 重要 的 定理 之 一 ， 也 称 微分 中 值 定 
理 ， 洗 是 沟通 函数 与 其 半数 之 闻 拘 桥梁 ， 是 应 用 导数 的 局 部 性 研 
完 函 数 整 体 性 的 重要 数学 工具 . 
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三 。 柯 西 定理 


HA pE FAR f(z) 与 9(?) 揣 是 下 列 条 件 : 

1) ÆRME ALe, 5 T £i 

2) 在 开 区 间 (a, 00 T 53,. H Va€ (a, D), A g'G 0, 
WE (o, 5) FS P TE (E — A o, 使 


ftc) _ fÆ) fla) (2) 
gc) gga) 


证 法 ”证 明 方 法 与 证 明 微 分 中 值 定理 相同 , A Pe eg BD ER e 
辅助 销 数 的 作法 是 将 证 微分 中 值 定理 时 的 辅助 函数 o Gre 
单个 字母 0,6,8 分 别 改 换 为 9(4),9(5),9(z), 即 辅助 函数 


PO)  f(z) —1(a) EEEO (5 (5) 9 (a)]. 


g(—9(a) 
Nas EAMEL) —g (00 2^0. 用 反 证 法 ,假设 9(5) —9 (0) 
—0, B a(b) =g (a). jk REM, Ela — j e; 


fi g'(c) 20, SEC WRT E 助力 


二 _ fŒ) -ia — 
F(z) =f(2)— f(a) POETIC Ca C) —g Ca) ]. 


QER g (b) —g (a) 0,88 BA F GO AA C A Ea GE, 辅助 国 
数 F(z) 在 [ob] 满足 洛 尔 定理 的 三 个 条 件 . 根据 洛 尔 定理 ， 在 
(a, 内 至 少 存在 一 点 t F'Co) 一 0。 而 


Fa) 2 f'(a) 10) — (8). 0, 


g (5) —g(a) 
(oy f'(oy HOT) jo) 
TA, FC) e f() T0905 go) -0, 
即 f() .f(0—f(0 g 


ge) $9g(b)—g(n ' 
不 难看 到 , 在 柯 西 中 值 定理 中 , 24 90D) 二 xz 时 ,9 (2) 1, g(a) 
—8,g(b) =b, WMD ARE 
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Bp gt y PEDE BUE RT Vu rb fe E ER RBS FESTE UL, 


EJ, f 

例 1. PARIER TTE, E Yrer, A f'(r) 0, 则 
VYxE7, 有/(2) CREO, Bl f GO E TERCER. 

证 明 EEH RE Hi or. K VaCI. 大 FR, ER fO) 在 
[252] [zc] 于 满足 微分 中 值 定理 的 条 件 ， 和 根据 微分 中 值 定 
理 , 有 

FCE) — f (9 = S'E) (z—m), E fg x 5 zo Z IRI, 
已 知 F(E) —0, 从 而 
£D —-f(Gmn)-0 或 fG)—f(z9. 
WE fle) =e, B] VrEZ, A fao. 

已 知 常数 国 数 的 导数 是 零 。 反 之 ， 例 1 指出， 导数 恒 为 零 的 
请 数 必 是 常数 函数 

推论 RYELEED, E SOES G), MYEL At- 
9 GL C M d CASE S. Í 

证 明 Yzer, AC Ega =f agem d£ A 1, 
有 

Fagan =C X fasg) +O, 
其 中 心 是 常数 ， 


ej 2. 证 明 ; arcsinz 十 arecosz 一 本 rc(—1,1). 


证 明 已 知 YzE( 一 1 ,有 


, 1 _ SM 
(arcsinz arc cost) Vic Ml 0. 
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Ei PT, aresin zd arccosc— C, do C Rt S. 
为 í BT Ax C, p 9, 有 


C = arcsin + arc cos0 一 号 ， 
D arc Sing t are cosz— 2. 
E 3. 证 明 ， 当 0 一 a< 时 ,有 不 等 起 
pi < aretgb— arc uoc . 


证 明  FREarcetgsdE[ e, b UE Boy rh EC EA AR E A 
aretgb— arctga (Carctgz)!] se (b—a) 


Zu ace b. 
而 ， 
b—a 一 
lb? ice i-a 
有 b-a A « aretgó— aretga c E? 7 


Ita 
MAL dE BRE fO E a D 50 3 U CO E, E adha E, H 


COA E Ke qe EN IOR opi 

证 明 VaCU(a), H asa, E FREE fO TEC u, x Ez. a] 

满足 微分 中 值 定理 的 条 件 ， 则 在 a gr 之 问 至 少 存在 一 点 co E 
[G0 10)... pito), 


25 xa kt, c.a. JA if, 
lu Fee) HOROA — = lim F 《cea » 


i EA dE, 有 lim fGo-lt,nm 
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NECEM 


由 导数 定义 知 ， ANE 
BIS. ARAFOT PRESS, XPfiGo T. 


n 则 在 (4; b) fa EA ee — e, b f' Ce) 示例 v " 
ri MESE fD LSLE Ga FLO EE E T 
证 ). 
| BAOLCLSMO 
GRUAS F=f ue, JH FG -fO-n. 
gi FO SFD a< 与 PL) — fi (D — 80, 
| FN F(a) 


E Fi (a) lim TAL «0 
与 F! (b) = lim FOE >0 
Em iR SHE, 
3zeC€(a,b), 使 F2 — FD o, 
zya 
从 而 F(2,) — F(2) «0 或 oFG)-«F(ía). 


Jda,C(a,b), 使 Tp FD o, 
z 


un ro kD 
E, Fet OARDE- Ahi, RER REEN, 
有 
|. . F(e)—f(e-u-0, Hpf(eo-m. 
例 5 38H, DC ATRN ORATIE RATERS OE 


D 因为 函数 Fis Aie bl E, RE PODTE[a 5) Eo M. HT Eror 
Etm, 5,8 Fi Fia) 5r xoc FU. Am s FOE Dp ETE 在 一 个 被 
n e. 

-211° 


EENH He URLE o. RAAE Ei eT 


* 
QA 


is 
ja TAARN, f Red HUS fefc. Wie. TAH P OD 
DEAR- RREAN, FAR P GO BUR EB EO, REA 


第 二 类 间断 点 ， 这 是 导 函 数 的 一 个 重要 性 质 . 


练习 题 6.3 

1. EH: ERE für) (0—1) G—2) G—3) 3E [C I8] (3, DA 至 少 痉 在 一 
JA é, fit f" (E) — 

323， 举例 说 明 ; 01) 在 说 汞 定理 中 ,三 个 条 术 有 一 个 不 成 立 ， 定 理 的 结论 
就 可 能 不 万 立 ，{2) 存 次 尔 定 列 中 , 梗 好 数 为 零 的 点 不 是 唯一 的 . 

C3. 证 明 : EHE etaan it epa, =t RER ro 则 方程 
nar J- (8 —1)a 2975-4 a, 10 

DEEST mm 的 正 根 . 

4. WEB; 7; Ra —33 Re—0 TED SECO, 2) PE CAE APT Fl fO CE, { 提 

反 证 法 } 

Qo 证明: EAE fO p, Bf -0, If GT, WIfGO]«izl, 
rÆ 

6. EBF ER JOTE E Tim f) - EA 

Jim [fit ft) j= 

7. WB waE 民 有关 (的 一 G 则 f(x) marth. 

S EN R Ea bE, Ei) a E fa 之 f 6), 则 在 
(a, 10 AE bE SA e, [E f^ (0) 2-0. 

S wA PAREA: 

(1) | &nz—singlzz|iz—yl, 


1 4) —Inzcli 
(22 zr (z+ 1) hrca , zT, 


(3) ag?^! (æg) Ty) dl, Ny 


apu Enn nz sina SUA, gga dndn, 


Ka 一 多 


"e Ug) >be 


COLI 
* 212-7 


10. RE 


a) ete g 


(2) 2arctgr are sin -—z5gnz, |r| Z1. 


1 F 1 

11， 证 明 ; ARA fr) YE(Qn, 4c co) 可 导 ;, 月 Va€ (o, 3-00) , HL Gn x 
并 ,其 中 型 是 常数 , 则 GE QI, 3 00) SK i HR. 

12. WEMA Vs,ycR, Ife — fanis M(i—)D*, 共 中 型 是 常数 。 
LEIOER ITI 

13， 证 明 : 营 函 数 f(z) 在 [0, 外 可 导 ,于 (2) 单调 增加 ,及 了 (0) 一 0， 则 函 
3c C ge (o, o) 也 音调 增加 ， 


EH SAM [GO dE n, 连续 , 旦 Va€ (2, —0, 2 oH f; Vz€ 
ETE OVE (2) 5-0, RI] a JE fF me qua. 


* * * * 


15. WD esp AEH HEO, Cor cp n, Ca RUE Rc MUERE 


Cott, aterpe eLa" = 
3E (0, DARDA — AKH. 
16. VEHI; HERE fo) fE (o, Hoo) 可 导 , 且 VaC (a, +00), 有 | 六 四 < 
M.M 是 常数 , 别 


z3 4m 


17. EN: S n ASRA S EA ntl 个 零点 GDJ E PG)-ONM 
SE HO, 则 P Gr) 0. 
18. EM: ERES fO EO, Fo "ER, Ho 
lim f (22 = lim fa) 
Vill E Ca, 十 599) 内 至 少 存 在 一 点 o, tE F (0) — 0. 
19. EH: 车 函数 f EDa,5]n[ 5 (0 25) , Wi| 了 cf (a, b), f 
f) 一 Ta =f (0) m. 
并 用 此 结果 证 明 
Hance E —1) =]lnf (£-0» 
*215* 


I —— dd 


dick. BOROSRIEPRAÁOESM  GRoü) -inz 后 者 取 e=, 
q—1,5—40 t . . 
20。 让 明 ; 营 函数 PG 在 [0, 1] S W 3& 0, D, tE 
f'() —2£E FO — £00]. 
ENETIETISICESMNGET A UIODLIS 1 MARNICES 
fJ) 0, (6020, RB acecb, Wig. 0 AEDE E, 使 让 {i 
x... 


22. WEBH: E ER fite Ta, DIETE S B Fa 一 六 =0, 则 
HE (a, 5) AE TE ER ev dl 


IP o lagi OA 


(om traa 27 e cae cem) 


23. uH: 若 国 数 fü) dE[O, TT9T 5e, H. £00) 0, Vs€[0, 1], ALF æ 
x £021, Wl fir) —0, 2€[0, 1]. 

24. EH ERS JOER YE VaER, |] GO 16, TL A1, MA TE 
EDRED s, i faex 


$6.2 i&LEX EU 
- im 
约定 用 “0" 表 示 无 穷 小 ， 用 “co” RREAK. CARTES 
小 之 比 生 或 两 个 无 穷 大 之 比 空 可 能 有 各 种 不 同 的 情况 。 因 此， 六 
所 或 习 形 式 的 极限 都 要 根据 函数 的 不 同业 型 选用 相应 的 方法 ， 沙 
尼 达 法 划 是 求 -或 习 形 式 的 极限 的 简便 方法 、 


全 BIO Hospital 18815-1704) EE 3 E Se. 
214 * 


c2 


个 与 全 都 称 为 待定 型 约定 用 UI" 表示 以 1 ARRERA 


数 ， 待 定型 还 有 五 种 : 
oo 


G ù ~ 
0-20, 1%, 0%, cO", Oc, — cos. 


这 五 种 待定 型 都 可 化 为 了 mo NEEN, H 


0 Q co on 

Q.co— ——— wx poe 7x — 
1 o X a^ 
oo 0 


| ool en sem 

A d. 
Y ,— o=] 1 99 90 0 
1 1 u P H 0 

cO, cc CO.00, 


BIRAU TI， 车 函数 fOD 与 (4) 满足 下 多 条 往 : 


D 在 a ERLER, HL (2) 250; 
2)lim /(x) C0 与 lim p(z) —0; 


了 
3) lim ggh 


Y 


ofG) Q4 f) 
则 limpi) ^im) 


- ”证 法 证 图 洛 比 达 法 别 要 找到 两 个 消 数 之 比 与 这 两 个 函数 的 
导数 之 比 之 间 的 联系 ， 杷 西 中 值 定型 正 是 实现 这 种 联系 的 纽带 . 

ATERS SO 53 eG). 在 a Wig fI 西 中 信 定 理 的 条 件 , ERR 
Fai pO fea EJI. ATRAE REN, BLOG TA TEL ER 


d 163 f o 的 极限 与 函数 C0) 53 p Co E a EO XS. 


i. 


a 215^ 


证 明 FAR (2 53 ea fE a 作 连 续 开拓, 即 设 
(f(x), Za, folir), 24a, 


lo, 2— gg. quG)— lo, rg. 


fx) = 


Vz€ Ü(a). 在 以 wz 与 5 为 端点 的 区 间 上 函数 方 (z) 与 w GO IR 
足 柯 西 中 值 定理 的 条 件 , 则 在 x 与 a 之 向 至 少 存在 一 点 o, 使 
fO) —fi0 0 fiCo) 
qi(z)— gia) pi (e) 
En f 6D -e(0)-0, Vxza, 4 FG) — 100, eG) 9G, 
fi -fQG,e (e) (o). Mifi, 


F Fle 
pir) pey 
RA e YE x ga ZR, FRELS xa hi, A c8, 由 条 件 3), 有 
nO unf PO y 


i —i-li A. 
zar) — cam (c) zaa P (z) 


洛 比 达 法 则 2. AAR Sa eE PAR 
1) 3470, 1g (— 02, —A) 5 (A, t o0) RESP, E (2) 750; 
2) limf(z) 20 5 limg(r)-0; 


3) lim; cl, 


m im lim 一 


EE REDE XS UE := 二 ,就 将 :>oo 换 成 >0. 于 是 ， 
auti) (省 ) 在 y=0 tantis oS E dts 
达 法 则 1 aT ERR ESSA M 2. 

证 明 d fy a—»co«—y—0. Miis 


216 * 


fo 7 NO 


mg) 一 "(d ) 


其 中 im 所 于 ) 一 0 与 img " 根据 洛 比 达 法 则 1, 有 


D o RA) 


limt gi 


LEN: e(z) mpi 22H m X-A) 
HE , 
- E tele 
y 
ü NECI ENIM 


sept) zaop (a) 
应 用 洛 比 达 法 则 ， WERDE, 的 待定 型 ， 这 时 只 


is fG) 5 gt) — —MÁ 


De geo) Ar). m 
fG) PO) fr) 
im pix) "UL (=) HON a) ^ 
一 般 情况 , E 
NCC. fon (e) 


Quem Gy Pet) Um game) 
都 是 了 的 待定 型 ， bM pD (a) WE HE EGER 
IS E (eU BRUN 7 eto -存在 )， 则 


"217-5 


i P: 


lim ui 2 —]lim f) lim f" (2) 
t zap 7 gie p(x) PEE pU (x) 
& x Ee 
Pii. REER jim Eor a0, b >00) ($) 
T2 
解 ” 击 沙 比 法 法 则 1, 有 
dimto—9 qu EEY a*lna —b? Inh 
sa m 4m oup cm i . 
— Ina— Inb — 1n 5 
w 
goare tgr 0 
E RRR lim . (2 
THEO - 了 0 
sin— 
z 
- tgr 1 
arc 
ER lim 2 = lim -一 
rro gin— Pte pcos- 
a? 1 
= lim z —]1. 
zapol FF cost 


p. 求 极限 lim 


sing—£cosz 


sing ( 


Ru sinz—zrcosxX (sinz—zeosz)' 
im — — —lim- 
nme sin*a n (sin? a)! ， 
xsin g 
=lim z =lim 
20 3sin Xcosr limz T oo 
"EC 1 
lim im = 二, 
z45 (3sinzcosz)' i403(cos?r— sin?z) 3 
e*— p * —2x 0 
4. sk lim - — 
例 4， 求 极限 im ——sinz G 
. eï”—e`*— 2r . . ef e-*—2 Q 
f lim : — lim 
z+) sing z+ l— cost 0 


— li ge 0 
7 ED sing 0 


et p 
— lim: LE og, 
rep COSE 


=, T 
洛 比 达 法 则 3， 若 函数 f 与 p(o) 满 足下 列 条 件 ， 
1) Ea HERDER U (a) 训导。 是 9'(2) 205 


2) limp(z)—co, limf(z)—co; 
TG r e 


t 


of 
D oHm 
mO int O. 
MoO PO lime) U 


OA ”只 证 明 z~>e- 情 况 。 间 法 可 证 z->at 情况 . 
由 条 件 3),Ye>0, 32€ (a), Yé; zi<E<<a 有 


PD 1 
P's) 


取 定 4，YzE(z1, a), 函数 f(z) 与 w(x) 在 区 间 [z1, <] 满 足 柯 西 中 
值 定理 的 条 件 ,根据 柯 西 中 值 定理 , 3cE (zi, 2), A 


fm) 一 rs _ fle) 
e(r)—e(QGD (e) 


«e. (1) 


fæ)— Fa) — , f) 
* TOETAN w( b Wer. 


用 eG) —o(038 Ex S5 messo 
fG)—f(GpD —I[g(2) 9(2)] 


=| y 
= | 到 多 一 :re 一 po] 


e219* 


"——————— a A O oe a e a 


或 
fG) —Ie(n = T) — 1 |teco eG) Lf G0 — 03. 
对 上 式 再 除 以 eG), 36 


f) fce) ] eo] | fixo — Uo (x) 
v 一 一 £ ro ar eG) |+ "P 
由 条 件 2, C, 是 常数 ) 
e) Qo fGO-—igp(z) 
Jim coU lim ele 
从 而 ， 对 上 述 的 670, mms Var ma<z<cey 同 时 有 ) 
en) . MGO — pn) ` 
Hw |< 5 | v) |«e. 


(2) 


=0. 


有 由 于 6; r ecr, E r ceca 出 (1) 式 ,有 
"EC 


BHON 
于 是 ,由 (2) 式 , Yr nerca 有 


ijs «fo -i|.(ie | ge? |) £e» —ipg(n) 


E. 


pir) p (e) er) e) —— 
—e(1-4-1)-re-3e, 
of) 
T mg) C 
; fo) 
同 法 可 证 ， lim) c! 
于 是 ， 
lim f») tim, Cr, t 


zaa P) e or i 
ER EE iM 3 中 , 将 ra 换 成 x 一 oo ia, EAA E 
3R 2 的 证 法 相同 . 


例 5 求 极限 limte (2) 


:OItg3z . 
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illic seuil 3 ,有 


lim-tE* =li iter)” 
= 和 LEB32 - tgar)” 


1 
—lm costr Al cos?3z (2) 
z> 3 Las cos?a 0 
"cos?*8x 2 
=iim 一 Seosszsin3z o sinees /0 
zas —beoszsing ^ asini 0 
3 2 
=li 6eos6z  —8 3 
"P3eosEr (—2 79 


例 e. RER lim g (a2-0). (S 


le 


i 
- 


解 


,nr 1 
lim —7 = lim — = lim —i 70. 
Tec T zu OD $T 


gi 7. RER lim 所 (a>1,a>0), (S) 
* 


lim 27 — lim acto 
zu rw G'lng 
对 常数 a1, IEN, 使 n—l-axn(a—nz0), E/$,4 73: E. 
EREM 3 , 直到 第 次 ,有 


Jim T li ert 
— — hm ——— = 
reto" syret lng 


x caci, 


<, 47-1. 


Qo ACRI) (x —n-E 1) 2775 
im 一 一 
23ta a* (ina)* 


Pe 与 例 ? i551, Va, 9 六 1 当 qoo 时 ， XHICES fi 1n z, 


* 221» 


TAR a". ERAR A 都 是 正光 穷 大 .这 三 个 畏 数 比较 ,指数 函 
数 增 长 最 快 , ARUZ A RAON R. 


三 ， 其 它 待定 型 
1. Q. co EU 
$i 8， 求 极限 lim rloaz. (0 ca) 
r-uü* 
1. 
1 
解  limzinz— lim TP dim cL 
r0" z-cU* t sso l 
z a 


= lim (—2)—0. 
rcü* 


例 9 , 求 极 限 lim zln( 2 二 ) (a0). (oo :0) 


" sa " ln (E 2) 


E lim zln z— 


m F -— 
: E 
Ka — 2a 
. +a (ra . 2az? 
= lim - E = ]im-—4—-,--— 2. 
LET 1l ze 48 
3 


z 
2. l"Hi 
pi 10. gentis 1 二 于) (n B. a°) 


M lim{(1+— zy = lime?!” C "em 


Ped iue 


其 中 limzln( 1 Z) lim 
EI x 


z222» 


—lim 一 -一 IU lim: m —m, 
Ye 一 -二 vp PR 
gT x 
m r 
有 in(1-- 9.) —lime*'(* "2)— gn, 
Ls dns Ea PETS 


T l af lu, t g? 1 
f 11. 求 极限 Lin( 二 UR i (1*) 


(a,7-0, i= 1, 2, 人。 


解 L ai taz 十 "小 Gu B li Ia (gitat etat) 
acd 52 = me n 3 
p +0 
. 1 ai tait eat 
FR 中 lim —]n 一 -一 一” . 
z2n T nu 


zc z 


yu In E ad tetat) — Inn (2) 
— llm 0 


aling, t a$1m as 4- rana, 


= lim- 
z0 ai as bas 
lng, T In agb ** 126, 


"n 


1 
Un ln (a, a52,) — In M, Us ys 


. fatto ta Ne TR aed. a 
有 dau ye aa, 


r-cü 


3. eo^ 型 


Bp 12， 求 极限 m zz. — (co) 


1 1 
a x . -inx 
ME lim a^— lime? ; 
FESTE ze 
ES 
inr a 
EB lim Inz — lim =] =0, 

raro rato 5 "rev 


223 * 


1 
有 lim xz = 0 1, 
Tt 
d, 0a 
例 13. RER lim (tga)"7* , (09) 


解 lim (tgp = lim e*l»r15tzs, 
zc zc 


latgr 
其 中 Jim sin zlntgr— lim mgr 
+0° 3 1 
sing 
1 
.. igrcos"r . o —sinz 
= lim Ë -= lim 一 -3 一- 一作。 
230: COST gapt 008 Z 
sinr 
有 lim (tgp) — e" —1. 
Tvb0* 


9. 如 一 局 型 


Bj l. 求 极限 lim( 一 au (0o —o9) 


» (二 MOE al l E E (2) 
liv inz zd mr 0 
1—4 
lim- lim l (2) 
zl luz-- z—1 zci &lur-z—1 Ü 
a 
1 1 


—lmmzdidl 2" 


从 上 述 的 例题 看 到 , 洛 比 达 法 则 是 求 待定 型 极限 的 有 力 工具 . 
WPILEIU, BUOSANIDA 9 CU-HR NA 
z lim JU yate, B 
lim ÉK Cate tent, 而 极限 - E 

EX 


a) 
EUM 


m 


.224* 


z+ sing 


lim ———-. 
fO t 
20 (rd sinz)' Qo lo eosm 
BRUM GU M a TEE ER 
lim z+ sing __ lim (ise 一 二 
d pn Er 


Ang d. 


1l. R TFARR: 
{1} lim ee d 


xp INT 


z—arc sing 
siniz ^? 


mll +4) 


lim -一 一 二 
2-2. Areetga * 


(3) lim 


xz 


(5) 


Insinsr 
Tnsinz? 


(7) lim 


x0" 


L 
lim r/e* —1), 


atm 


(1) lim (se) 


(9) 


练习 题 6.2 


(2) lim SE 


vact- sing’ 


L 


Inainz 
O en — da) 


zigr 


(6) NI 


(8) lim (11 —2) tM, 


—1 -二 让 


(22) lim( cos £Y, 


ciù) lim (7 


xl 


xn* x 
(13) iim (tgz)s7*, (14) lim gr, 
zn. xa 
o 
(15) lim (etgz)!**, 
PETI 
2. E: H f^ Geo Ee, 则 
Flath —2f eth -- f 
n ROTE, prp. 
* * * * 
$. fas ohai, RR 
. fsin3x 
lim( s tab). 


. 225». 


4. ja c 耿 和 何 值 ,有 极限 
lim (zy -a 
5. GET PUB JEJE LU HF AA BEN A E EIS BS RIT 
1 


z? sin — 


Ed 
(D Tim az e rm 


p*-—pnp'r 
tpe t 

6. H EBR fE +o 有 界 与 可 时 ， 日 lim 三 (四 一 总 Wi 
b—0. 


$6.3 PTAA 
—, FHAR 
在 初等 函数 中 ， 多 项 式 是 其 简单 的 函数 ， 因 为 多 项 式 荔 数 的 
运算 只 有 其 . 减 . 乘 三 种 运算 ， 如 果 能 将 有 名 分 式 国 数 ， 特 别 基 无 
HARFER AS TAAA IRE, MRENA 
要 求 ,显然 , AHAA Pe d 9 UE STEP ERCRC FB IE CLEE RICHIE ORE EE 
义 ， 那 么 一 个 函数 具有 什么 条 件 才 能 用 SAAREEN? 
这 个 多 项 式 阔 数 的 种 项 系数 与 这 个 冰 数 有 什么 关系 电 ? 用 名 项 式 
ARTERE 7C eg e OE SCELERE 
E Aiie e Eg); 
P= m textat? 4- e a". 
由 练习 题 5.5 第 9 题 , AR CIA (Gr 0 a eO ARR A): 
P(r) =b tb (x—a) + b;(z—a)? ite rb, e—a)", 
其 中 be P ， k—0,1,-,n. PC (a)—P(a). 


或 P(x)—P(a) 十 Ploca a)- -— G-—a)*-T 


HL ON EA 
*"! 


D 泰勒 (B.Taylor1685 一 1731) 英 国 数学 家 。 
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BUILT RL, JE n A sl POO GE Go SERO, "E 
k 
每 项 的 系数 be MEIRAS P GONE oe, i 6. - 7 (2, 


A EE — IP BRL É GO) (不 一 定 是 多 项 式 隙 数 )、 只 要 羡 数 fz) 
在 a 存在 阶 导 数 , 总 能 形式 地 写 出 一 个 相 主 的 = 次 多 项 式 


T, (2) =la) LO + a ay s 
HET a, 


fU ER t f C dk a fh m XH Sm 
将 图 数 ffz) RE EDSR T (OAA, 天 为 
到 (好 一 (的 一 Pa(z) 或 fG)— T.G) e Ba). 
RR,(z) 称 为 函数 f(z) 在 4 的 1 次 率 勒 作 项 ,简称 泰勒 余 项 . 

CT BHE dE) dp kz 近似 代替 函数 AGO. Hoe 
JRR,G)BMUR Ci PERS RUE SU), XC BEES EERI. 36 
-FOR.G) [f Vel FECIT TEREA: 

定理 1， (PAED AX J(e) 在 存在 也 导数 D， 则 
YEU la), A 

fi) =Tal) Fol (z—a)*7, (1) 


其 中 T, G) f (0) TH aa) d EAE e at 
APO ua) 
n 
HE.(z)—o[(z--a)"](z—a), 8] E.( EEG G-a" aE 


(b IOREL MRM li 2 5/7 70 c pios) dee, Ag foci) 
在 (9) 在 在 , 且 在 4 dk. EU f OOE UEMA P^ PORE CO 可 导 
Gu AEHO, HERET. P Cao 存在 意味 着 : 

D fecnG ft Bt 存在 ,日 在 6 连续. 

2) 上 在 (ea 可 导 . 


» 2273 


i ee a m o nem n 


zy. 
(0) UBI OE s (展开 ) 的 泰勒 公式 ， 
证 法 ”由 高 踢 无 穷 小 的 定义 , 只 人 须 证 明 


Mee le Goa 
这 是 的 待定 型 ,应 用 za 一 1 次 治 比 达 法 则 . 
证 明 B.G)— f (2) 一 和 oz) 
=f (a) -|re FO - ao 


+ OD Guys | 
at 


Q. 


R2) f ()— [re (PO aya 


f" (a) " 
+E Gon a 


R12) = f" (3) — n (a) II ea) pe 


f? (a) "|. 
MS -21 (z—a) 


oiaren jeo) tm 
R Pa) =F D (gy) 一 [r "(D+ di. Feo 


.一 {对 密 不 能 再 求 导数 ) "— "dq 
RO-D (DAR (aa) GEN) 都 是 无 穷 小 ， 于 是 ， 肉 洛 比 过 法 
则 ,有 

Ry Cr) RY (x) 


. li Ra) li —— M, LI ji am 一 一 -一 
sa ed plara) i ran) (ra 


REDO gu fto) 0) eg] 


—lim- 二 一 -lim 
一 z—au 


€. 228 * 


—ltf*(a)—f(2)1-0. D 
特别 是 , 24 a—0 HORN f(z) 在 0 存在 4 阶 导数 )，(1) 式 是 
fid =f) Pf " xl E O gatol), 

称 为 马克 劳 林 公 式 . 

定理 1 给 出 的 余 项 已 (ze) 一 o (一 a)"] 称 为 皮 亚 诺 祭 项 ， 皮 
亚 诺 余 项 o[(z 一 4)"] 只 是 给 出 余 项 (或 误差 ) 的 定性 描述 ， 它 不 能 
估算 余 项 (或 训 差 )R,(z) 的 数值 ， 因 此 还 要 进一步 给 出 余 项 R(x) 
的 定量 公式 . 

定理 2. RAPED AER SOE UE R+ 
SH, VEU (a), 函数 GOTEC a 与 为 端点 的 闲 区 闻 7 连续 ,在 
KAEA, A G (22250, ML a 与 z 之 间 至 少 存在 一 点 e ,使 

fG)— fG) UD (a a) e UD a aya 


PO ay tE (ea) —6()1. 


(2) 


ÍT GO) 0n 


_ f£7* (e) a 
其 中 BG) CT —eGCz) — G(a) ]. 


ERE “应 用 柯 西 中 值 定理 ， 
证 明 VYtEz 设 (将 # 次 秦 朝 多 项 式 Tae) PH a E, 


FG) f() HO. Gi e EX Gays 
FT OD c tys, 
n! 
而 TO OT e 


一 一 一 一 


FOGD ,— aua. -£ (2) n- 
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fts a 
dap e- t) 
L feto) (z—1)*. 

nt 


不 难看 到 , 函数 POO 与 GOD TEDOECIRL £ 3E 28. ERE BERT 
E, H GCD 0, lE RT Vp CE IO A UE, 根据 柯 西 中 值 定理 , 在 
a 与 + 之 闻 至 少 存 在 一 点 c, 使 

Pa)— Pe) P(e) fN(e oya, 


G(x)— Gla) G'(c) note) 


_ LIU Ce) " 
或 F(z)— F(a) Ge) (z—c)"[ GG) —G(a) ]. (3) 


已 知 F(x) =f), 


FG) - fG0 4 EC. qoa) c PO aan, 


将 它们 代入 (3 式 之 中 , 移 项 ,有 
fF) m FG T 003 a a) +E a aye 


fo) ay ÉTICO PR 
十 "T (x—a) aG le) (x —ec)'[G(a)--G(a) ], 


QfUUDGO) " 
其 中 Haz): WT (—e[Gz)—G(am]. 0 


由 于 说 数 G( 如 是 任意 的 ，(2) 式 中 的 余 项 RLGO Rx 2g; — RE 
的 .今后 上 要 应 用 GOAIE i: 

—3. HC GOD = a0), 它 注 是 定理 2 的 条 件 , 有 

G'CD — atl) (t), GG) —-0; G(a)-(z—a)"". 
将 它们 代入 RC) UH 


Ra) O (aait, 6 在 与 ?之 间 ， 
称 为 拉 格 朗 日 余 项 ， 带 有 拉 格 朗 日 从 项 的 泰勒 公式 与 马克 劳 林 公 
式 分 别 是 
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fier) = fa) P» (2-0) PO (r—2a)?- ee 


nd KOTE a)* im (ra), 


c 在 4 与 + 之 闻 . (4) 
S f=/ tt 


p F O) aa fe DP ie) qt 
a 7 are CEOs ZA 


Dl Bife kath =at), MAA RRR H REY A6 0 
公式 (全 是 如 下 形式 : 


fath) = £0) 1H EOD st O 


(n intl L 
L£ Oan 3 : . f DI ah) i, 00-1. 


二 是 , 取 GO)-c-—i, bM EGER ARIES 
G'(t)-—1, G(z) 20, G(a)ez-a. ` 
将 它 站 代入 R.CO t EM 
R(= 17 € (o e) 4), eia Sa zh, 
KLAER 带 有 柯 西 余 项 的 马克 劳 林 公 式 是 
"f6) FO ED + 


fO (0, an ITI a gy, 


ni 
Q«c «1. 


LAE LI JGUES EI. 
BAJI CI I AE 5E ERE RE RC IA RC 
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L ftw) = er, 
已 知 了 (2) Ce PT (0-1. Bb E IB AD A 
=t ti PU eT Pet 0ccl. 


Tare 
2. Ha sina. 
已 知 Jo(z) 一 sin(zTa 李 ) 
9) si t I n BARI n 2k, 
2 U-D'  % 是 奇数 ,2 二 2k 二 1. 


FO — 0, f'(0) — 1, f" (0) =0, 了 "(0) 2 —i,-, EUnfkik "0, 
1, 0, um HSR, Wt &—2k, 有 


sing = sis -FO— DD*7! 
DEEBASE 
RBar)- 


GL Di E Ra) 


RN ) 


一 0 . 
(—1)* S —— —— cosÓHr, «1 


GELT 


]z]?5*! 


AFD CFDT 
MCRLIBL 多 项 式 yE, 误差 不 超过 与 一 


IRaG)I =|(— )* 


cosgz| cL 


M =2 时 , XX gcc P, RATEL. 

当 上 =3 时 , SR acr. wein T. 
它们 有 明显 的 几何 意义 ， 图 6. 4 画 出 了 正 续 函数 和 上 述 三 个 多 项 
式 函 数 的 图 象 (x 之 0)， 在 z==0 附近 , 多 项 式 的 次 数 越 高 ， 多 项 式 


角 数 的 图 象 与 正 总 国 数 的 图 象 越 接近 , 即 多 项 式 的 次 数 越 高 , 误差 


也 越 小 . 
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3. f(r)— cosr 
| el fo G)- co (ocn) 


(—D*, n ERR, n —2k, 


t (ty) — epa T. 一 
f (0 eos io n RAE n-2k—1. 


2 


z? rt "EE 
ecz—l— 4 UU t-(—D CT Z — tH RCT) 
tu Bad 
Rossi) = C71! 
4. f(x)-In(1- r). 
已 知 f G)- CC) DL, 
f"?(0-(—D7(n—D1tf 

In (1-2) e2— 5 ee CODI E eR) 


拉 格 朗 日 余 项 是 


gep’ (tica; Ea 


n+l 


n" z — m a 
R,G) = (—1) CEERI Liat: a 
树 西 余 项 是 
RG)- (7^ «c «c1. 


T EEY 
.2355 


Mr 


5. Hr) (tz), Ku «€R, 

E.A [9 (0) «a(4— 1) (82 Cte), 
fe9*9(G)25a(a— 1-7 (Gom rx). 
j^ (0)2a(a—1)-(a—n| D, 


有 Gtor=it eO Dares 


panne 


ala—l}- (gn) (1— 8)" 
nt (IT Om) 


QE, G--a€IN,fotU(r)m0. 于 是 , VEIaSHR(R)mO. HR 
JEXER HEC CY A9 Lec 3X 


二 1 a(n--1) z? R8ROL—1):-2:1, 
14 E | B Lec ^. 
Q2 SEHE E nl 7 


Rx) OO. 


| 练习 题 6.3 
1， 将 下 列 函 数 在 指定 点 展 成 素 盘 公式 (到 4 二 合 : 
{1} F= siaz, (iz, (2) fie t, Ereg, 


(3) f(a) 23 —4*4-2z — 1, d£ 3 — —1, 
U) f= s, Erl. 

2. FE p E Uv RA EE R gO: 
(Q2) ar-r (a0, | z^ Ni, (2) ev, 5X, 
(3) 了 一 到 zt Jj, (4) igr, £l z^ i, 


3. iem Hu Cof o IEEE RID. tL 了 (tz) 在 0 存在 
省 阶 导数 , 则 了 (2) 的 马克 劳 林 公式 只 含有 zx 的 倍数 次 霍 ( 奇 下 次 圳 ) 的 项 . 

4. FERE SpA VEU FEAR PAg NATA E 

(1) 430, (22s, 

£33 l1ni.2. 
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5。 用 泰勒 公式 证 明 练 习题 5.5 第 12 HL. 


8. gem: Va€ ta, b) f P^ GYs0, LER n A 24,85, 7, 2,8 (0, 5), 
则 有 不 等 式 


Quiere l fn) f ef GU. 
95 n 


GER: rs, c t1 Te, qe fe) f y 展开 : 


fG) o fi) + Gm G) H Gio ED, 
An Š Y Xi 与 Fo 之 他 (2 二 1 2, e, 于 是 ， 
fitz (a9 中 fxi ed f" Gr). 


* * * * 


7. jEBl; de foto (EU (0) 连续 ,a 十 hED G0 ,有 
fG--3) =f (a) th G) do fm ateh) eot, 
H.fe0*0 (2) 40, Bf 


. ED 
limi = T 


A-n 


(提示 :将 如 fw ac 81 tit 


dA 
in -— (n finti) J-A, Ea: «c Zl 
Eng {a-h y {e+ - GIT: f (n d ) 


8. iW PO E reig MARAS. EH: 
1) d Pia), P' (a), e, PO (a) BE ARE V, Mj POTE (G, 4 00) 无 零点 ， 
2) S Pio, P (Q, es PO) (aV IE fü E I8, HE P Go) fg C- 05, m JE es. 
9. UBI: D; ERÉE f Gc) E (a, 十 cc) X I$. E 
p= Supi| 9? (x) ] | zE Ca, +00) } , &— 0,1, 2, f G0) — f (0), 
则 MisiM.,M., (提示 : YazEta +00), VhI-0,36 f(-r2?R) 在 x Hb eg 
PER LETE. 


f af eroe [Y] —hf^(D, EG, 28). 


FE, [P GO | chat PP, ae ac Ps SHE Maz) 
10, ER RO CORE R citari, . 
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M,-—sup(|f*? G) | 2€R), £—0, 1,2. f? (9) — f (x), 
Wi MISZMQM. GA. 9 BE) 


86.4 SO EEESEHR EE ERI RH 


一 、 函 数 的 单调 性 

中 学 < 我 数 ? 用 代数 方法 这 论 了 一 些 函 数 的 性 态 : 如 单调 性 、 极 
值 性 , 青 偶 性 ,周期 性 符 ， 由 于 受 方法 的 限制 ， 讨 论 得 琶 不 深刻 也 
不 全 面 , 且 计 算 繁 琐 , 也 不 易 人 掌握 其 规律 ， 导数 和 微分 学 基本 定理 
为 我 们 深刻 .全 面 地 研究 函数 的 性 态 提供 了 有 力 的 数学 工具 。 

设 曲 线 g 一 式 2) 其 上 每 一 点 都 存在 R. AURS AER 
向 的 洋基 都 是 锐角 , 即 切 线 的 斜率 Cr) 0, Rl dz, y — f(r) 必 是 
严格 增加 , 如 图 6.5; 车 切线 与 二 轴 正 方向 的 夹 角 是 钝 角 ， 即 切线 
的 斜率 PCz)<0 则 曲线 8 二 了 (x) 必 是 严格 减少 ， 加 图 6. 8&8， 由 此 
可 见 , 应 用 导数 的 符号 能 够 判别 通 数 的 单调 性 。 有 下 面 的 定理 ; 


" H 6.6 
| DIT SICH PEE RE 数 f(z》 在 区 间 了 单 
调 增 坑 [单调 碱 少 ) SWEL 有 EOE). 
证 明 “只 给 出 单调 增加 情况 的 证 明 , 园 法 可 证 单调 减少 情况 、 
必要 性 (->) YzE1, 取 z+AzE1(Az 关 们 ( 若 z 是 区 间 了 的 端 
点 ， 则 只 讨论 &z>0 或 Az<0. E n ER HC SC) 在 区 间 了 单调 


26+ 


W m. 
34 Ar >00 时 ;有 i 当 Az<0 时 ,有 
IOa) :f(rtAr) CF) 
或 fA fe | fA) -f(G)«O 
从 而 ， [Gt 49) — 92 5.0, 


已 知 函 数 f(z) 在 x 可 导 , 根据 $2.4 定 理 3 的 推论 1, Yre, 

有 
FG) lim -HD >o, 

充分 性 (< 一 ) Vx, tE, Heca, ERR Or) TED Ca, 22] 

满足 扳 分 中 值 定 理 的 条 件 , 有 
fE —f n) = f'E) (24— $1), zy —E ER 
已 知 f (59220, 2, —2,7»0, 有 
fird fi) 或 fn) xf, 

即 函 数 了 (Cz) 在 区 间 了 单调 增加 

ER? (严格 单调 的 充分 条 任 ) 若 函数 CO 在 区 间 工 可 导 ， 
VEI, E FESO (f Gr) 0) , 则 函数 f(z) 在 区 间 了 严格 增加 ( 严 
HRD). 

证 明 ”只 给 出 严格 增加 情况 的 证 明 , 司法 可 证 严格 减少 情况 ， 

Yazi 2,2, H 2; 0, ERE Cx) 在 [zx] ME 微分 中 值 定理 
的 条 件 ， 有 

flt — fr) = (EE) (ra— r), TLEL Ep 
ELA f) 0,25 —2,70, 有 
fGa)—fG)»0 X fGo«faGo), 

MER (2) 在 区 间 了 严格 增加 . D 

定理 2 只 是 函数 严格 单调 的 充分 条 件 而 不 是 必要 条 件 ， 事 实 
上 上 ,可 以 证 明 , Va€Z, PODRO so, TIE f'()-0 的 点 z 

* 这 了 


DUE Ee Sc P A E f(z) 在 区 间 工 严格 增加 (严格 减少 )。 
证 明 有 从 赂 ， 例 如 , 函数 /(r)— za 
YER, f'(2)—32*720, 
而 使 P(1)32^—0 的 点 是 扳 立 的 点 
o TE, RASO a? ER 严格 增 
加 ， 如 图 6.7. 
根据 定理 2， 讨论 可 嘻 函数 fO 
的 严格 单调 区 间 可 按 下 列 步 又 进行 ; 
1) 确定 函数 f Cx RUE LR Boer 
2) CHER f COSE GIC P (0-0 8805 
3) 用 零点 将 定义 域 分 成 若干 开 区 间 ; 
4) 别 别 导 函 数 (2) 在 每 个 下 区 间 的 符号 ， 根 据 定理 2， 确 
d ER f(x) PEARCE" eb. 
BRI. HER FC) a! —62*-L92—2 的 严格 单调 注 ， 
KR HUE AORERE R 
f'(19)233*—12x4-9—3(z—1) (a—3). 
4 f(z)==0, 其 根 是 1 与 3, "ERR. LE DECIR: 
CC—o0,1), (1,3), (3, co). 


因为 导 函 数 了 (7x) 在 每 个 区 间 上 的 符号 椒 变 ; 所 以 了 tT) 在 区 
间 茶 一 点 的 符号 就 是 导 团 数 了 (x) 在 读 区 间 上 的 符号 ， 例 如 ，0E 
C— co, D, Tj £' (0) —97»0, Hl se RC S a) 在 区 间 ( 一 cc, D. 是正 
EZES LE! 


a€(— co, 1) s x€ (3, -- c0), 
fa ZU 2€ (1, 8). 
由 定理 2, ERE f(T) 在 (一 00, 1) i 3, 00) 严格 增 加 ; E, 3) P 
Har. RiT: 
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fü | 十 | - | + 
Tæ | 7 ^N 7 
其 中 符号 “A 表 严 格 增加 , 个 、" 表 严格 减少 , 
例 2， 讨 论 函 数 f(z)=e-* 的 严格 单调 性 . 
M EE IGORDESURIER. 
f'(z)2—2ze-"*, 
4 f(:)2—2xze-—0, HREOC CRER 及 分 成 两 个 
区 间 ( 一 ce, 0) 55 (0, + eo), EXEAT: 


| (—, 0) | (0, Too) 


183. HERR f(z)— singt e 的 严格 单调 性 . 
WP d IGOmiSORE R. 
f'()-— cosz- 1. 

A f'(r)— eosz4d-1—0, HELE (25-1) c, ECL, "EAE R A 

成 无 限 个 区 间 
((2k —1) a, (25-- D a), REZ. 

VaCR,f'(r)m0. 而 使 (ZY)=0 的 点 Qkbr-Ds,kZ, BE 
Rah. AKER (x) =sinz 十 t 在 及 也 是 严格 增加 。 作 
LUE 


(30,55) 


fis) | = ^ ^ | ^ | 7 | E -. 


RE — 


函数 不 等 式 是 函数 之 问 的 大 小 革 系 .应 用 国 数 章 调 性 的 判别 
站 可 证 明 一 些 昔 数 的 不 等 式 ， 
BIA. 证 明 : Yr>0, 有 不 等 式 
QE 
14cz 
证 明 ”分 别 证 明 这 两 个 不 等 式 : 


KERER WfG)-lG r0- os Oye 


Yr>0, € f' (23250, 从 而 ,图 数 f(x 1E (0, 十 co) 严 格 增 加 , 且 
£0) =0. FE, Yr>0, # 


f= Atr) >O 


«in(l Tab. 


Bl Vac, y ygan (Ha). 
HAREA Wgl)=r—l (+). g (r)=—. 


l+z 
Yr>0, A g'CrY250. Mi, Hr gC (0, 十 90) 严 烙 增加 ， 
g(0)—0. FE, Yr>0, f 
g(x)—z—lu(1c2)70, 


Bl va 0,386 In(1-- x)zir. 
综 上 所 证 , VaT- 0, ADER 


nt) ar, 
l-g 


二 、 画 数 的 要 值 与 最 值 . 


$6.11 T EROR FL BUE. 怎样 REAR RERE 
iB RUE: $6.1 费 尔 马 定理 指出 ; 

FERRE zo DESI, H. zo 是 函数 FOR) HRS RS 则 f (9) —0, 
Bl np 5e B fz) 的 极 值 点 mV AE] E P (22-0 的 根 ， 
:240 € 


XX RRR IE) 的 方程 ,PKz)=0 BIB nU (e) 一 0)， 

称 为 函数 了 (+) 的 稳定 点 . 

赛 尔 马 定理 给 出 了 寻找 可 民 嚼 数 极 值 点 的 范围 ， 即 函数 1(z) 

的 极 值 虚 必 在 逊 数 f(z) 的 稳定 点 集合 之 中 ， 反 之 ， 不 成 立 ， 即 

稳定 点 不 一 定 是 极 值 点 ， 例 如 ， 在 慑 的 可 导 Ag fo) m h 

方程 六 (+) =3z* 二 0， 解 得 E 一 稳定 点 0， 显然 ， 点 0 不 是 可 导 

REC FC) — a? f CR, LESE 6.7. 

屠 么 什么 样 的 稳定 点 才 是 极 值 点 呢 t 有 下 面 两 个 充分 性 的 判 

HH: 
定理 3. (第 一 判别 法 ) 车 函数 f(z) 在 U (a) aq, HFa) —0, 

38-0, | | 

Feet 
„YE la, a +ã). 

财 EER f{7) 的 极 大 点 ( 极 小 点 ), 了 (a) 是 极 大 慎 ( 极 小 秆 ). 
证 明 ”只 给 出 极 大 点 情况 的 证 明 , 同 闪 可 和 证 极 小 点 情况 ， 
已 知 a 是 函数 f Cro RUE CERE Font a ES, H 
Vz€ (a—8,a) ,K f/()7-0, 从 而 因数 ACE (a —0, a] MTS 

jn, 即 

Va€(a—ó,al di f(ry«f(a. 
Vz€(a,a-- O9, f'(x)--0, JA WERE OEL ac 0) PE 4s 

减少 ， 即 

Vrela, a +8), E 12) 和 (0). 

于 是 , I8>0, VE la—ð ati) A OSTO, 

即 a 是 函数 AORAR AO ERRE. 0 
AAR: 导 函 数 OAE a RWA Tiro E 

号 ,a 必 是 函数 1(z) 的 极 值 点 、 显 热 ， 导 函数 F OERZ o f 

两 侧 有 相同 的 符号 ,a 不 是 函数 的 极 值 点 ,列表 如 下 : 


æ 24i» 


£a, a--à) 


ro | 十 | o f'(x) 


fi» toj Z | | 组 大 点 E do | = + 
EEA (EG AID 者 函数 /(z) 在 FENS A 
-f'a = f" (a) e — £079 (a) =0, f (4) 60, 

1) a ERE M ae 不 是 函数 f(z) 的 极 值 点 ; 

2) n 是 偶数 , 则 = 是 函数 f(z) 的 极 值 点 : 

当 £9 (22270 Wr, o 是 函数 f(z) 极 小 点 ,f(a) 是 极 小 慎 ; 

24 f (2) <0 时 ,ae 是 函数 Fr BK HG f Ca) 是 极 大 值 . 

证 革 GEHURORGHOGEM SEE EEG ERAI. NU. C 
AC f(z) 的 高 阶 导 数 的 性 质 讨论 藻 数 f(z》 的 性 质 要 应 导 泰 坦 

证 明 HARO) 在 a 展开 带 有 皮 亚 诺 余 项 的 泰勒 公式 
YEU (a), 5 


KDF P9 coa) EO cay 


HERO aa)" of (i1. 


th E Ande E Ca 又 是 函数 fC+) 的 稳定 点 }, 有 l 
TOOR (z—a)^--o[ (2— 8)". a) 

E CO AUS ERRA oL (rz 一 人 中 是 比 e—a" 的 高 阶 
Jio, HA [SZ ENpeBbp MI>, Vrela ð, 
g 十 6), (了 ) 式 学 号 右 端的 符号 由 第 一 项 的 符号 决定 . 

1) » 是 奇数 . 

VzC(a-6,a) , Zi (z—4a)"«20; Vz€ (2,a-0), f (z—a)"770, 
Wife added, TO. (x 一 0)" 变 号 ,也 就 是 f(x) 一 J(e) 变 


> 242^ 


S. TE, a 不 是 函数 fx) 的 极 值 点 . 
2) n IBS 
Vazc(a—óà,a +8), A (1—a)^z0. 

ap fF (g)—0 时, Vxc(a—ó,a4-0) ,"& fird fla), Hla 
AE PR E FCEDBR BUR, £F G0 十 极 小 值 . 

当 f? (a)«0 f, VzC (a—0,a--0) 有 PT) 一 Fo 0, Hla 
是 函数 OARRA, S RAE. D 

淹 别 尔 数 的 极 值 , 若 函 数 存 在 高 阶 导 数 ,应 用 第 二 判别 法 比较 
简便 ， 通 常 是 应 用 它 的 特殊 情况 ; 

车 函数 大 2z) 在 存在 二 阶 导 数 , 且 瑚 (国王 0 大 (的 天 Da 一 2 
ERSO. 125 f" (0220 lj, JE a BUD 15 22 23 £P" Ca) «0 时 , 则 
a ERRA. | 

例 5， 求 国 数 (7) 一 z23(x 一 5)* RS FRUI 

ER ofy)c3z3(—5)*2z5(2—5) — 52* (z- 3) (x—5). 

4 了 F(Z) 一 0, 解 得 三 个 稳定 点 : 0,3,5. 

应 用 第 一 判别 法. 函数 f(7) 的 定义 域 是 及 ， 稳 定点 将 定义 域 
R ZH RET EM (20,0), (0,3), (3,5), (6, 0o). III SEER 
S FEDA ATE B EngTES, den b: 


(—99,0) 0 (0,3) (3,5) 5 (9, -Fo03 


TENERO E p. 


fo | do ^ mpesma| 7 uL | BURMA | 
0 不 是 国 数 fz) 的 航 值 点 ;3 是 函数 人 7) 的 航 大 点 , 极 大 值 是 
fQ)-108;5 是 函数 AZ) 的 和 极 小 点 , 极 小 值 是 了 (和) 二 0. 
应 用 第 二 判别 站” RAR 了 (Zz) 的 二 阶 早 数 ， 
f'"()—10z(2z2*—12z.-15) 
二 阶 导 函数 了 (x) 在 三 个 稳定 点 :0,3,5 的 值 分 别 是 
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F O =0, f'(3)-2-—80«0, f" (5) — 250720. 
于 是 ,3 是 国 数 (3?) 的 极 大 点 , 极 大 值 是 JO) = 108;5 是 函数 f(z) 
B9 TR] 28, EE j(5) — 0，。 在 稳定 点 0 ERE. RAR f(x) 
的 三 阶 导 数 ， 
f" (a) 230(22* —8x +5). 
三 阶 导 函数 “(Cz) 在 稳定 点 0 A: F0) 2150250. TAE 
稳定 点 9 不 是 阔 数 了 (x) 的 极 值 点 ， 
1849. LIES fa) —2cosz- tete” DART, 
R f'(0—e-—e7-—2sinz. 
令 了 (个 一 0, 解 得 一 个 稳定 点 00, 
f"(2)-—e*ce*—2cosz, f"(0)—0. 
f''(2)—e*—e* r2sinz, f"(0)—0. 
f? )-e*-.e7*-2cost, f? (0 —4-90. 
于 是 ,稳定 点 0 dee e fO) 的 极 小 点 , 极 小 值 是 f(0) = 4. 
BER fO) 在 区 间 工 的 最 小 值 和 最 天 值 统 称 为 最 值 . 生产 实 
足 和 科学 实验 所 遇 到 的 “最 好 ”, “最 省 "，“ 最 大 "最 小 "等 问题 都 
可 归结 为 数学 的 最 值 问题 . 
HAR FG dep DX la La, 0 1E SR, d 据 闭 区 向 连续 国 数 的 性 
JR , ER c FOOD ESTER E [Rl La, 5105 A zo 取 到 过 小 值 (最 大 值 》, 一 
方面 ,za 可 能 是 闭 区 间 [6, 引 的 端点 a 或 5; 35 —J i ce 可 能 是 开 
[x fn] Ca, 5) P BELGES ER no 必 基 极 小 点 ( 极 大 点 )， 因 此 , ELEC 
f Go frintx Aa, b 13k Sk, TEE [x IRL Co, b) T E, E mi, 0», x 是 
图 数 f Cn) 4E [X BL Ca, 5 内 前 所 有 稳定 点 , UTER C. (n F2 A7 350 
Fea), Fr), fta) tF CT) o TO) 


@ KAEN, MA SO fE R PR, B. lim fa) =o, Lm f'a) 一 一 co， 
由 方程 了 (a) c0 RRRA, 
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中 最 小 者 就 是 函数 f(x) 的 最 小 值 ， 最 大 者 就 是 函数 SOBEK 
值 ， 

由 此 可 网 ， 求 可 导 困 数 的 最 值 就 归结 为 求 可 导 霄 数 在 稳定 点 
及 区 间 端 点 函数 值 中 的 最 值 . 

下 面 给 出 儿 个 最 值 的 应 用 问题 . 

例 7， 设 有 一 长 8cm, 宽 5cm 的 矩形 铁 片 , 如 图 6. 8， 在 每 个 
和 角 上 上 草 去 同样 天 小 的 正方 形 ， 问 星云 正方 形 的 过 长 多 大 ， 才 能 使 
剩 下 的 忽 片 折 臣 玉 仇 或 开口 金子 的 容积 为 夸大 ， 

E RERE BARD TE, WRF 口 盒子 的 容 
TA V (20 E e hoge, Bn 

V(z)—z(5—22)(5—2zr), 


5 


R posc. MAART Sabi vC deo, 5 | 的 最 大 


É. 
V'(23)— (5—20) (8—22) —2g(5— 2x} — 22 (8—22) 
— 4 (x —1) (3z—10). 

4V'G)-0. 8 BokR 1553, Hop o, zn 
HH. 只 有 一 个 稳定 点 1. 

LE£ —"r 3 

5 
V(0)20, TCD 一 18， (3)=0. 


| ~ 

z ~ 

br 
图 6.8 图 $6.9 
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V()—18 R X. TE S ASÍ IE 25 JE 938 42 lem 时, 做 成 开口 
盒子 的 容积 为 最 大 ,最 大 容积 是 18 om. 

例 8， 电灯 4 可 在 桌面 点 的 垂直 线 上 移动 ,如 图 6.9. frs 
面 上 有 一 点 吾 距 虚 妃 的 距离 为 ge。、 问 电灯 4 与 点 书 的 距离 E, 
可 使 点 吾 处 有 最 大 的 照度 ? 

NER gGEAO-—rQAB-v. ZOBA-—qg. Bem, Bb 
EJ 与 singy 成 正比 与 让 成 反比 , 即 


其 中 < 蚌 与 杂 光 强度 有 关 的 当 数 ， 由 图 6.9 An, 
sing o, r= z Fa. 


于 是 ， J(= e eM y rato. 


4 J'G) -0 REB ZA- TRU. PREN- 7 
不 在 [0, 十 co) 中 , AR. Hbi 
a 2c 
I(r) ase 
J0 =0, J(z)—0  (z— 0). 
km 了 (uuum J) feta, +o0) 的 最 大 信 , 即 当 电 灯 和 4 与 
点 0 的 距离 为 -全 时 ,点 4 处 有 芮 大 的 照度 ,最 大 的 照度 是 
a ^ ac 
(C) zsvG 


TER EU Bg die e py FR FR EHE EI AE D S B b SC, RE FDE 
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它 必 能 取 到 最 小 (大 ) 值 ,而 从 实际 癌 题 抽象 出 来 的 可 导 图 数 f(z) 
在 区 闻 :内 又 具有 一 个 稳定 点 。 这 时 号 可 断定 , 国 数 FO (e 此 稳 
定点 必 取 最 小 (大 } 什 . 

例 9， 从 半径 为 脏 的 圆 形 铁 片 中 前 类 一 个 遍 形 {如 图 6.10), 
MERI A2) Bi p — P [E TE UR 2 A 25 9 E TEE RS IBIL o f e t, 
A RETE Bl Tf E27 2H ZR PRACT 


图 85.10 


解 ” 设 鄞 后 剩余 部 分 的 问心 角 是 rmn). MER 
的 斜 高 是 R, IDEE n Hem Rx GUIAS TERRAM). gA 
WOKCRARRE n 则 = 5. pug 


NNNM Do CTn.x8 LL 
~R =r? ca RI— Rx =E I 


254 
DURER p RH 
2 sl RY OR 
zr =r 2a ^ Ax 
于 是 ;圆锥 的 体积 
FV {x) = i ma ds —a? -— 4n?— r? 


V(z)— Ax'A/ax*—3. 
SKER e V C) ECO, 2e IB CI E, 
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3 
V' (2) = 24e I 


E — 2 


4 V'() —o, 解 得 三 个 稳定 虑 0 o2 Z, 2e Z, 中 
— 2a DOR RCECO, 221, det, Ti V (0) =V (22) 0. B4 Y (2) 
在 [9, 2 Med e Bc MI V CO e oi 2 Diei, F 


是 ,当前 去 的 扇形 的 团 心 角 是 2 一 2x/ 2 (1 一 V 三 ) 时 ， 所 
图 成 的 圆锥 形 漏斗 的 体积 景 大 
8010. WREN 4。 由 于 仪 器 的 精 度 和 测量 的 技术 等 原 
因 ,对 量 4 做 了 4 次 测量 , 测 呈 的 数值 分 别 是 
84, Aag 177, Ug. 
取 数 z OU RA BSEC e 取 何 值 才能 使 > 5a (1,2, 
n) ZEER RUD Sol 
MD 根据 题 意 , 求 函数 
f(2) — (ra) H ama) Fr G2, 
的 量 小 值 . 
f' (2) 22(5—a) 十 2(z 一 ca) 十 … 十 2(z 一 an) 
—2[nz— (a, 4-45 d- *:* - 4,) J. 
令 了 (x) =0， 解 得 稳定 点 2 二 2 十 一 十 各 
f" (2) 2200, 
Jm, peg tei t "gag fGo 的 极 小 点 于是， 函数 
f Co BRE BOB] MEL, HIE n A MORE e, a, s as 的 算术 平均 慎 


TEA S A fS VEL, RE ERR XC fO RET, 
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例 11. 证 明 : Val0, 7 xX 
z^— asta 1*0, aal. 
证 明 讨论 函数 
f(z)—z*—arcte—l 
1E IX [8E (0, 十 co) 的 最 大 值 
f'G) -—aa77—a-a(zt^ 1). 
信 了 (一 0, 解 得 唯一 稳定 点 1, 它 将 区 间 (0, 十 ce) 分 成 两 个 
[X iB CO, D 3 C1, -上 ec) 列表 


| (0,1) 1 | tl, + oo) 
(m | x | 0 y 
fi» PA BK v 


稳定 点 1 EAS JORAS” RAE f(1) =0， 由 此 表 可 见 
Ad f(1) =0 就 是 国 数 ftx) 在 区 间 (0,09) Bud, HJ 
Val-0,df 

FDS x az*—ari«—izo. 

让 此 不 等 式 可 得 重要 的 祈 格 巴 不 等 式 ; 


# o>0,5>0, H P> a+, 则 


ob la ple, 
P m ME 


a? 1 1 
aM, 109,1 1 1 
L 5L x 一 二 一 二 
有 B) eti Q7 


(p dei&(Young 1882— 1046) X EL Ic" ge. 
S£ 249 a" 


或 8x 


A^ SEXE 3e 5*0), H 


ab sect T4 ; (e-i- (1-11). 


Rp abatar 十 
. P 


三 ， 函 数 的 凸凹 性 

讨论 函数 #= f GO 的 性 悉 ,仅仅 知道 函数 #=7(z) 在 区 间 工 严 
格 增加 还 不 够 ， 攻 为 函数 y= 了 (z) 在 区 间 I 严 格 增加 还 有 不 同 的 
方式 ， 例 如 ,函数 

g= Royce 

在 区 间 [0, 十 co), 虽然 都 是 严格 增加 , 但 它们 严格 增加 的 方式 却 有 
KA MEHAR A: 曲线 g— a^ 是 向 下 鼓 SERE PERS HM Im, 而 
曲 TEE T3 88:352 7 
Hen, 如 图 6.11. 函数 在 区 间 
严格 减少 也 是 如 此 

曲线 y= 了 f(x) 在 区 间 了 向 下 
FE GR E Vo, r£, Hoax, 
曲线 y= 了 f(z) HERTA Am, 
fG) HBG,fGO)XZEBABR Men 
人 位 十 AB 的 下 者 ,如 图 6.12. iR s — f (2) EERI r3 Lit 
鼓 的 特征 ， 恰 好 与 此 相反 。 如 图 6. 13， 怎 样 用 分 Br E 言 描述 这 
个 几何 特征 呢 ? 那 就 是 , YzE (zza)， 画 数 #= f(z) 在 z 的 函数 值 
JG) AC T3ECAB QJ; BO HE v 的 请 数值 ， 怎 样 用 给 定 的 zx 5 a 
表示 zx 呢 ? 显然 ， 
* 2507 


| r—fG) 
| 


T= 二 (x z-—tnudil—üs 
Hl] 6.12 图 6.13 
?E(x m) 90 03 = DX 
4t = ;有 0<t<1, B r= o E - t)r 
已 知 过 点 4(z1,f(z1)) 与 点 BG, (x2)) 弦 的 方程 ( 国 数 ) 是 
y= fit) FC) —fG2 eg 3). 


T7 fe 
函数 y= f(m) BEHSE (AP E rsin tO 02€ 
Cr, zz) RO ER D 2 LR 
Fist G= te] 与 tified tafi). 
和 平 是 , 有 下 而 的 定义 ; 
EN RER f(z) 在 开 区 间 了 有 定义 ,车 Yzi，mE7，YEE 
(0.D, 8. 
Hian t0 Dad Go + 1—t) f(r) (1) 
GEtzi HL O— LE ti) + A t) Flaa) 
则 称 FOER IH] Z Jàgds CERO, RARS) EKRI E 
dh Qu, 
若 上 式 中 zn, 且 不 等 号 是 严格 不 每 号 “之 (>>)", 则 称 f(z) 
在 区 闻 了 工 是 严 凸 函数 ( 严 凹 函数 )， 或 函数 fc) TEE IBI I ES 
(m), 
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例如 , E £GO = lel E R Auth, 
事实 上 ,YazaER,YIE(0,1) .有 
fLtz,- (1—02;]-]|Gi + O-Dul 
Kije] (Dr = if Cet (f(r, 
MAR f(x) 二 [x[ 在 R Eh, 
再 例如 ,函数 f(x) = 二 x? E R Eh, 
事实 上 ,YX YR, H. rir YEO, 1), € 
fttz, + Ci — tea] = Ctr: + (1— t)r] 
一 F223- 204) i) (rdr t ci 
«Ut LOT O0 GI 2 HOE e 
—[i 3-4 DOT D OT 0*2 
= pid (0— Dai tf (x) HO 0f(22, 
BIER f() — ^ dc R BT, 
根据 函数 的 凸 四 (严格 凸 思 ) 定 义 ,不 蕉 证 明 ， 车 函数 fO dE 
px [8] I AE CE UD , mes d — £C XE CREE EX ODD. IRSE, 
Bie Pn p že oT £o ETE PER. 
"FERAE E X SERES E CD 更 为 方便 的 等 价 形式 : 
” 设 各 一 4, 一 1 一 t 有 4,4 —1(4,9;7(0,1).. (0) 改写 为 
ft 22) &qif(z d afro. 
VE r= tep (1— 5), LE UH li 
DATERE A 
OLETE Fn) HE). (2) 


T; 
设 ncr, BDA nS d GASES NEU n 
0 有 


(x3—x) f (xD t (m ar) PG) t CF) f (0 2:0. {3) 
或 写 为 行列 式 的 形式 
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[1 zı fn) 
Ms fa) >o. 
l [i x. fn) 
Wars cart, A T rea = (3.— x) b (r— 20, (OAG 
X 
(n7 2) f (2) — (raaf (3) — (37 xD f (2 t (e— x0 f (0 220, 
(z;—2)Lf(s0 —f(G01—G—x0Lf GO —f (r2) 1270, 
或 £2) — £G) f) f). | " 


X—u, a 一季 
当 az nn, Honec, RER), (3, (4) 与 不 等 式 (1) 都 
是 等 价 的 ， 即 它们 都 是 凸 函数 定义 的 不 同形 式 ， 如 果 将 不 等 式 改 
为 严格 不 等 号 “<” 它们 部 是 严 凸 函数 定义 的 不 同形 式 ， 
(全 式 表示 四 国 数 f (2) B JU ERE SURE, E Heli y— f) 上 两 
Hs FG) iG f GO) itio pop £00 — G0. Aat i ts 


y FG) ERR Gs FG) Gr f Go) do gis 82 — OD, 各 
图 6, 14.。 反 之 亦 然 . 


困 6.i4 


An SEES E f(*) 具 有 更 正规 的 性 质 , 则 有 下 面 定理 : 


TaS HARIO EEM TE. AR (2) 在 区 间 了 是 
gue Ys te, Bran fGosf DOG aD 了 a) 
证 明 ”只 给 出 屿 情况 的 还 明 , 同 法 可 证 症 的 情况 . 
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GRE (0 FAR f(x) EKAI Eh, Yn, nE, H 
Tite, Yri Cras, 由 (DX, 有 
f(a)— fir) «dO fo 


z—zu, T— Ty 
已 知 国 数 f(e) Œ x, tj #3 部 可 导 ( 当 然 也 连续 }、 根 据 极 限 保 
号 性 定理 分 别 有 


lim LG) fe < < lim FO) -Jo 
rei Pn zc, T— ta 

T FF) EEN, 
Ti ta 

5 lim toz [Gn < < nn FOO, 
T+ ty slim TT 

" fe) fi) SS e). 


Ta ~ti 


TE, f't SAGIE vfi f(z) — fae «f, 


£i — fs Z — 
充分 性 (二) Van, t, mE, H EEEE 根据 向 分 中 值 定 
理 ， 3&1, £a: ETI, 有 
fGD-—f(z 5 HORE f(r) _ p 
mc (60 与 ug (D. 


un f^ CO «f (Eo) , Mi 
Fa) -F l) fO E 
— E Ts 
HEC SET OERA 14. MA 0 
推论 EAE f(x) 在 开 区 闻 了 存在 二 阶 导 数 , 且 
D) YEr, A F" (2) >0, 则 函数 OERA A, 
2) Va€I,N f''(2) «0, MAR OER M, 
证 明 Vec 4 F DOG a), MW fE A 7 
格 增 如 (严格 减少 )， 用 定理 5 充分 性 的 同样 证 法 , 则 函数 f C) 在 
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Eel pers (ep. n 

Xx fe JE UL Er up SEER CIS P Pus PEUT f 8E RE i, 

I] p, SERI BEER (2) — a7 (22-0) 55 ZB ERU g (0) = sin x fj 
mE, 

F E, f (0 alai), 

4 o0, 01 tf, i)e, W aco a>l k, WA 
数 for RER; 4 ocecitt, € f'o <0, I4 0a 
<1 时 , RAR fa) 二 x" TQUE 

g'(z)— — siar. 

TOTIEBI(R— 1)2,2b2),b€Z, 38 f"(3)70, META 
(2k —1)s,2kz) ZAAR P (x) — sinzJEgESu; EAA i (242, 
kti), EZ, dH f"(x)-0, BENKE (kr, k+1)a) 
EARR (e) = sinsi, 

出 函数 还 有 一 个 重要 的 几何 特征 : 

定理 6， 设 函数 FGOYEJEEE RU I ROS, BE f(z) der En 
(UD < 过 曲线 y= 了 (x) 位 于 它 的 任意 一 点 切线 的 上 方 (下 方 )，。 

证 明 ”只 给 出 凸 情 帝 犁 证 明 , 同 六 可 证 时 的 情况 , 

必要 性 (一 ) YE MR y= f DER (2o, 了 (x0)) 的 切线 方 
程 (函数 ) 

y (2) = f(z0) t f' C) (— 2). 
Aij, fG)—8() = fx) — f) — f' GO (— m) 

= FE (x— 29) — fF x) (5 2) SES (D) — f' (60 J(2— to), 
其 中 上 在 与 mm 之 间 。 XH fx) 在 了 是 止 ， 根 据 定 理 5， 则 
PO -fGOSz—unlB, TR.VIELONS 

f(a) 22720, 
由 曲线 g= OEA LERA £00). BIREN. 
KA=) — dÉVa,n€ L8 
- 2554 


f(D) — (2) - f) — fe) — f! G9) G— 8) 2:0, 
当 ocu it qp EGO c pta, 


当 acan, qr 6 7 109. p a, 


TE, Yas T, gc], H fiM E EP 有 
fo) — f(x) «doo fo) . 


£—4, Za — 4 


Hh COSS, Bi OEE, D 
应 用 凸 四 函数 的 定义 可 以 证 明 一 些 重要 不 等 式 . 
ERT HUE I G)HERURU 是 后 , 则 有 不 等 式 
Flati qi nre un.) 
qfi tS ED Hetaa Ea), 
其 中 nE g> iSl, 2n H di 42 tgl 
不 等 式 (5) 称 为 雇 生 不 等 式 . 
证 明 ”应 用 归纳 法 “” 当 w 一 2 时, 上 中 函数 定义 ,有 


U Flaat ped Enf Ca) +gf a, qnTt6-1, 


WIn-2 AGE. n= k RIA AM 
Flait gatat etait) 
Sif (ra) t gaf (e2) Ht ef Cn) 
证 明 w=k 十 1 ar. 事实 上 ， 
f Guy d qii o T dett Diui) l 
= fLqixid- qoaa H da ak -i t Gre deme 0] 


=f gat "bg ga uo Ge » 


cT 
gi in * 


Eu ien) nf e t. fr.) 


. ur) 
TG rf (a fag" d dui i 
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(5) 


sif) Heet ge- tra) H nog) E fae) 
Ge t grai 


feri 
+ Get feri fn.) | 


= qif + fr ef Gu qai Gus 

=g fie dai) Tf (ret). T 

定理 7- 车 函数 f(z) 在 区 间 7 存在 二 阶 导数 ， 且 YzE1， 有 
f" (2) 2:0, WI f& A ^^ 55, C5) RIF. 

WE VHRR 5 推论 的 证 法 ， 则 函数 OEKE E. 
HER 7 立即 得 证 ， 函数 fOOTRÉELDELERER CAPEBInsA T, dup 
应 用 泰勒 公式 证 明 。 这 里 给 出 另 一 种 应 用 索 勒 公式 的 证 法. 

证 明 i roga HGe Hrga BEDAR, A 

fz) fü) f (lrt) + ED (a, — 2), 
Hop é fe ro 5 e zi BAYE f" (2220, M 
Fda fled tf ro) —2), i—1,2,-,n. 
T EAS TS SES: Fil JEAEAE go 再 两 端 分 别 相 加 , 有 
gif (xr af (CT) t ef (n. 
(git gat Han) f C2) t F E gr gigi t 
gam, — Lo) — f(x). Citit gaty Hrt qu zs — t= 0) 
Rp FEGE are dazu) 
szqif (2) d gaf (2) + quf Ca). i. 
#12. EH: a>0,i=1,2, un ARRA 
n em 20i sd ea, 
IIDQ.1 070^ mS p . 


f'G)- l0. 
zx 
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从 而 , ERE f (0) = 一 lnz 在 (0, 十 oo) 是 严 西 、 根 据 定 理 7， 
H raO, +o), q=, i=, 2, n. Qitge-t -Fin 
=i. d 


— (B ce pota) Ent Int EN ILLA 

a n R n n R 
"T 1 1l, 1 

或 —i mer ess (lna: "+ Ind * +e Ina, 7) 


a 
= = IN aiaa ds a. 


Pu Ri 


即 A aya; a, S 


Rn-leQ, T00),0,— - P—1,2,-,m. q,d-Qado bd. 
i 
=1. 同样 方法 , 有 


E 


MM Gas 
1 1 c 
talyp l 
a a ün 
于 是 , YEN, # 
二 PT < 
-一 了 一 -Len — 
dq d; a ` 


EX FAA yo OEA. 可 导 , 且 在 点 ¢ 的 一 侧 是 凸 , 而 
B- MEM, p “是 函数 y— FOBA, AERA ME, fe 
Elik g— fo 

TEHN, ERA FOA cps, e +8) FEER 
的 二 阶 导数 ， HeRR SO HRA Mos ERI, 
fio =0, 则 ec 布 一 定 是 函数 SO BAR, ERE f(x) —a*. 
f") -122*,44 f (0) 0. [N28 Va550, A £P" (22270, MARS 
[E= fE AO io Pais Cni 6.15), Muf o^ EE y= 
at 的 拐点. 
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车 函数 f GO 存在 二 阶 导数 , 讨论 函数 f (2) Bits BL EE 0:355 5$ 8T 
IFIP R GETT 

第 一 J RAR fGD) 的 二 阶 
导数 G0; l 

第 二 步 , 令 f" (x) —0, 求解 . 


HARRARI OREN vado: | 
干 个 开 区 间 ; B 图 5.15 
第 兰 步 , 判别 产 ( 人 在 每 个 小 区 间 的 符号 ， 设 产 (e) =0, 由 下 
LUE EACUS EE 
UPTEXICMT 

| (a, c) | é (e,85) BG IG) 

| «om | o -om | REA 
ro | -Pm | c T" | m 
qo» rU gne | à TOUS | 不 是 据点 

-m | e ` -em | 不 是 拐点 


例 13， 讨 论 函 数 fz) —21—2a* 1 的 同上 四 性 及 其 拐点 . 
解 ” 洋 数 的 定义 域 是 R 
Fx) = de — bx, f'(z)—i2z(x—1). 
A f (1) 二 12z(z 一 1) =0， 其 解 是 0 与 1 它们 将 定义 域 及 
分 成 三 个 区 间 ( 一 %， 0), (0, D, (1, ce). SERERE: 


(—05,0) D (0,1) 1 | G, +) 


Fria) | 十 | 0 | - | 0 | 十 
m re | aa | rm |a FA 
EA AA fo, E00) EP, EO, DE, 

BRER D) 5s (2, 0 都 是 拐点 . 
例 14， 讨 论 函 数 了 (2) — e T f PERRA FC 
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E OBURISGE URS R. 
f)--—2ze "7, [f'"(z)—2(2:'C- 0e t, 
& FPOe, EET 7-57. BÉ 


RER 分 RETE hi 列表 如 下 ; 


fi Ps "T 严 四 EA FA 


T — 


1D .7/1 a 
Rh maiot (—e. —Áu alp tojen t 
NER 1 dye( 1.1 
(Jr zg)eru. natma grg rp v) 
RUE A. 
例 16， 讨 论 函 数 f(z) = rare tg AGARRE R. 
解 ” 范 数 的 定义 域 是 (一 co, 0) U (0, +00). 


f'(2) = are p — Le 
"E 1 1—2 2 
fo Cir dant cage 
fo dig O,:tER. ARAT: 
^ (— c5, 0) | (9, eo) 
fti | "m | 一 
me | =m | p 


显然 Hi f (2) dE C 00, 0) 5 Q0, + oo) E Prid, 没有 损 点 . 
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四 、 曲 线 的 渐 近 比 

中 学 CERDSHEULDD, OITXURAS, 1-1 MENE R: 
志士 沁 一 0 我 们 虽然 不 能 画 出 全 部 双 遇 线 ,但 是 有 了 渐 近 线 ， 就 
能 知道 双 曲 线 无 限 延 但 时 的 走向 及 趋势 ， 如 果 一 条 违 续 曲 线 存在 
新 近 线 , 为 了 学 提 这 条 和 连续 曲线 在 无 限 延伸 时 的 变化 搬 况 , 求 册 它 
的 浙 近 厂 是 必要 的 . 

PLO HARO EARP RAHAT ERER, FAAP 
ARAH [的 距离 无 限 趋 近 于 0( 如 图 6.16), MERER: 是 曲线 
0 的 渐 近 线 . 


图 6.16 


里 线 的 浙 近 线 有 两 种 , 一 种 是 垂直 新近 线 ; S PE RH HE 
《包括 水 平 浙 和 近 线 )， 
L BEAGE E lim f(z) = 品 或 lim f(z) 一 co， 则 直线 
z=a 是 曲线 rT T e A. 
B 1 
例如 ， 曲 线 fo) tI a 有 


. 1 : 1 
imran O lmcipa-ao-t? 


1 1 & 
1 =- 一 十 1 E 一 cO. 
din tI t9 Mm tri) a 


. F6" 
4 


HARE S 一 1 与 +=2 都 是 其 线 的 垂直 渐 近 线 


Bin, Hk a= igr 有 无 限 多 条 垂直 渐 近 线 0 1n, 


icz. 


2. MATA ”如 图 6. 16， 设 直线 y= trto jÉdhiky—f() 


HRE, APREN AI ber 


E EL ABS 5$ 3I CERA PE PS Ze iR y= fa EA, fü» 


到 直线 y= 二 Er 十 了 的 距离 


pan EO tel, 
Hk y=kr tb ihik y— flr) HRE 
l kz—b l - 
T" noy Mn LG) Eon 


— lim [f(z)—542z]-5. 


UE 6 


RUE k MA ORETTE b. AERE D 
已 知 lim 证 =0， 由 (6) 式 与 极限 运算 法 财 ,有 


Gr - 
(x ; 
lim [es =0, BE lim E 5)-o, 
A ode oo Ita T 
Z -和 Ram) 
或 lim H2 
£ 4+ E 
(x o 


于 是 ,直线 y — jz 二 dbi y — GO DER e 


b= lim IE) 5 b= lim (G0 k1]. 
X rb rco 
x9) is cÓ--) 


车 =0, 则 直线 —b dix g— FOORPIOCEBIEL A. 


] _ (z—83» VM 
$416. 求 曲 线 £00 115735 tk, 
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(8) 


(7) 


ETE 
解 Pim p E-D =+, tin eS 
是 曲线 的 垂直 渐 近 线 ， XH 
(z—3)? 


a fF) 
k=lim y —lm4nz—1) 4^ 


—co, Wi > 一 1 


b— li im[ f(e) — kr]= limi Ta $3 -i| 


. x'—6z--9—z'-p m —5z4-9 1 
= ]im 


sm o 4G-1 “Uae 


直线 ssie io M 2— 4r 5 JR IG RO AR 


5117. RAR f(z) = HETI gegen 


2 tr —1 d 2r— 
解 已 和 lim ure, lia t 


aai : z309- E 


则 z—0(BD y SD E RRE Gi, XR 


2 一 
k= im OD egi L n, 


LE xc 


2 — 
b—lim[f(r)—£Ez]— a(i a) 


zm 


- Us Il 


zen Wd 
直线 g 一 4 十 2 是 曲线 的 斜 渐 近 线 . 

FEZ HRE soo ATEA, RRB RARER, ME 
zt co 的 渐 近 线 , 又 是 z— — oo WAAR. BAA ha 
别 讨 论 2 roo 或 z— — coRE, 

例 18， 求 曲线 8 一 zarctgz 的 浙 近 线 . 


一 2. 


EK s>- o, 
tarcetgr Ead 
k. — lim 一 ys 
' Eb T 2 
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x 
are tgr— = 


2 
b, 一 lim (sectas t = lim “一 一 
X eben 2 工人 二 后 i 
F 
1 
.o db 
= lim 1 
mMeRe L 
pe 
+ 过 一 00, 有 
. &arctgt m 
B-nm x 3 


b, — lim (zare tgz+ 和 +)= —1. 
Wi f£ y —zarctgz, H FOU HBIGEER y— rl; 当 zo» —co 
有 渐 近 线 g— — 21. 


无 穷 区 间 上 的 曲 级 y= f (a) 具有 什么 性 质 才 有 渐 近 线 呢 ? 由 


观察 不 难得 到 以 下 的 简易 判别 法 ， 设 f(x) = D. 


当 P(e) Ej QGO AE XE SE ER EIE, ES Qa) —0, H P(a) ^0, 则 
直线 r= a E n— fO E EGER. 

24 Pa E naX SX, QG)JE mx d AAN, no ma 2, 则 
曲线 g—f0) edge GE axe, Miksi) 有 本 平 渐 
uri. 

4 PUR Ql) EGONEERAEB], We PG) QGOI «Sum 
分 别 是 正 数 @ 与 8. Bas phl, Wiz y— fA RHR E 
ax; P, 则 曲线 y — f G0 8 ACE IER, 


Bn, dii ys CD utl BARRIER z 一 2， 


Td VERB SHELL ZR yox, cR LAKE A y—1. Xll 
2647 


à 2 TELE 
z y b^ z?—u 
.— 1 =H” . 


FPT vd|BEEGAGERl1:z-—1z[D, d BROEEOEXT (8 
TRE. A EARR. 


T, HERRAR 


中 学 < 代数 > 应 用 接点 法 描绘 了 -- 些 简单 函数 的 图 象 ， 但 是 ， 
描 点 靶 有 缺陷 ， 关 是 因为 , 捞 点 法 所 选 到 的 点 不 可 能 很 多 , 而 一 些 
关键 性 的 点 , 如 极 值 点 ,拐点 等 可 能 注 掉 ; 曲线 的 单调 性 . 凸 四 性 等 
一 些 重要 的 性 态 也 没有 掌握 ， 因 此 ， 用 描 点 法 所 扒 绘 的 函数 图 象 
常常 与 真实 的 函数 图 象 相 差 很 多 现在， 我 们 已 经 掌握 了 应 用 导 
数 讨 论 函 数 的 单调 性 . 极 值 性 . 凸 问 性 .拐点 等 的 方法 , 从 而 就 能 比 
较 准 确 地 描绘 函数 的 加 和 象 ， 一 般 来 说 ， 描 绘 函数 的 图 象 可 接 下 列 
的 步 又 进行 : 

1. MEER y— f (2) BE CR 

2. 观察 函数 y= f(x) 是 否 具有 某 些 特 性 (奇偶 性 、 周 期 性 ), 

3. WAAR y — fO JRNDHGEEDNUIR. SHER (包括 水 
平 渐 近 线 ), 如 果 有 渐 近 线 , 将 渐 近 线 求 出 来 . 

4. RKAS y= 7(e) 的 单调 区 间 、 极 值 , 列表. 

5， 求 出 国 数 y= £C fü ds ELEC ERR 8, 列表. 

6. Wi — Hb, 如 曲线 y— f) 与 坐标 轴 的 交点 ， 以 及 
容易 计算 函数 值 f(z) 的 一 些 点 (z, f (2). 
”在 直角 坐标 系 中 ， 首 先 标明 所 有 关键 性 点 的 瞧 标 ， 画 出 产 近 
线 , 其 次 按照 曲线 的 性 态 逐 段 描绘 . 

例 19， 描 给 函数 y=。-“ EE. 

E ”定义 域 是 及 ,并 且 是 个 国 数 . 

函数 在 定义 域 连 续 . 因为 
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lime = 6, 
Ax 


所 以 ,9 二 0, BI z dh, 是 水 平 浙 近 线 . 
在 本 节 的 例 2 555 14 中 ， 已 讨论 了 此 摆 数 的 单调 性 . 凸 四 性 
以 及 极 值 点 , 捞 点 . 统一 列表 如 下 : 
CAA 


Caro e ea EA ML 
TT 
"| + | 

^ | | > |axx| ~ | [5 
^| pa [sa] rm | | 


0 是 级 大 点 , 极 天 值 是 1， 有 两 个 拐点 : 


(yeze) 5 (Fr) 
此 函数 的 图 象 , 如 图 6. 17. 


图 6.17 


例 20， 描 给 函数 f(z) 一 OS asm 


解 定义 域 是 (一 c0, DUC, Fo». 
Hi fi 16 知 , AEAEE * 二 1 与 斜 浙 近 线 c— 49 — 5. 


_《T 寸 JJ 一 3 " — 
f'íz)- i—1 ' f (2) 一 


2 
《z 一 1 
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4 了 (zx) =0, 解 得 稳定 点 一 1 与 3， 它们 将 定义 域 分 成 四 个 区 


间 ( 一 oo, —D, (C71, 0, (1, 3), (8, + 22). 


| (—c0, —1) |- 一 | (—3,1) | (1,3) |o: | (3, 十 cc) 


= 

& 

T 

[=] 
| 
[o 

Pg 

EE 

om 

+ 


4 f" (2) 二 0, 无 解 , 即 没 有 揭 虚 . 
列表 如 下 ; 


ro - | -| - |+ + | + 

Z7 jex&| N [| N jem] 7 
下 下 | 一 一 一 -一 
| om | | 下 可 | j|r& 


一 1 是 极 大 点 ， 极 大 值 是 一 2. 3 是 极 小 点 ， 极 小 值 是 0.f(0) 


9 _1 
NFL f(2) UA 


此 函数 的 图 象 , 如 图 6. 18. 


图 6.18 


例 21， 描 给 函数 IO- 330. OT m. 


z— 
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MC He T CO Ee So R — (0). 
Trig 4€ (x) 改写 为 
Fr) = (2— 1)’ 1—2. 


x—i 
因为 im f(z)— —oo fj lim f(e) = too, 所 以 2 1 SR 
直 渐 近 线 . 


因为 limz 0, 所 以 当 oh, AA GO HOPES ER E 
XC TAM y= (—1. DM, BUR I GODS S Ir T Hn 
£ y— (2—D?R) EJ; rci GREEK CO POI RuULT Had 
y= (z— DB F3. 

Rite f GO D — B SUR 与 二 阶 导数 ; 


Ff., J2[(r— 17 —1] " 2[(z—1)*4 2] 
O= gp F POSTET 


4 Fa) = 0, 解 得 稳定 虚 是 2. 

4 f" (2) =0, 其 解 是 +=1+V —2. 

设 a—ird —2, Wa 与 1 和 2 将 定义 域 分 成 四 个 区 间 : 
(—99, a), Ca, 12, (1, 2), (2, +). 


aL 
z | (oa) ü | (a, L) | (1,2) 2 l (2, +2) 
mj EN MCN NEUE 
uad + | o - | + + + 
| | ~ | | 极 小 点 
PIE) 1 : 
FA | 5&| rm | Pn pu 


2 是 极 小 点 ， 极 小 值 是 3 拐点 是 人 十 信 一 2,0)， 
首先 画 出 新 近 线 x—13]9Wgoik E a EKS8UhG. 18 
ILS IRSE AHE ER, 其 次 根据 函数 (oE, Hau e) 
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的 图 象 ， 如 图 6.19. 


图 6.19 
练习 题 6.4 
L BHe Tx P AE UD I5 ER TC: 
(1) 16) 235—321, (D fi)-(GM0D1(G--085, 
G) fü) Ts (4) f(z}=sintz, 
Yr 
(5) f(r) = Linz, (85) fr}: e *sinz, 


2， 证 明 : ii B y= att brte tA E D NUR. EAR fE 
TF, CRRA SAL 
3 METAREN: 


z 
0) "a0 ijs- T dn be), 


da aa, A F 2. 
(2) 当 xu Rise sin, 
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4 VEA 站 四 一 as 十 zz 十 ez 十 d —1 ERKA, BOWEN 
小 点 , 概 小 秆 是 一 19, 未 a, b.e, d. 


ol 


WS: 当 0<# 必 也 时 ， 有 不 等 式 


Secsins, 

5， 求 下 列 通 数 在 指定 区 癌 的 最 小 全 与 最 大 值 : 

(D f(r)—2*7, xé[—1,8], 

(2) f(z) — —9z5-L3zf-LGr—1,  z€[1—2,81, 

(3) f Gr) = sin?z-F- cos?z, id 0,2 d 

(4) f(r)—zinz, s€(0,e], 

(5) fim ze 7, xER., 

7. 已 知 等 腰 三 角形 的 癌 长 是 2L GENO, ， 问 它 的 三 多 长 其 面积 为 最 大 ， 
并 求 其 最 大 的 曾 积 t 

8， 已 知 回 柱 形态 头 盒 的 体积 是 了 (定数 ) [ptit d is ORDRE E 
idi; Sc RU de TEL DR D Rh 

9. 354225 a 的 球 的 内 接 直 圆柱 ， 问 直 辕 柱 的 底 半 和 做 与 高 杀 大 能 使 直 图 
sello (UR Xt 

10. án 6.20, 9k 5:3 I. AD 直线 段 长 100 公里 ,工厂 C Bi ES E Ad 
处 的 垂直 距离 C4 为 20 公里 ， 现 在 要 在 AB EiE— 1 DIA DI C E— EN 
线 公 路 ， 已 知 钱 路 运输 每 而 公里 与 公路 运输 每 轮 公 里 的 运费 之 比 为 3:5， 为 
了 使 原料 从 如 处 运 到 土 厂 口 的 运费 最 省 ,六 ORTE AE? 


c 
B D EI 
Hd 6.20 
11. itie P UE CR Ph p Es F8 s 
(1) Fr (2) g— zt sinz, 
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—À ^ y 


(35 y= (Inz)*, (4) g—e'*sias. 


12， 证 明 ， 曲线 ye FE AZAB LEFRERE, 


13. WERT. PAg E ELE anA, 

T4. 证 明 : RAR f(x) ZVEGDDODEDI Mig, NU VxoEI， 春 在 Le 与 
FJ o.H Lost). 

J&. RFA dE E 


— i u 
a reai (2) Wete, 
(35 gi (4) y ze 
:—p y 3 


(5) y= zIn(e x3 
E 


16， 作 下 而 隔 数 的 图 象 : 


OD # 一 z 十 工 ， (2) g- tnit, 
a l-g 
(35 y= grarcier, (4) y—e73laz. 
* * * * 
17. EFATE: 
£ RINT M m 
(1) Y ring Om, 


(2) CERTURI pyri, SL, y0, pat. 
18. EF L2, M3, XVn, hl kr 
L 
(提示 : 讨论 函数 fm) =, p0). 

19. RE fa Ge) —27e79 s (n SELLER, E 22270 TEL, -- o0) S HC: (t 
ERE HORR 2 Umfa, 

20. RE foir) =p a) p 是正 数 ) 在 [0,1j BER Kd, Ak 
[E E gCp). 并 求 极限 ra LEJI 

21. WEH: 不 存在 三 次 或 三 次 以 上 的 奇 将 多 项 趟 Piot 民 是 西 . 

22. EH: FAA i R Eh, H4 FRU jr) 是 常数 滑 数 ， 

23. DEBE FTR EE fOO 3E CIS HR a ERR RC m n Gr) DTI TE 
WS fier) t E sin S, 
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24， 证 明 下 列 不 等 式 , 并 讨论 等 号 成 立 的 条 件 ; 


+F z 
(183 gi ta, a>0; æ, yER, 


(2) arty) mites +yloy, ,yf 


(3) (Statr try trite tar? 
5" 给 


X pmi, nD. 
(4) sirji pn H H e H Ens 


HP xxx, UH EVER, 05, 0,70, BH. tae 
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第 七 章 不 定 积 分 


一 般 来 说 , 在 数学 中 ， 一 种 运算 的 出 现 都 伴随 着 它 的 逆 运 算 . 
例如 , 有 加 就 有 减 , 有 乘 就 有 除 , 有 乘 方 就 有 开 方 , 等 等 、 导 数 运 算 
也 不 例外 , 它 也 有 逆 运 算 , 这 就 是 本 章 所 讲 的 不 定 积分 ， 为 什么 要 
讲 不 定 积分 ? 一 是 为 第 八 章 的 计算 定 积分 服务 ; 二 是 为 一 些 后 继 
课 作 准备 。 


$7.1 不 定 积 分 


mE Mak 


数学 的 各 种 运算 及 其 道 运算 都 是 客观 规律 的 反映 ， 因此， 一 
种 运算 的 逆 运 算 不 仅 在 数学 中 是 可 能 的 ， 而 且 也 是 解决 实际 问 
题 所 必需 的 ， 那 么 解决 哪些 实际 问题 应 用 导数 运算 前 逆 运 算 昵 ? 
例如 : E 
已 知 物体 的 运动 规律 {( 国 数 ) 是 8= 5 (D, Hh 是 时 间 ，s 是 
距离 ， 导 数 s'(#) 二 v(t) 就 是 物体 在 时 刻 夺 的 用 时 速度 ， 在 力学 
中 有 时 要 吉 到 相反 的 问题 ， 已 知 物体 的 上 用 时 速 诬 函 数 o CO, 问 物 
体 的 运动 规律 8(8)=?, 凤 (7)'=v(t)， 显 然 ， 这 是 求 性 运算 的 族 
运算 问题 . 
EX WERE f(x) 在 区 间 DOE XC. MERAM F). # 
YsEI, 有 F(x)=f (x), 
WPA F()2E f G2 在 区 间 了 的 原 函 数 ， 或 简称 (x) 是 f(x) 
R9 ER ER E, 
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例如 : 
Va€ R, (sin z)'— cosz, Bil sina Æ cost H ER dt. 


V2 (—1,1), (are sina) e — e, -期 are sin x Eo 
VER, (27! 232^, Bp e" 是 3x? 的 原 国 数 ， 
YER, YCER, (z?--C)' 3a, Ela? -C il E 3a? f FERE C, 
“由 此 可 见 ,车 函数 S ETERA F Ca) (F(a) = 了 (zx)), 则 这 
ARAR Fim ETE TENE C, BD FGO CO EA F0 (918 
ER CCP (0) --C)' 2 £(220.. Fe, — Tr ER UTERE BER Bt I I 
GNU T ER ER, 
AT OBEEGROH TERTERA: —. RAR Bu dr EPa, 
即 什 么 样 的 项 北 存 在 原 苦 数 ? 这 时 先 给 出 结论 : x3 f(z) 在 
KH Z ES, Mi oO A ER, EERE A 
t; —. MARIA, BIER FE f EKA I aAA 
ER Jr CF Ca) f (2)), 则 FC) HOC I IECER BC MA P GO POE 
多 个 原 菌 元 是 否 仅 限于 F(x) +e 的 形式 ? RHAH, BT FC) 
TC 的 形式 之 外 是 台 还 有 其它 形式 的 国 数 也 是 六 所 的 原 图 数 ? 等 
RE: 除了 了 C(x) 十 0 的 形式 之 加 不 存在 f(z) WE Finis 
定 埋 回 答 了 这 个 问题 : 
定理 1， 者 五 (2 是 国 数 FG) YEECI I. B3 4 AER, 则 的 数 
f GO RS7EPRE E TRARRE F (Q0 十 CO(YOER) 的 形式 . 
证 明 Ban P) EAA fGO 5 ERR XX, HI YEr, A 
P(r) f(x). a) 
说 DG) RE GO 的 任意 ( 往 淮 “任意 ”二 字 ) 一 个 原 国 数 ， 
BI Veer, H 
P(r) =f (2). (2) 
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(OX 5 (Ris A 
$' (z) —F' (2) --[ d (z) — F (2) — f (23) — f (2 —0. 

Aie $6.1 DJ 1 pE, D(z) —P CO —- CCO EXT ESO 0 OD 
—F(z)-O, HIE f GOFSEESE — T IER E (a) 都 是 了 (D+ 
SUES, [D 

这 个 定理 指出 ， 一 个 函数 的 无 限 多 个 原 国 数 彼此 仅 相差 一 个 
AE METRAR O 的 所 有 的 原 攻 数 ,只 需求 出 函数 f(z) 的 
一 个 原画 数 , 然后 再 加 上 任意 常数 C 就 得 到 了 图 效 f(7) 的 所 有 的 
Raž, 

定理 的 几何 意义 是， 函数 fO AS y= F Cr) EAEE B6 ER 


R EELEE- A, Fet l 


BET OAS). 将 " 
此 曲线 y—FG)H # eEXSBm8 1 


FR Bh y — F (2) 十 0Q 都 TEEER E i 


f(x) 的 原 函 数 的 曲线 , 即 两 个 原 一 


水 数 签 此 仅 相 莽 一 个 常数 (如 图。 Car £x 
7, 1). 图 7.1 


=, FERH 
定义 ”函数 f(x) HEARE R F (G0 十 OC(VYCER) RAA 
数 IOTER RA 


[fG)ds- F (2) +0 (F'(z) = f(2)), 


其 中 fG) MARAA, Jdr 称 为 被 积 表达 式 ，C 称 为 积分 
[I 
出 此 可 见 ,一 个 函数 的 不 定 积分 既 不 是 一 个 数 ,也 不 是 一 个 函 
数 , me- TAR. plán: 
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($a) =at, Hn [etit - Lait T0; 
(sin z)'— cosg, 而 | coszdz- sin z C. 


(is ey I mo [e drsi atO. 
求 已 知 范 数 的 不 定 积分 运算 , 称 为 积分 运算 ， 可 见 ,积分 运算 
是 微分 运算 的 逆 运 算 ， 关 于 积分 运算 有 下 列 运 算法 则 : 
L([roaes) ^f 或 df)dr=f (ra, 


即 椒 定 积 分 的 导数 (或 微分 ) 等 于 被 积 函 数 ( 或 被 积 表达 式 ). 
事实 上 , 设 FCD JE ERE J (20 R, 即 FG — £62 UR 


(242) = ec -ev- to. 
2. [ro dr—F(x)4C $ [arco - rco) t0, 


Blige F (x) B SE EROR GL BEI OTTERS ATAR FQ) C. 
Ex E Caro EAA F O RRA, R 


[roa roc. 


例如 : 
(sinzz " sinz. (| ez 十 nar) = 8r? cz. 
[asinz- sina cc. (cz +a) —3z*-bBx-C. 


3. {of (War=aff dsa 是 常数 , H a0, 
即 被 积 函 数 的 常数 因子 可 以 移 到 积分 号 的 外 边 . 
acc, (areas) - [rto is) =ajta), 
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E fa f(x) dr= af Fda. 


£0 [eo xoc) [food {os az, 
即 两 个 函数 代数 和 的 不 定 积分 等 于 每 个 国 数 不 定 积分 的 代数 和 ， 
事实 上 ， (wit fot) -([re022) (foa) 
zf(z)cg(a), 
即 fs OETION fo dz fs (z) dz. 


XN SUDE A n ACOA, n AARRE 
3E BU CT TARTERA. 

因为 积分 运算 是 导数 运算 的 逆 运 第 ， 所 以 导数 公式 表 中 的 每 
个 公式 反 转 过 来 就 得 到 了 下 列 不 定 积分 的 公式 表 ; 


1. fadz= ar+C, 其 中 4 是 常数 , 


{ds=z+0. 
2. [eis = 4+0, 其 中 是 常数 , Eazi. 
rdg 
3. |——nlz| +C. 
X 
4. [a7 dz— Lat, 其 中 a0, B. al. 
[esi e*- c. 
5. Jsinzdr= — cose C. 


B. jeoszdr= sinrJ4C. 
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dr 
TY. ———-. Z " 
| 二 名 区 十 个 


co! 


8. | da 一 —ctgz--C. 


sin*z 


9. [oit u- arc sing- HO — -—aroe cost HC. 


Lg 


10. | are tgz 43 C— —arceigz4- C, 
l-ar’ 


11. [szds eh LC. 


42. |ehzda — she +0. 
关于 公式 3 作 如 下 补充 说 明 ; 


Mb r0 f, (ns) =+, & | E - aC. 


3 eco M, (InC-2)—, iA C720 46. 
E 是 , YVER — oA 
[4 - In[z| +0. 
um 
3k En c TEN FREE UR A BC E PH ZI de BI TIS SX 
Pig Aat ck X ly XEM E, 因此, 上 述 不 定 积 分 表 所 列 的 公式 ， 恋 者 
应 牢记 会 用 ， 
应用 不 定 积分 尘 则 和 不 是 积分 公式 能 通 求 一 些 阐 单 函 数 的 不 
定 积 分 ， 
mj 1. i| (a —22* t 5r- 3) da. 
解 [a 7228 + 52-9) 
- [an dz— [22 daz jszaz+| sa 
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一 afe dr—? | z2 dx 6 [adr 4- afas 


H) d E 
rp REA 32. C 
= 一 | -: Esr--C 

注 FAAN S 


Ar EE RIPE FCERCTU XE 
常数 cC. 


例 2， 求 [a—22)* 3 da. 


0003 85 
[a-20* Ear= [C 4a’ )dr 


1 
- [naa a? zdr 
3 5 8 7 
gre tyre 


$i 3. a [67 a 


fg 


a 【2 六 有 SEP: EP p 
J MOX 


| dz rsin? Y cos a 
Isin? reos’ g =| 


ain? zeoas? EA 


- +| dr =igr—etgr C. 


4 sin?x 


不 定 积分 都 有 一个 任意 常数 ， 因 为 有 限 
个 任 沪 常 数 ， 所 以 .上 式 上 只 写 一 个 任意 
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) J aor ctg? z)da— [iode [etg* zaz 
eee Pm as bosse [L5 ~-= 27 :一 人 


1 
= 局 一 ctgz 一 ?十 0. 
z? 

ai R LI, 


z? wo f1404x-—13 
E hia | dz 


1 dr 
=l/1— e Mr— | dz £ 
K rpe je- 5s 


—£-—-aretgaz-- C. 


dz. 


练习 题 7.1 

1。 求 下 列 不 定 积分 : | 
(D Fez +s, D KG) a. 

BRI df z — — 
(3) Pan, WD | ez +D G-a +da, 
(5) | 27+ 35) tde, (6) [37esds, 

2. 3-5 2.3«—5-2*, 
(7) [22s 《8) [LL 

1-z-bzí COR2T 
(9) Erst (10) mef Zis, 
a1) jer zar, (12) fe(a- JL Ze (a2»0). 


2. sihi P AE EERSER E Fs 
(1) F'(zx) —2z, F=], 
(2) F'G) —(3z—5) (r),  F(1)—3. 


(3) F' (s) -(sai— eos ; F3) =0, 


-280 


3. xk— Sep nih Ex 8 7; ER, E EROR REGE Ad, O, JEEL IR E dg — 
Pip f ig 2x—3,2€R. | 

4. Pii y= f) ERG, i POE EH Ss a? 成 正比 例 ， 并 ILI O08 
过 点 40,6) 5 B(G,—9) ll b E RR, 


$7.2 分 部 积分 法 与 换 元 积分 若 


一 般 来 说 , 求 不 定 积 分 要 比 求 导 数 困难 得 多 ， 这 是 因为 , 如 果 
AETAT A 根据 导数 运算 法 则 和 导数 公式 或 者 导数 定义 , 总 能 
求 出 罚 数 的 导数 ， 但 是 求 函数 的 不 定 积分 则 不 然 ， 根 据 不 定 积分 
运算 革 则 和 不 定 积分 公式 只 能 求 出 很 少 一 部 分 比较 简单 的 淫 数 的 
不 定 积分 ， 而 对 更 广泛 函数 的 不 定 积 分 楼 因 函 数 不 同 的 形式 或 不 
疗 类 型 选用 不 同 的 为 法 .因此 ， 求 不 定 积分 有 很 大 的 灵活 性 ， 本 
节 所 讲 的 分 部 称 分 法 与 换 元 积分 法 是 求 不 定 积分 的 最 基本 最 常用 
的 两 种 重要 方法 。 这 两 种 方法 都 能 化 繁 为 简 ， 也 就 是 这 两 种 方法 
都 能 将 不 定 积分 的 被 积 函 数 化 简 ， 直 到 能 应 用 不 定 积分 当中 的 公 
式 求 出 它 的 不 定 积分 , 


—. JERI 
Btu igo 都 是 x 的 可 导 阔 数 . 由 函数 乘积 的 导数 公式 ,有 


(up) =u +ou A  uv'—(us)'—wvwu. 


由 不 定 积分 法 则 与 不 定 积 分 定义 ,有 
LI dz =| (uv)' dz — [vw ds, 


即 Jor tme [ow d (1) 
或 =ae 一 [om (2) 


41) 式 或 (2) 式 称 为 分 部 积分 公式 . 


*Z515 


- 


AR RA uv! PERAR EMANE ROAA. 而 
ERE cxt BRER S TAARE R A vu be uo (DES d 
IM» zr ATEM RER THE SER. 

R pA Er Chy ne, zez SETHO pRa, ER E 
4k. Moite kE RR RRR. MAR 
Dj UE eS XI PERSEE HE ERA E 这 个 问题 不 易 给 以 完 
HEZ, —R RH, BODEN: 

zřing,  z'sinbz, gzřcosbr, Bo 


Á 


a^aresinaz,  z"arcigbz,  e'"cosbz, e™sinbr 等 等 


的 不 定 积 分 要 应 用 分 部 和 分 话 ， 


Gir jzsinzar。 

应 用 分 部 积分 公式 (2) ,首先 归属 被 积 于 达 式 veinsde 分 成 两 
部 分 4 与 do EP CUM d xsinzm 分 成 与 do RBA S 
种 不 同 的 分 法 ， 但 是 , 要 求 我 们 选取 这 样 一 种 分 法 ， 使 sdu 比 udo 
简单 甚 军 不 定 积分 |*& 就 是 不 定 积分 公式 类 中 的 其 个 公式 

例如 , EM u= sina, 向 二 x*ds， 应 用 分 部 积分 公式 (2)， 还 要 
kih du 与 有 


2 
du = cos radr, oO ES, 
由 分 部 积分 公式 (2), 有 
1 ? 
[zsinzdr= 5, sinz— [Z cos xir. 


显然 ， 它 将 函数 rsin 的 不 定 积分 化 成 了 比 esios 更 复杂 的 函数 
E cost 的 不 定 积分 ， 这 说 明 , 这 种 选取 5 do 的 方法 不 合适 ,应 


O 这 电 将 任意 常数 口 取 为 0, 并 不 影响 结果 ， 否 则 话 加 任意 沼 数 C, 会 增加 书写 
Ro Ec di, 
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PIVAR, 
EL sk [esin zdr. 


E i usr, do —sinzdz, $ du = dr, v= —cosz. 由 公式 上 22)， 


| zosingzür---—reosz-—|(—oos tar 

.C M 一 a —— 

u de uv v du 
eco. z- [sos zd - Xcos z+ sin r- C. 


TAR, RPR uf de 的 方法 是 各 x& R8. 园 为 它 将 渗 数 
zsinz HA ER E E KE cosa 的 不 定 积分 ， 这 可 出 不 定 积 
2 AGER. 

£i 2. R [1nzds. 


解 ikusle, =d A du=Ż dr, m 


fincas —aqlnz—. RET 
OX 
=zlnz 一 | 血 =zlnz 一 ?二 C. 


B3. E Da. 


dx n=l L2 1 
M 设 4=1nx, do, 有 duda, om 
laz, — — Inm, (dx 
i 
—— De_ lo ET 
z g z 
fi 4. x [sareigrdz. 
. da g* 
JL = 一 = 一- z a— 
KY 设 ucarctgr, de—zdz, 47 du Irae?) 
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2 

? 1 1 

一 二 arctEYy 一 二 | 1— —-- 
arctgz zl Ya dr 

T oij, l; dx 
=y are tge PALA dE. 
—E aretgr— lst+larctgz+0 

2 2 2 


= HG arctgzd- arctgz— x) -- C. 


应 用 分 部 积分 法 , 可 省 略 “ 设 ”的 步 又 , 使 书写 简化 。， 例如: 


fi 5. 求 | zerdr. 
解 ” 对 这 个 不 定 积分 要 连续 使 用 两 次 分 部 积分 公式 (2). 
je ez 好 一 Jed0r=2 z ~ fera (2?) 
一 Ye 一 已 se 这 = r'e —2 [ue 


—z'e*—2 (er -[ea) 


—g?e!* — 2 (ze*— e?) --C 
—e*(a*—22z--2) +0. 


e fi 6. x T= [eos Bei (a0). 
解 I= |e*cosfadz — [cosa (ie) xac 


lax 1 | arg 
ELE 一 一 fr 
= —ė cos fz e cos 


= Hewoosprt P [ensin pais. 
Xe BUP |e*tsin Bede 再 应 用 分 部 积分 公式 (2)， 
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(3) 


fe singziz= | singza ( e") 
Le sinBr— 1 fe e**d sin ft 


-le "sina — P [or cos x dz 


ma ine EL (4) 
将 44) 式 代 人 (3) 式 ,得 


1= 二 eeospz 二 (全 e“ sin fix ——— Er) 


=L ecos Ba Pott sina 1. 
或 I fecospri t eh) o 
同样 方法 , 可 得 
J= [e sinprdz= onki eofn 4C. 
二 ， 换 元 积分 法 


由 复合 函数 求 导 法 则 ， 得 到 下 面 两 种 换 元 积分 法 ， 它 是 求 不 
定 积分 经 常 使 用 的 极为 重要 的 方法 , 常常 在 应 用 其 它 方法 的 同时 ， 
也 要 伴随 着 应 用 换 元 积分 法 ， 

定理 1. (第 一 换 元 积分 法 ) 若 函 数 4 二 wp(z) 在 [a,] 可 导 , B. 
axe (2) x, Vueta, 8], 45 F' (u) 二 了 (Ww), 则 函数 /LeGO de" QD 
存在 原 函 数 FL (2) 1, 即 

[fece (dr =PC9(2)I+C. (5) 
证 法 “只 须 证 明 , CL (22) = fLeQ2 0e" (2 
证 明 ”由 复合 函数 的 求 导 法 则 ,有 


(FLo = Fp (0 = pr) fLeCoe'Go. D 
€ — HOC IE IB, ROGLI S AU TESU UE ex-u, 
RITE ORANGE BUD | / Qi) du. 车 f Co) TE Bi Pu), DUI 
| poa da= F(u) +C. 


REE usp) RA RAS IAA MART MOR TRE 
积分 


[Ipap e) dr = FEoc014 C. 


由 于 p'a) dr —dp(2), 第 一 换 元 积分 法 可 表 为 


pir) = 


[iep coa - [sre 14e co £9 — [teo ds 


=F (u) qoe F[qo(z)]-FC. 
d - oc B UE ERIE RRA 次 "成 微分 的 形式 , RR E 
微分 法 ”. 


例 7， 求 [VE 


Snr 
Hato H a du 


E [zr5ar=|(z+5) 


75 3 (smt eC. 
例 8. R [sin Gz-- 9 az. 


E [sin Gr +8) T [sin erar -8) 


5z-d8—u] 上 
LL [simi = —--—cosu-—C 
5 5 


w= Hr H8 


——— less(52- 8) +C. 
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待 方 法 高 练 之 后 , PCAS RA E" BS2EUR, 将 所 设 的 函数 当 作 一 
个 变量 , 可 使 志 写 简 伦 ， 刀 例 了 , 例 8. 例 9 可 直接 写 为 : 
[VTT [c 9*9 - enfe. 


[sin (82 4-8) dz — -l| sin (521-8) d (52 1-8) 


o 


= — cos (5z4- 8) 4-C. 


[二 se 可 = 一 [e(1)- 一 - er FO 


8no. 求 [6+1 rdr. 


解 [62+ 1D) "zd = i| 2-10 96 o? 4-11) 


ERST 6 
T3507 1D'C. 


jg 2* 十 11) 二 zdx, 将 52° +11 当 作 一 个 变量 ) 
giu. [e i-es. 
s rr d=- aum ba 82) 
204 345 
— 3504-325) TC. 
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(- $4425 — 2^ dz , Y 4— 32 当 作 一 个 变量 ) 


512. x [5 (0. 
1 
dr 1 d: 1 a 
o [2 hra) Be 


1 € 
=— aret C. 
iim ct 下 十 


(1&5 ste — nte 应 用 不 定 积分 表 中 的 公式 10) 


$us k | (a>0). 


o O 
”人 


. c 
=arcsin +C. 


(s suerte, 应 用 不 定 积分 表 中 的 公式 9) 


例 14. 来 Bre 
1 
解 [= li E - [san 
一 1njlnz| 4- C. 


i15. R [sos'zsin zdz. 
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t feos zsinzaz = — [cont zdcoss 
1 8 
一 一 可 cos +E. 


例 l6. sk [escudo ES! [seezdz. 


解法 一 
Il da =Í ds 
sing 25sin-E.cos T. 
2 2 
(S) _ 2) 
[—L | 一 一 ta| te | 
tg S cos? T. T tg 2. 2 
2 2 2 
sinc 25int Z 1 
HA tg — gcr-- etgz, 
2 z sing singz 
cos -— . 
* dr T 
所 以 CSC7ET 一 | 一 一 一 ln cscs —etgz | tC. 
同 法 可 得 
seozds — | dr —]ln|secz-tgz| 4C. 
cost ， 
解法 二 
fesezaz= feger eraa) dr 
CSCI— Cig 
= s eara. E (csez — etg) 
=] eser—ctgr |] csez—cigr 
—1n|cscz— cigm] +C. 
Iz jia 


| :eerar= In| secat igz| 7C. 
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定理 2.《 第 二 换 元 积分 法 ) Gr e= pE BI), 
ac p(t)xb, BH, 9'(£)s50, ER c FCr)fk La, b t o X, Vt [os B T, 
有 


G= FPP A). 
由 函数 f(z) 在 La PEE MIA $e IL 
[reas ate (2146. (6 
证 明 已 知 YiEFa, 81,78 9 (E)550, 则 函数 m pl ETER 
HEAR 二 -1(z)， 由 复 含 函 数 和 反 国 数 的 求 导 法 则 ,有 
(GC (2) ' - G'CO Ce GO Y o fLeCO e C) sry 
-fie(t))2 10. 0 
第 二 狠 元 积分 法 指出 , 求 (6) XM SX MM GEBUS. Wei 
gt), 则 化 为 求 不 定 积分 | fre Xe). X SNP) 
存在 原 函 数 CU, 则 
[ftp Ip à - 6o +. 
BUSU tep WRA LORS EUER, 就 得 到 所 求 的 不 定 积分 
apaz=eceGoJ+c. 
由 于 9 (Qd S dpt), 第 二 换 元 积分 法 可 表 为 


y= i 


[icon M Ep uHe 


tSp ir) 


"Ge Q2] C. 


45317. $ Is —sz'dx (a70). 


B WE r—asinf,j dx—acostdt. 
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. x m 
E= arcsin, — ax, -7S Sr 
a 


根据 公式 (6), 有 


- 
Ia a da= [va a'sin i -aeos idt 


aM, a a 一 一 
fiect)i 'ceodt 


=ø * f [cost leos tdt =a" focos" tdt 


| (1-F cos 200 d1— e P [cocztar) 


m 
f 1. NS a aio, 
一 -一 一 一 -C 一 一 十 一 C 
gU t ysin?t] : zt 15226 
z 
— are Bin Z E a? TC. 


n y- ixis M, [cos £] = cos. 


z 1 i ——— 
T sin20— gasin tacos t -sive —g*. 
[ dr 
例 18. 求 LIE (az»0). 
证 Wt ?一 atg 有 da— r dt a sec? tdi. 
s 


M TAS M, atg TERHES., |sect| — sect. 
Ji 18 25 ROMA 16 ,有 


一生- =| asec” tdt EMI: 
g? V EY av tg t+1 sect 


= [sec t dë = ln | sec £ -- tg? f +E. 
为 了 将 sect Hao 的 函数 ,根据 iE 作成 直角 三 角形 
Gurt 7. 2). 
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soct — A tat 
a 
" dx PEE ga | cz 
有 | Tat In a "a |+e 


—In 


[s+ Ve to lie 


— Inn [a A ei --ai|-- 6, H 7.2 
Xp C'-C—12a, 也 是 任意 常数 


例 19. sk [Es (a>0), 


Tg? 


Nox —üsect, 有 dz —asectigidi, 
当 0<t< RGA 时,z= aseet FEIER R. X 
讨论 oct 也 的 情况 ， II KE REB cia 的 情况 . 


M Oct TB, tet] — tt、 根据 公式 (9 和 例 16, 有 


da —[asecítgid, — 
j f aui ¥ [n 


—]nlsec£t + tg£ | 4-C, 


为 了 将 wt PUR 2 的 函数 ， 根据 see ;= 之 作成 直角 三 角形 
Ginf& 7. 3). 


gt V Ta à 
a z s 
de —— 0. |g x —a 
|||+e 


一 tn1z 十 Ai 一 上 | 十 人 如。 图 7.3 
.上 述 例 17,18,19 是 利用 三 角 国 数 进 行 换 元 , 这 类 换 元 多 为 下 
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E Án 

1 gHPEÉ S Bea —r,.Wr-asntmr—acostiy 
行 换 元 ; 

2 被 积 育 数 合 有 因子 Ve 十 ， 设 x 二 atgt 或 +=actigt i 
行 换 元 ; 

3 被 犯困 数 含有 因子 wx 一时， 设 * 一 aeect 或 xz 二 acsct H 
TRE. 

求 这 种 类 型 阔 数 的 不 定 积分 , 有 的 世 可 应 用 分 部 积分 尘 ， 

例 20， 求 K= | 未 一 dz 

艇 ”应 用 分 部 积分 法 ,有 


= [Aat de= rd a 


g? 


= faf g? — :-[ da 
~ ü | 2*-—g 

V E +a? 
z’ — a" 


— Ee ad dz — 
eae pg) ER 


' dr 
=a r —a K REN 


a** 
Hi f5i 19, 38 
2K — x^ x* —a? —a!ln|a4- A/2? a? | - C'. 


或 EK=|V —a* da 
EL] z ; 0 F 3 
—3wa'-a —Qmnitbx —a!|-F€, 


其 中 C= 多 
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a 


同样 方法 可 求 得 : 
一 一 .一 一 2 ———— 
[Va Fi de= /Tt ln lt E RD 


在 原 有 不 定 积分 公式 表 中 12 个 公式 的 基础 上 再 补充 几 个 


13. a are sin C, 
dr NEN 
m. [xci ks e, 


2 
15. [s 27x de= V — r 十 人 aresin +O, 


2 
16. [xatd Ea n] et a atl C 


注 O RREAR DRETA Ai FEIN BL ES R ETR. 
因此 ,得 到 的 不 定 积 分 在 形式 上 也 可 能 不 相同 ， 例 部: 


L [sin fcosazür = [sin sbsinz -5 sin*z-- C, 


2. [sin seoszde - — | cosadeosz - — costa tC. 

3. [sinzeoszde mB [sinzzdr  — e020. 
Xx RERLEDCCRIERAR sing=t, corti, 2x—t)NtfrfRoc,. 
ARE CAN. 但是， 结果 的 形式 却 不 相同 . 这 是 因为 这 三 个 
£t SER C PPAR ILLI A e, BD 


i 2 B. 
F sie gm ecos g= —-—L0608 E, 
2 
1 o1 l-eos2gz 
—-——eostg——-—ce— 一 一 -e0s823— |, 
2 2 2 


即 三 个 结果 都 是 表 击 消 数 sinrzeosr By XC, 
* 294» 


由 于 不 定 积分 结果 在 形式 上 的 多 样 性 ， 如 果 读 者 求 得 的 木下 


积分 结果 与 答案 不 相间 ， 世 可 能 是 正确 的 【只 与 
数 }、 一 般 的 验证 方法 是 ,将 所 得 的 结果 求 导 粗 ， 看 


ihn: Xe. & 


练习 题 7.2 


lt， 应 用 分 部 积分 丫 求 下 列 簿 定 积分 : 


(15 E coarde, 
(4) fxn zdr, 


《7) fe eosztz, 


(D [ainzëz, 
(5) rate, 


(8) fe? coszdai. 


2. WUBPIGUDUS WE RTT xU 


(1 ferraz, 
(4). [sin (527 1 az, 


(7) [eos*zsi uzdr, 


| tosg 
a9 2s, 


(2) [oos32ds, 
(5) ics 


cos? e 


ON VERLO 


ap jins, 


8? 
! dz (14 | Sin 2zdx 
aD Ires ias T (14) [A 
cosdrdz sin 3zdx 
ao EE 22)2" an [pz 
(19) 人 son (20) RE 
fr dz eos E 
en TA G» niv 


(25) fs (3p 1) du, 


o ped 
£28) 133-467 


(26) [tg edz, 


/ET 
(15) | urls 


答案 相差 一 个 党 
它 是 否 等 十 被 


G) fin —a)dz, 


(5) [anzisds, 


e fte 


(8) I 2xdz, 


e (A JA 
[ tes 
a2» "" 


, 
cos?*z 


ENE 
(8) pus gr 


(20 Dui 


e» C6 


(27) " * cogadz, 
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———— ———— — 


a '(ocosrdz 
GD [7i (32) (33) at +aintr’ 
^/1-FInz 
o» m 6» uites 
3. BIHAHIBBU SCR FAHRERN $ 
{1} [are sinzde, (2) [8e75dz, 
(3) [inat TF iz, (4) [aret Tiz, 
(5) [ees tas, (6) [zaretg 2 — 1n, | 
| x? I 
(0) fzarctgzis, (8) [am Y. 
* * * * 
4. 3r SIT BUS: 
dax dz 
(D PERS (2) [e 
1 IEEE |  sSinrcosr 
(3) [za Le (4) | &in*r-J coste Mg 
(5) REL €) [2 yT ade, 
(7) [cosa Hnzdz, (8) join ra, 


dr zln(1--/1-pxtà 
(9) | ao | Js t, 


ap [direl-]i-zpés — a2 [eus 


87.3 "E BEREIT ERA 


一 ， 代 数 的 预备 知识 


有 理 疼 数 的 一 般 形式 是 
PO) 
QG)' 
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Hh Pa) h om. 


者 (四 的 次 数 大 于 或 等 于 9(z) Hki, TO 称 为 有 理 从 


分 式 ， 夫 四 的 改 数 小 于 oco e EGO 称 为 有 理 真 分 式 , 


任意 有 理 假 分 式 全 人 5， 用 9(z) 除 P(o)， 总 能 化 为 多 项 式 


F(x) 
T GARTEN 2 REC, 


Pla) _ F (2) 
QG) Q GY 


其 中 FG) 的 次 数 低 于 QGO 的 次 数 、 例 如 : 


z—3 4z-4-6 
z*4 2x41 名 十 2 十 十 


因为 多 项 式 了 (z) 的 不 定 积分 易 求 , 所 以 求 有 理 函 数 的 不 定 积 


分 关键 在 于 求 有 理 真 分 式 藻 CO PR REUS. 


AUR CO 尾 有 理 真 分 式 ， 由 代数 知 ,在 实数 集 愉 ， 任 意 多 项 

式 Q(z) 总 能 分 解 为 一 个 常数 (为 了 书写 简便 , 取 常 数 为 1 ) 与 形 如 
(z—a)" fj (az'rzztg) (»'—4g«0) 

ESRB 

Q() — (z —a)**(z —b) (z* - pz t 0" (2? trets), 
Xo a, ns Boa, s» 都 是 自然 数 ， 

根据 < 高 等 代数 ?的 分 项 分 式 定理 ， 有 理 真 分 式 吾 人 总 能 天 
为 若干 个 简章 分 式 之 和 , 即 


F (2) E, 
Q (æ) (x—a)* 


T (zx) 十 


r? —2z:4-3— 


十 


Tee 


2 
(x—m)' z—u 
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B, o. B Lau B, 
tby pi i z—b 
i - Afr Na | .十 M x 4- N, 
Gtp p tpe 5 a” 4+ prta 
十 十 
二 UixrtVi d Uax- Vs 1 U,x4V, (i) 
(Qr crc)"  (a*dorr:4a085) 550 la trets 007 


其 中 4i, B; Mes N gs Ums Fm 都 是 常数 . 求 这 些 常 效 的 方法 ， HO 
AES Amia, OIX AEE RBS E QGO, 8. *. 


FQ) BR) = 


(1) UR EDAD Fe) 5 RG)RBRÓEREBSIE 相等 .于 是 ,得 
到 一 次 联 立方 程 组 , RARE. 


LI E E E 


z 
ku oi. 1 LA. B. 
e ox z?—a*  (x—a)(x- 2) z—4 zi 
1  A(zxa) -B(z—a) 
或 一 二 
有 1zA(r-—-a)4 B(z—au)-—(GAT B)z4- (A— B)a. 
Ada B—0, 1 1 
则 nam 解 得 A— Aa B-—3y 
a 
i 1/ 1 1 
于 是 ， z? — a? o rni) 


2g? 42x18 aop, 
8i 2. 8-3) (a! iD: 分 成 分 项 分 式 . 


解 设 23? 十 2x 十 13 A , Brt-O ,DzE 


(G—2)G 4-1! rm2 (41) zx 


= 298 


有 2234 224.13 
= A(a* -1)* - CBz 4-0) (z—2) + (Dz - E) (a —2) (2*1), 
FLARES ARRERA, TpPAefi SEGRUSLD ESL CE IIR 
数 相等 , 得 一 次 联 立 方程 组 : 
A +p -0, 
2A--B +D —2E—2, 
—2Bi0—23D4E =2, 


A 一 2C  —2E-18, 
解 得 4=1, B= —3, C= —4, D- —1, E= —2, FH, 
22? --2:x -- 13 1 3z-I-À4 z4-2 


(zx—2)(51); z—2 (x11) a 4l 
Ar? —1 
B3. 将 Trt DG PARIAR. 


, 323 一 1 
WE GIDG-Dr 


= A, As B, B, B, 
(x 1)? toite 71-05 i-i 

有 3a*—1z A (z — D+ Ac Ge 1) (x 1)? - B, (c 4-1)? 
T BG 1) (5—1) ~ B(s t1)" (s—1)?. 


il 
x 


$ r=1, H 2—4B,, B= 


令 z= 一 1, 有 一 4= 一 84;， A= 
A r—0,435—1— —4,— A+B, —B,+ Ba 
已 知 A=B = M 
— A, — B,4- B, —1. 
同样 方法 ,再 令 z=2 与 z= 一 2 将 4.=B, 一 十 代 入， 分 别 得 


* 299+% 


A,43B, -3B,—6. 
5 94, — B,--3B,— 4. 
Af, & 20,222,222 —2, d — IE REGE JI RR: 
— As — Bg Ba= —1, 
| As 1-384 4- 85, — 6, 
94; — B,--38,—4. 


AG 全 一 一 可 B= B. ——. 于 是 ， 
323 —1 EE 1 LL 3 
(tD D" 2041? Sert1) 


1 7 
Ta  4a-1)*8G-—1" 


二 、 有 理 函 数 的 不 定 积分 


根据 分 项 分 式 定理 ， 任 意 有 理 真 分 式 的 不 定 积分 都 归结 为 以 
下 两 类 的 不 定 积分 : 


em , REN, 


f. Mrt N AE,  mCN,p -4g«0, 


(ai -- pz d-g)" 
TH BDKXXPFHEWTGEBU 
L A er ts 1-1, 
1G —2a) UG Gay -一 一 一 一 十 它 ， al, 
AMrc-M u Mr-MN 
rec d 


LEDES 
设 一 z 十 对 ,有 tsd ABBAA, am [es 有 
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Mi N— M? 
— s dt 
(23--a*)" 
Mp 
(#2 十 和 (一 3 [Ss 
当 m=1 时， DARMI TERA ABE 
| P ou- z [e Tao 


la: Me Ex ecl 
- Mi (2) 


= ca) d 2 2 
tra à] dua ga ta) +o, 


a 1 t 
= } A ^2. 
Ioue ec CEL $ 7. 2. 12) 


当 ml 时 , (2) 式 的 两 个 不 定 积分 分 别 是 
D =) 1 
| 2](0*-ra*)" 2(1—m) (T a! 
s di Ift? tot? 
da= | 站 | 


-a(o farte) 


1 Iip t-td 
ACETI 


TC, 


a 2(m— pal taris i 
(应 用 分 部 积分 法 ) 


1 1 di 
Em go yel atat Farreyss) 


&|- 


1 E 
rmi a LE da-i M 


E FA + 2m—3 
^ 2(m— Dje (Gta ' 2a? (m—1) 


于 是 ， Ja— 


dmi 


t 2m—3 
ZGn-—1)a*(t*-a*) 77! Haam D Ini 
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这 是 关于 .yw 的 递 推 公式 ， 重 复 应 用 这 个 递 推 公式 ， 最 后 就 
归结 为 


EN M RA 
dr Ta? Cam t EC, 


WA £[—2 Da J-E ME NETUS 
得 到 第 二 类 有 理 函 数 的 不 定 积分 . 
例 4. E [2 


RO hAl, .L.-1(1. 1 


a Zara y-a 
NS d (f dz dx ) 
z?— a? 92a Ir za 
—laa[s—al—1n]z-ca|) € 
2a 


1 —- 
一 六 in| 2 


+a 


Bi 5. x [85 10144, 


J z(x—1)* 
zs Dz^—liz-4 A B e 
Mox z(r—1)* te ta 


有 ^ 0: —1az4— A(G— 1! Br Cz(z—1). 


A — 40-8, 
—2A4-c-B—C:---11, 解 得 A—A,B-——1,C—2. 
A =4, 
即 
6z—11z14 4 1 , 2 
z(r—1)? ^ s ({z—1y 
"un - 
acres | 4 dra | [s+ ud 
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—4ln|z| t —  421n|z—1| - C 
r—1 


1 4 E ta 
-tl (z-1)'] FC. 


dr 
$i 6. x [ "d 
, 1 1 A Br+C 
eu gtl (ztl) l-r l rl PEN 


有 1={A+B)rt + (B+C—A)r+lA+C). 
A+B =0, 


IL M a4-., B=, C=, 
A +C =l. 
1 1/ 1 r—2 
E —.L4 . 
i +I — 3ig+i 2) 
dx = 1 fix dj z—2 da 
| Ux 2 十 1 Sisti 3 .423 一 条 七 — 
1 1 
一 一 2 
-TH 2 n 
3 ' 3) 2 一 4 十 1 
l., . 17 2z—1 
ginigtll-vis ipd 
Hi sooo Er . 
Bi LAM GINE 
i ( z) "4 动 
i ` "E 
1 1 2 
一 -一 | | a | —— 一 一 : .- -一 
3 nlz-HI! g ^ x1) 3 PUE C 
à 
1 (xz 二 1)? T 2r— i1 
=- l zapi] rete g tC 
qud 2x54 2x j 13 
£i 7. | 
- 303 5 


站 


K hfz, 
2z 二 2z 二 13 _ 1 x+2 


加 3z 十 4 
(x—2) (7+1)? x—2 z*4-i (r'4-1?' 


2z*4-2z 4-13 _ f dz z12, [ 3z-h4 
z—2)(z Tl |lz—5 [xe lo rp 7 
( 


分 别 求 上 述 等 式 等 号 右 端的 每 一 个 不 定 积分 : 


1) [E hle-—2] t0, 


£r2,. — T 2r ; Eg 
D JEF” bes | dem 


zd r1) -2f dz 
2l æti  "lgilI 


=S la (+1) d 2aretgz C... 


Sz 4 dr—sa[, sar al do 
D [ee Sos ost e 
| 3 jen 
( 7] 


f dx 
CT th) 


3 | dz 
CU Rexn«guie 
H Jm 的 递 推 公式 (ma 一 2， a= 1), 


_[ dr _ x 1 
^ ley TEES D E tO 


3z 十 44 
有 | dx 


3 2 
2-1) tz +2arctgr + C, 


=ar t Pret Cze 


2r’ 十 2x 2-13 
TALIS 4 
T, i 


= — d LEN -- 一 ke 
= Iniz 2| Z In (x d 1) Z2aretgz 2r i) 
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— PD àrcigz - C 

egpln(G-2)— platt D ET 
— Aarctgz +C B 
(z—2)  — 4x—3 
xs 十 1  2(.41) 

由 此 可 匈 , 有 理 国 数 的 未定 积分 总 能 R” HK, BAAN 
不 定 积分 总 能 用 初等 消 数 : 有理 前 数 , 对 数 函 数 和 反正 切 冰 数 表示 
Hx. FE, CR ERES CE AERE ERICH ICE E CREARE 
有 理 函数 集合 一 个 理想 的 性 质 . 如 时 求 一 个 国 数 的 不 定 积分 , 只 要 
XcEEXS 34 I M oc, 将 被 积 国 数 化 为 有 理 苹 数 , 那么 这 个 不 定 积分 总 
能 “ 税 " 出 来 ， 这 种 方法 也 叫做 “有 理化 法”， 


la 


Aarctgz--C, 


| HN 7.3 
求 下 列 有 理沙 数 的 不 定 积 分 ; 
[zi — 52 +9 、 dz 
D |r arpo” e Tea GT 
o» Iber: KESE a E Za 
(5) fus, (6 ID 
3z—7 3z4-5 
D [rrr O koe 
F1 dr . 
(9) Io ? a0 Jore TT 


$7.4 简单 无 理 函 数 与 三 角 函 数 的 不 定 积 分 


一 、 简 单 无 理 函 数 的 不 定 积分 


本 节 只 讨论 以 初等 函数 为 原 国 数 的 两 类 比较 简单 的 无 理 函 数 
+ 3505 * 


n——————————Q— REPE 


TERS. TEHHE L,TDIVEJGCER BE BS TOE BUS --7 c Ud, 那 
就 是 选择 适当 的 摘 元 , 将 无 理 国 数 化 为 有 理 美 斤 , HAE SEE, Ee 
无 理 函 数 的 不 定 积 分 问题 就 得 到 解决 .这 是 因为 ， 有 理 函 数 的 原 
艾 数 总 能 用 初等 函数 表示 出 来 ， 

符号 RG, AREYE n, y 和 党 数 经 过 有 搬 次 四 则 运算 构 
成 的 二 元 有 理 函 数 . 


1. R (xA / 全 十) 型 函数 的 不 定 积分 ， 其 中 a，5,c,4 都 是 


Xd 
常数 , 自然数 n2, Bad —5e*0. 
p JE, 有 z=% -一 o c9, dr= qd. 
arb 
于 是 ， [r(e EE M 129" (i) de. 


因为 e CO RR BEER RC, e" OBEAK, MUERTE A 
Bos ple SE RP 6 MAHAR. 


Bii. $R 


EU TS TT EET] 1192 898 1 02^ 
ROV z )8, 
设 Vr-ius—i*,gHdxrz—id4tdt. 


E E "pem a oÈ 144 dt 
""mT 


XE 


ris F1 


Ui 
¿= j641 


i)d£—14 di 


7a [s 


=j ett i Ddt 


MEMORCE LII UESE IE 
"5$ t 


1 I 1 1 
-—1l4( —£t5— — tto $— E GJ a je 
(i Lido le )+c 
] 5 132 1 3. 11 L 
= l4i —4146——.* rl m y T u j-e, 
(is 47 十 yT 2* +z ) 


3 /2 一 >. dr 
9. 求人 2 


2(1— —12 
. p Nee: =i Wr 一 pi de= tt 


[2—2. de. -fp Gin. — ii 


N.23a G-a re pe 
一 Žydi 
yji 


注 例 : 用 凑 微 分 法 极为 简便 ， 如 


[A 2—z: dr — 1 ACH 3 2e. 


24-z (2—2) 4 E 8 2—zx 
2—£t B 


2. R(x, Vgx "+bxt+c ) 型 函数 的 不 定 积分 ， 其 中 中 2 
c Bde 28, 0950, 5" — 4ac OCE qT 十 Bz 十 c EAH), d 

1) MÆ b*—44ac220, Wl ax*-Fóz-Fe—0 8 WR Tr IE SEHR, 
设 实 根 是 & 138, Ror tbr e a(z—e)( — B). i 


, ~ur toate -a(z-a)z—B) —t(z—a). 
等 式 两 端 平 方 ,再 消去 因 式 ra 
a(z—B)-—t'(x—a) 或 z= — at 


a—i* ^ 
Ao -PE Din, atheros. 
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TE, IE (2, aa tbr d 6) dr 
-R(= a(f —a)t yeu mt it, 


n—i ^ a— t? (a— £*y* 


被 积 留 区 是 关于 上 HAAR. 
ir 
全 3 求 | rmm 
解 2 二 +2 一 2 二 (1 十 x) (2 一 z) 二 0, 有 两 个 实 根 一 1 52. 


设 。 VETE =+) 或 z=2 二 三 


1-37 
一 各 3 
有 dri vates TT 
dz 3l 2 
d= 
[re 3 3 十 


2 f2—t 
| 8 Ife O 


2) 如 果 5*—4ac-0, lll az*--5bz-c— 0 HARR. EH o 与 
e AB] CHE IBI, HA bat, ASCAR E). FERT e E89 
特 号 ( 即 a BE S) 不 能 为 负 , 否则 , 当 z=0 时 , 函数 ~ artiste 
HAEL, | . 

Wk va ir o tz+ V5@， 两 端 平方 ,整理 得 
a5 EY e 17 S), 


T t*—a 
有 odze-9'(t)di, Var:+bri+oe = tp(t) + Af 0. 
于 是 ， ON agz’+br+ edr 


= [nceco, to Tp qat. 


(D 也 可 设 vVar bsiccmtt as. 
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因为 oO RUE BERG, p CO ABA ELERISC, 所 以 上 式 等 号 右 端 的 
恋 积 函数 是 关于 t HAMAR. 


dz 
Ai R 1q0a/z*—zL1' 
t£—1 


解 c=1 半 0, 设 Vz: 一 xz 十 1 = 二 ix 一 1 或 z= 


有 de= 5 AD di. 


—t i 
A/ z* —x -] T=” acp. Ed az =at =T 


| 一 -天 一 一 dx =Í —21? 4-21—2 dt 
Z 十 Agz2 一 5 十 1 j60—1)(6 1) 


=|- o arn aii 


— 1 i 1 
-21n[t;—— ln £—1i -Š mjit +730. 


已 知 + 二 二 一 2 十 1， 代 人 上 式 , 即 得 所 求 的 不 定 积分 - 


当 R(a, vaz? Fox c ) 型 函数 是 最 简 形 式 时 ( 见 下 例 ), 求 它 的 
不 定 积分 可 直接 应 用 第 294 页 简单 无 理 溯 数 的 不 定 积分 公式 13, 
14,15,16. 这 样 可 简化 计算 . 


dæ 
915. 求 [m 4-8z rt" 


dx i d(x—3) 
* | 本 二” o (由 公式 13) 


一 - 1 £8 1 G 
= arcsln yj T . 


全 6. [aires 


*. 509 * 


í £—2 "m | 4x --4— 12 
JN xt da 十 全 233 4- -Ax +5 
Ar-F4 | da 


= 工厂 元 TF dx- 下 5 $ ME 2 (71) E38 


r. dx 


18l 4z+5 — 3 (. dw 2(rtl1) — 


jr: r2 5 VIN 2 G4-)fE-3 


EVI E 1) 4/22) de 5]|-FC. 
例 7. 未 | ce 一 3) aitt Ar de. 


解 [G-DPYdr da 


[Qaia Bs F Az F IdE 
-i| (2x 434r! [dz 1| Eds dr 
= [Va ar TEGH) 


mja G-02)*—3d(z +2) 


=l (a+r +D t yV Ga 
-Aale -2+ {z 42) 3. )4C 


3 — 
7 3 (a? dz 1)? —2(2 H2) ST Andi 


ud F2-A/uat-arrlicC. 


<» 3I0 9 


二 、 三 角 函 数 的 不 定 积分 
RZA Rising, cos) 的 不 定 积 分 
[R(sinz, cosr)dz 


常常 有 多 种 方法 ， 共 中 有 一 种 是 万 能 的 ， 尽 管 这 种 方法 不 是 最 简 
便 的 . 


i g^ iC nam). 有 


z—Z2aretg!, iz— — tt. 
HEP 4 z zT 
Zsin-— 二 2tg 一 
Q. EEMg 0059 53 2t 
sing z z rp 
n?-— f log — 5795 
81 十 cos 2 rig 2 
B coss 一 sin* 3 1-185 "UC 
cost = 1217 


costi sin. lig S 


BA, LEXSSHmÜOIEBURSUEG SEHE, PdIE RESTE 
R(sinz, cosz) 存 在 初等 消 数 的 原 函 数 ， 按 元 p oi, PART 
ZAAK RR(sinz, cosz) 的 万 能 换 元 . 


例 8 求 [e 


- X. 
singt cosg tl 


E 设 il 有 z-—2arcigé, dr dt, 
Sing zi cost 1-0 tgr— LE 
ro 1-4: g 2t 


- 3I» 


ctgz =| . 2t 82. 
(ie SEE ETA i107 


[uc 5 - fat 


1 
— nlt] 0c C (niu ue. 


g 9. x —L ue Oral, le|ar) 


| 设 (E. =h z-2aietgt, 


1—1* 


daz 一 一 一 
z 于 十 到 


php cosa — 


1—r r 1 一 ? 2 
[erret 一: EET n xg 
r I4 r? 
=| 20—7*) 4 220-0 di 
(0 —7) Tr +r) t ltr lay 
lir 


= are gii TT, 4 C-2arc tg (Het) +o. 


尽管 万 能 换 元 在 理论 上 很 重要 , 但 是 计算 量 较 大 ， 并 不 简便 ， 
如 果 R(sinz, cosz) XF sinz, cose 具有 某 种 性 质 , 则 应 用 一 些 特 


珠 的 换 元 比较 简便 ， 
1， 如 果 R(sinz, cosf) 是 cosz HA iR e, Bn 
R(sinz, — cosz) = — R (sing, cosz), 


ME t=sing 其 可 , 
Bi 10. R furem T dy 


Sn T 


8 5 
E R(sinz, cosz) 一 上 Ezcos 295 T 是 美 于 cosz [5 


sintr sinz 
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HR, 
it £—sinz.d di = cosrdr. 


6 
[eS Taz= E cosrür 
sinis z 
L 2 _ 293 
= 二 coszdz 一 | 
sin?z i 


= fff% ute grt m 


一 — € —21In|sinz|-4-—.— sin zinte o, 
2. 如果 R(sinz,cosz) EXT sinz Bod Ende, M 
RH(—sinz, cosz) = —HR(sinz, cosz), 
设 t= 二 cosz  Hjut, 2 


£11. ok [oras 


in? 
解 R(sinz,cosz) 一 T 是 甘于 sirr 的 奇 函数 ， 
设 t= coz, dé— —5inzdz. 


(= [9s *a)* (— sinrdzr) 


cos*r coa t 


=— fre 一 (| 一 ?| [4 4) 


1 
C 二 一 3— 
" * cos osa Boos z 


3. m  R(sinz,cosr)=R(— sing, — cosz), jl t=tgr 
Bp sf, 


f 
例 12. x [sel rtl 


costz 


C. 


: 1 
P i= 有 di =— ir. 
E Xx tgr, 有 cos Iz T 


=łj3>» 


2 ofa 
[2 zllg,— [sin* zl dx — [( sg? rb sec? uj dz 
cos*z | cos?x  cos?g | !tos?z 
- [Que 265 5e [oe :0di—2 IL us jn 
2 


= t+ 人 = ug? z-tgz--C. 


再 讨论 两 种 特 萄 的 三 角 国 数 的 不 定 积分 . 

4. ERABE sin"rcos"z, 分 末 种 情形 讨论 如 下 : 

D 如 果 吕 与 和 至 少 有 一 个 是 奇数 ,不妨 设 m-?2kc-1( kB 
ZRA, nER), Wi £= sing 即 可 ， 例 如 ， 


[sin "ricos "rda = [ein*zcos'hzcosadz 
- [si»*za — sin?z)*dsinz— | i*(1— t’) di. 


从 而 可 求 得 这 个 个 定 HR. 


tg?r -7 
E pres fa *rain"zdz 
^/ cosz 


-7 .7 
= os "r(l—cos'z)sinazdz. — [eos ?r(1—ecos*z)dcosx 
4 "E 
=— {eo zdcosz 4 | cos zücost 


-5 -i 
cos *z—2cos *xz-C. 


oil o 


2) AE namik. d AaxX 


sin "s= (1 cos22), cos ig (1+ cos22). 


. 1. 
sinfcosrz-— jn 2x. 


将 被 积 函 数 化 简 , 其 结果 : 一 种 情况 ,含有 sin24 或 cos?z 的 奇数 
CHE, 这 时 可 由 上 述 由 求 之 ; 另 一 种 情况 ， 仍 含有 sin2z 与 cos2z 
4 314 * 


ROS ZCUCTE, 再 用 上 述 三 角 公 式 化 简 ， 化 成 含有 以 sin dr 5j cosdz 
为 变数 的 振 函 数 的 相 乘积 ， 以 下 类 推 . 


Blii. R [sin*ucosteda. 


解 | sin?tcos!zdx  [sin'zcoszcos'dz 


u (sin*2z. 1--cos2x 


] 4 2 4 


一 glein eda ty i sin?2zcos2xdr 


PI 


ug eor d dE 2sdsin 22 
= 本 一 gr 4z 十 站 sin ?224- C. 


5. WAARAAN OE sin mz sinnr, sinmeeosnr, cosmrcosnr, 


则 用 程 化 和 痊 公 式 


. . 1 
sinfaüZsinmÁz— eos (m —n)z— cos (m 4- n)x ], 


. J.-. ` 
sinmteoste=-z isin (m+nrn)z-l- sin (m—n}r], 


cosma costs — 7. [ cos (m+ n)r- cos(m—n)x ]. 
例 15. Æ [cos (5r-1)cos(2r- 3)áxr. 
解 [oos (Ox.-i)eos(2zd- 32 dz 


- | cos (72 +4)dr-+ | cos (32— 2) dr 


- elec 


= 本 sin (rra m sin (3z — 2) +C. 


本 章 给 出 了 求 不 定 积分 的 基本 方法 和 几 种 类 型 函数 的 不 定 积 
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分 求法 ， 一 般 来 说 , 求 禄 等 国 煞 的 不 定 积分 的 方法 不 是 唯一 的 ,并 
伴随 着 一 定 的 技巧 ， 因 此 ， 求 不 定 积 分 { 或 原 图 数 ) 要 比 求 导数 因 
难得 多 ， 因 为 初等 国 数 在 其 定义 域 是 连续 函数 ， 所 以 初 每 冰 数 在 
其 定义 域 存在 卡 函 数 ( 待 证 ;, “存在 原 国 数 " 与 “ 原 函 数 能 用 初 等 
子 数 表示 出 来 "有 不 辐 的 含 广 ， 虽 然 初等 国 煞 存在 原 函 数 , 但 是 它 
的 原 函 数 不 一 定 郁 用 初 党 国 数 考 示 出 来 , 卫 原 国 数 是 非 初 等 图 数 ， 
例如 , 简单 的 初等 函数 
sint e 


i 
! *' lng’ e", t, 


z x ln 
都 存在 原 国 数 , ma E ER SEIRA. 我 们 世 说 , 它们 的 
不 定 积分 “ 积 不 出 来 ". 由 此 可 见 ， 初 等 辣 数 集合 对 积分 运算 不 是 


练习 题 7.4 
i. ETTEMA: 
præ Mx 
《0 a ip a I PEN 
Txdr 
(3) fot dy, DENIS 


iHi [£3 
(5) INS [r3 34» (6) lav 


C fa。 ET (8) (Ege 
o iam ao [ou rers" 
o» foit a» [ras 

(3) 人 04) [oE an 
(15) faci urt 
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2. 成 下 列 不 定 积分 : 


{1} | sos sin*zdz, 
(3) [sin*zcos*adz, 
(5) | etg?zdz, 


(0) [seetzdo, 


(11) [eos 4rcos?7zdz, 


dz 
a9 Lu 


sin 
a9 h — sinz ^^ 


da 
a7) lodi re 


IU nni eH Hn PAA ANI OY aM AH a LA AERIS reati ce 


(2) (sin*zdz, 


{4) |tg'rdr, 


— à 


(6) 


ig^rsec'rdr, 


———; 


(8) |sia "zS/coszrdz, 
(10) [sin sin3zdz, 


(12) [sia Feos Beta, 


dz 
04) 人 Sz 


eos 
i6 d 
(16) I-eosz ^ 


1 一 sinzd-eosz 
Q8) haz cosa 


3E 


第 八 章 GE R 分 


从 玉 史 上 说 ， 定 积分 是 由 计算 平面 上 封 闵 师 线 围 成 芭 域 的 面 
积 而 产生 的 ， 为 了 计算 这 类 区 域 的 面积 ， 最 后 归结 为 计算 具有 特 
定 结构 的 和 式 的 极限 。 人们 在 实践 中 逐步 认识 到 ， 这 种 特定 结构 
的 和 式 的 极限 , 不 仅 是 计算 区 域 面 积 的 数学 工具 , 而 且 也 在 计算 许 
多 实际 问题 (如 变 力作 项 ,水 的 压力 ， 立 体 的 体积 等 ) 的 数学 工具 ， 
因此 , 无 论 在 理论 上 或 在 实践 中 ,特定 结构 的 和 式 的 极限 一 一 定 积 
分 其 有 普遍 的 意义 ， 于 是 ， 定 积分 战 成 为 数学 分 析 重 要 的 组 成 部 
分 之 一 。 


$8.1 Æ R 分 


一 、 实 例 


l. 曲 边 梯 形 的 面积 ”在 初等 几何 学 中 , 我 们 只 会 计算 由 直线 
眉 和 回 活 所 最 成 的 平面 区 域 的 面积 .计算 由 任意 形状 的 闭 曲 线 所 
围 成 的 平面 区 域 前 面积 ,这 是 一 个 一 般 的 几何 问题 , 这 个 问题 只 有 
用 极限 的 方法 才能 得 到 完 误 的 解决 . 
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一 条 封闭 蓝 线 图 成 的 平 而 区 域 ， 常 党 可 用 互相 垂直 的 两 组 平 
行 直线 将 它 分 成 若干 部 分 (如 图 8. 1), 有 的 是 矩形 , 有 的 是 曲 边 三 
角形 (两 pe 与 曲线 围 成 )， mamma 
线 媳 垂直 第 三 条 直线 与 曲线 围 威 ， 如 图 8.2). (INOSABGÉI DUE 
Aui, Ws ABL ARAPAIS, PELS EAM DN 
JEÉRTPPASERIUL T, BiTERXLBOUH B LJ e, RAR 
不 会 计算 它 的 面积 , Hamas AR EGA ERER. 因此, X 
们 普 鞠 要 给 出 曲 边 梯形 面积 的 定义 . 

其 边 梯 形 的 面积 并 不 是 一 个 训 立 的 概念 ， 间 边 形 和 直 边 形 联 
系 着 , 就 如 吕 贺 周 与 它 的 内 接 正 多 过 形 联 系 着 一 样 . 于 是 , 我 们 将 
异 助 于 已 知 的 直 边 形 的 面积 (这 里 用 给 形 的 面积 ) 定 义 曲 边 梯 形 的 
面积 . 

With x SOE RE HO dE POE SR £X y — fO Case) a 畏 以 及 
Hf roa tj rmb AERE 9.2. 具体 作法 旭 下 : 

在 区 间 [e, GARAn 141 Y FARE Es ct ES ATB 
写 方便 , G a= Eg b — ru 使 

acq qae yer, E 
SU RE Da, 51068 — 4r. RA T. TE AT dap iRl La, 0 12 
成 有 # 个 小 区 间 : 
[goy £1], £i, Tady s Lai, $3 t Duas Tn 
第 天 个 小 区 间 [zs as 2e JAI d 29 Ava 022, 31(8—1,2, 0). 
过 每 个 分 点 zs 作 x hifi, XX HoxpIX ik y- fO HE, Xp 
边 梯 形 分 成 % 个 小 曲 边 接 形 (如 图 8. 3). 

TESI k AONE BIER, a zd EX — ES 5 Qn si E, NW 
算出 了 (Ex)， 从 图 8. REL ASENA Ar, 29 E p] 
38 fO Av, EAE US k Ahi VLSBCTEIS EV. AA, 的 近似 值 , Hi 

AA, f (5 Ary k=- 1,2,1, n). 
. 3519 = 


I 
i 3i 
| | 1 | | 
oj T magte b F 
E 8.3 


显然 , 当 Ar 越 小 , HEERA, HER 个 矩形 面积 加 起 来 ， 
应 该 是 ^ 曲 边 实 形 面积 "的 近似 值 , Bl 


“ 曲 边 梯形 面积 ”= > AA, EA 
&-i rm 
显然 , 将 [as 5 逐次 分 下 去 ,使 小 区 间 的 长 越 来 越 小 ， 则 不 论 5. 怎 


样 选取 ,个 矩形 面积 之 和 > FCD Ax, MIREKA T i 
梯形 的 面积 不 难看 到 ， 在 任何 有 限 过 程 中 ，2 个 矩形 面积 之 和 


DED Az, 总 是 曲 边 梯形 面积 的 近似 值 , 只 有 在 无 限 过 程 中 ,应 
ki 


MER PETER EA Dl ILE BS REA, 
4 LO» b T Tax La, b] 分 成 # 个 小 区 间 之 长 的 最 大 


Ex 
IL 
5 


ECT) — max (Az,, Az;, ts Az,). 
FA, LOI) 90 MH RRR Ce 约 无 限 次 地 分 下 去 ， 使 小 区 A 
之 长 都 无 限 趋 近 于 0. 


如 果 当 L(T)—0 Bb, nA EJEIBIE THIS DA: 存在 极 
kc 
限 , 设 


lig, Df EV An. 4. 


则 称 4 E eh ERG Ai R, 

由 此 可 见 , i ARBHAR 4 JE —A Bex RE RR URS ERR. ix 
MELA T TE SEHE XE CE EB) Jj E. PERREN p 4 
梯形 的 面积 , MATARA. TES 8.4 中 , 将 进一步 说 论 这 个 
TARR 1H $2773. 

2. WAAD kbe EERE, 其 速度 2 人 1) 
是 时 间 + 的 阔 数 ， 计 算 物体 从 时 刻 o 到 时 肇 5 的 运动 路 程 ， 即 物 
体 运动 的 距离 . 

计算 这 个 问题 所 过 到 的 困难 是 非 等 速 送 动 , 即 o (00 不 是 常数 
函数 .如 果 物 体 是 等 速 直线 过 动 , 即 o) 二 是 常数 函数 , 则 物体 
从 时 刻 o 到 时 刻 5 的 运动 路 程 s 是 

gz:k(b—a). 
TARER 3D S Es BLUE — T SEES NUE, mios E HOS 
动 联系 着 ， 即 在 局 部 上 能 够 以 等 速 近 似 代 规 非 等 速 。 具体 作法 如 
下 : 

在 时 间 疝 隔 [e, OARA — 3 个 分 点: s 1a, bar 为 

了 书写 方便 , 令 a-iy bt. 使 
a= tt nb, 
此 分 法 表 为 了 ， 分 法 了 将 a, 站 分 成 % 个 小 区 间 : 
Lios 5i] Ežis 6a], 5s ETE Él, t Cén-is Eade 
588 k ANEH Ce-o 6) 94 E Atm tu tuos E RI rb 
iB] [55,2544] EER- R rOit ERE olio 代替 
[tris #6j 上 每 一 时 刻 的 速 认 ， 则 物体 在 Lis -1 tal T vla 5) 
的 路 程 (ED At, 应 读 是 物体 在 Cte- tad IERA oG) 运动 路 程 
As, 的 近似 值 , 即 
Mer voli At: (E—1,2,--,n). 
将 每 个 小 区 间 上 物体 等 速 运动 的 路 程 加 起 来 应 读 古 物体 在 La, b] 
* 321» 


工 以 * 非 等 速 直线 运动 路 程 "的 近似 值 , 即 
“等 速 直线 运动 路 程 *- DAs SI (ED A 
=i k 


显然 ， ES iD) 一 ax (At,, Àt,,--, At, n RM, AFTODA 
PHR Etk AERE E EX a ah A 9 E, HE ER EF, 
WRH IO)-0Bf, $IOAU 在 在 极限 , 设 
b-i 


"n 
lim Mise(£ON s, 
HS LL 


MPR s 是 物体 从 时 刻 a 到 时 刻 5 RRR a. 

上 述 两 个 实例 ,一 个 是 几何 党 中 的 面积 问题 ; 一 个 是 物理 学 中 
的 路 程 问题 .尽管 它们 的 实际 意义 完全 不 同 ， 但 是 从 抽象 的 数量 
RRR, 它们 的 分 析 结 构 完 全 相同 ,都 是 国 数 在 区 间 上 具有 特定 
结构 和 式 的 极限 ,这 就 是 下 面 讨论 的 定 积分 . 


二 ,， 定 积分 概念 
设 函 数 f) 在 闭 区 间 [e, 5] 有 定义 , FE a,b) EERE n1 
个 分 点 :fb East's Eni A amas b zu dE 
QT 二 
此 分 法 下 为 人， 分 法 了 将 [5,8J 分 成 个 小 区 问 ; 
eos tis CEs als es Lee is Teds ta Ls Tn, 
第 五 个 小 区 间 [zx_1, 221809 de E D Axa zum, a ER k ANE 
iBlLz2-,, Xsj 上 任 取 一 点 Ea (VEEL) TERR 
oT, E) = fE) Eit) D Gm) s 
MED Gia) Het FOR x 242) 


= SKODA, 
k-i 
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称 为 国 数 F GO E DC iBI Lo, 的 的 积分 和 , TARRA, 

TAR, EROR fz) 在 区 疗 [a, 如 的 积分 和 oCT,5) 与 分 法 了 有 
闫 , 世 与 一 组 £— (£2 (4E Lz a 22]; 5 1,2, e ORAR X. 

& dD)—max(Az, Az, Az. 

EX RAR fr 在 [re b VERE X. E88 La, b] iaiT n 


一 组 £— (£), t fuo 
oT, E) = S FECE) Ar- 
k=l 


B E 0 BT, Ba oT, D FERR, VE 


nud eG, B = X 22/602, I, o) 


且 数 了 与 分 法 名 无 关 , b5 Es Elti t AREE, 即 
Ver0 Jó7-0, VT; L(T) «Ó, YE = (£2) ,有 


[Erans <e, 
| EI 


VER ERA fs 在 [ea, 0] 可 积 ， 了 是 函数 fC) 在 La,5] 的 定 积分 , 亦 
HE I x5 
NICE S Ds - L. 
a iT EA 


在 定 积分 符号 | FG)dz 之 中 ,各 部 分 的 名 称 如 下 : 
a 5 b 分 别 是 定 积分 的 下 限 与 上 限 ; 7(z) 是 被 积 函 数 ; f(z) dx 


是 被 积 表达 式 ; * 是 积分 变量 . 
TU 1T)->0 时 ,积分 和 oC《T, E) RAE TEL, 则 称 函 数 f(z) 


在 [ww 2 不 可 积 ， 
根 锋 定 积分 的 定义 ,不 难看 出 , 上 引 所 举 的 两 个 实例 ， 都 是 定 
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积分 , 
曲 边 梯形 的 面积 4 是 锐 数 了 (2) 在 Ca, 坟 ] 的 定 积 分 , 即 


A= lim DED Mss= | Fada 
T0 E—1 " 


物体 运动 的 路 程 s 是 速度 销 数 e(00) fEB BURIAL o, DOSE PR 
5r, HP 


ps 


" b 
s= lim Sedo A f owd, 


不 难 证 明 , 函数 可 积 的 必要 条 件 : 
XE d. 458A f(x) 在 区 间 [a, 5] 可 积 , MAR f(x) 在 Ca, 53 
有 界 . 
证 明 ”用 反 证 法 , VE GREC A Co) E Ca, b TCR Ha, 6] 的 尾 意 
分 法 了 了, 必 至 少 有 一 个 小 区 词 ,不妨 设 [zo, sr], 函数 f(z) 在 [xzo 2:1 
ER., AMA 


lo(T,§)]= [DEA = f CE) Mzs + Tf En) Mrs 
b=1 FT 


=] f(E) Az; -— 


MG2OAs, 
= 


"n 


NG Åf: 


B 


取 定 EEL Te- zel, k= 2, 3,8, 


EERS. i 


A " S £A, 


i | 
EX eR fX) TEL zo, x 无界， 即 7Y8>0，, 3£,€ rz, zi, 有 


B+A 


TĒ, YB>0, 3é&€[ 25, 2i], 有 
"$24° 


5 FEAE 


k=l 


|a (7, 2) | 一 


SBTA Ar A-B, 
Ax, 


DES oT, HER, MAN f(a) ELa, BIRT, FA. 

函数 ECA DIE RIE 1(z) 在 [a, DJETE E A iF, i 
PTT OXTIN PAHBARRER, MERIR. PA UD 
KAR | 


1, zx 是 [0, 1 的 有 理 数 ， 
0, xÆ, 1J] 的 无 理 数 . 
TA FRR DELO, 1J 有 界 , 但 是 它 在 [0,1] 不 可 积 . 
事实 上 ， 对 [0, 1J 的 任意 分 法 人， 因为 在 C0, 1J 的 有 理 数 与 无 
理 数 是 处 处 稠密 的 ， 所 以 在 每 个 小 区 间 上 既 存在 有 还 数 又 存在 无 
UR. 
Ti E, 取 为 无 理 数 , 则 积分 和 


06) -| 


alf, E) = P1D(ÉQAz,-0. 
k=l 
EET 5 取 为 有 理 数 , 则 积分 和 
ot{f,£) = * DA = D1 Ax, = 1. 


CFA, 0D) 0 时 , HAR o Gf, DO TCEETERR EL, IHi 
Da) ELO, 1 不 可 积 ， 


$8.2 mf fH ME m 


一 ， 小 和 与 大和 
已 知 有 界 蝴 数 巴 一定 可 天 !， 那 么 什么 样 的 有 界 疼 数 是 可 积 的 
Wit 换 名 话说， 在 Lab] EARRA AR Je) 的 积分 和 


. 525° 


e(T,£ 2 FG Aa 08 ET 0 EIE) TE FE BLUE v 


积分 和 oC, H= BTE Ac OX ACE IRIS HET TEX, 
mm 


而 且 也 与 一 组 £= (£0. 的 取 法 有 美 ， 这 给 我 们 讨论 积分 和 的 极限 
带 来 困难 .为 此 ,首先 给 出 对 掌握 积分 和 和 oT, 变化 非常 有 用 的 
小 和 与 大 和 的 概念 , 并 讨论 其 性 质 . . 

HAR fo Ela bA R, DAT R Ca bl 分 成 了 ww 个 小 区 
lif: 


EA 


E= fom DS ra DEP] te- o zi AEEA Ax; xu x... MERI 
M, iE JOO EL- 1 xa 1E P EIU Liae 作 和 和 


s(T)= Dl mAr, fj S(T)— S M,Ax,, 
Ecl kc 


PR s CP) & Zr i T HbA, (CT) 是 分 法 了 的 大 和 ， 

值得 注意 的 是 .小 和 SCIO 与 大 和 SCIO. 愉 与 分 法 TT 有 关 ， 这 
是 因为 当 分 站 卫 给 定之 后 , ERE f(z) 在 每 个 小 区 间 的 下 珊 界 与 上 
确 界 是 唯一 的 , 从 而 小 和 s (TD) 与 大 和 5(T) 也 就 怠 分 法 了 而 确定 ， 
这 是 小 和 ,大 和 与 积分 和 的 主要 区 H. 

BA, Xa, 拉 的 同一 分 法 了 的 小 和 SCIO SK Pu CDD, 总 有 
不 等 式 


sCT) LET). 
下 面 讨论 小 和 与 天 和 之 间 以 及 小 和 、 大 和 与 积分 和 之 问 的 英 
" | 
p l. xi[a,b]—^4E T, ERDIA E r8 s CP) 
ipn», B 
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sNES EDAS ST). 


k=l 
证 明 MVEIS[r, 22 Sd 
mam [fM k=l, 2, yn 
FERU Bl r-o ro] 的 长 Aro BEA à] n 3B ns £8 


sCT) = 5 my, S MICI) Ar, 5 MAr, = S(T), 
b=l k=1 k=1 


即 s(T) T fGOAnSSCO. [D 
k-l 


性 质 2， 对 [Ta, 8 一 个 分 法 T, dn s(T) (大 和 S(T)) 是 分 法 
的 所 有 积分 和 的 下 确 界 { 上 确 界 ), 即 


n 了 ^ 
s(T) -on ( S(T) ES as) 
z {ka j fk {k= ; 


证 明 已 知 m 是 国 数 fOOdED x... ATAR 根据 下 确 
HEM, Vez-0, 35€ m. m du 
me (Es) mt ee k—1,2,-5m. 


HEELS EL DE IBI 2.5, ns ES ES Are 四 从 1 到 3n 相 加 ,得 


"u Li n "7 
DS mAre SE SE) Ar D mr te Az, 
ksl i ķ=i k=l kal 


或 SQUE T GO sU) T e(b—2), 
b=! B - . 
即 s{T) = ar 23607 


同 站 可 证 ， sc «wp Sion D 


58 | b= 
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性 质 3。 对 [5, 5 一 个 分 法 T， 增 加 某 些 新 分 点 构成 [a, 5] 一 

AE T, A 
sS(T) Ss (T) 5 SCPOSSQ), 
即 分 点 增多 时 , 小 和 和 不 减少 , 大 和 不 增加 ， 

证 站 ”只 须 证 明 ， 在 分 法 卫 的 基础 上 仅 增 加 一 个 新 分 点 呈 。 
EA 3 成 立 ， 壮 余 的 新 分 点 可 逐次 增加 一 个 分 点 而 得 到 . 

证 明 ” 设 新 增加 一 个 分 点 z 位 于 分 法 TT 的 第 个 小 区 间 
Dx, ze 之 内 即 auo mu m. A T 表示 此 分 法 . 在 两 个 小 和 
807) 5j zs(T) 中 ,不 相同 的 项 仅 能 在 区 间 [zy -uv 2.) E813, 

小 和 s(T) 在 [zx;-1, 2, 8900 mi 72, -0- 

小 和 s CP) EL x, a zr 是 两 项 和 

mi(z'—z, 4) Ami ltr), 
Hp m, 与 mt 分 别 是 函数 (zx) 在 [xs_1, a 5Cr, nu ES EAR, 
因为 maxim, 与 m, «mi Cd 8.4), REL 


Melte tp) = my Gr, t) t my (z! —z, 4) 


scm; (zea) + miG' —2,-), 
E s(T)sis(T). 
ETit, — SCUO«GSOD. 0 
ERL 对 [a, 8] 任意 炳 个 分 法 卫 与 T', 有 
s(T)«S(T') 5 s(P)«S(T), M sa 
即 小 和 总 不 超过 大 和 l 
证 明 ”将 [a，5] 的 两 全 分 法 了 了 与 T' 的 分 点 放 在 一 起， 构成 
[a,5] 的 -个 新 分 法 , 表 为 T"， 于 是 ， 分 兴 T 的 分 点 是 在 分 法 了 
(或 了 ) 的 分 澡 的 基础 上 增加 了 分 甘 T'( 或 了 ) 的 分 点 所 构成 ， 根 据 
性 质 3, 有 


s(T)ssQ") 与 S(T YESTY. 
ELA AEST" (Tas). Mir. 
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sS(T)s;s (T) «S T") «; SQ), 
E s(T)S SQ). 
[a] 2; T BE, sQU)sSQO). | 
EAS oua, 5 所 有 可 能 的 分 法 了 ,小 和 的 上 确 界 不 超过 大 
DU ME P MEI 
sup(s (DD) «inf (5(7)]. 


证 明 ”根据 性 质 4, 任意 分 法 了 的 小 和 集合 {s(T)) 有 ERE 
意 一 个 大 和 和 皆 是 它 的 上 界 ). 再 根据 $4.1 定理 2, / FOR Qr (CT) 
必 有 上 确 界 , 设 上 确 界 是 o 即 
sup{s CT)} = f 


已 知 任意 大 和 807); AA LEST, 即 0 是 大 和 集合 售 (T)}) 的 
TE. 于 是 , 大 和 集合 全 (7T)} 必 有 下 确 界 , 设 下 确 界 是 1", 有 
Ts = inf {S(T}, 


a Ty supís (9) <inf ($ (7) -P. [ 


二 、 可 积 淮 则 

根据 定 积分 定义 , 函数 f(z) 在 区 间 [6; ESTR, 就 在 于 积 
4pm Sf GO Ax Q3 C07) 0 BED Re P E IRL, 

k=l 


根据 大 小 和 人 性质 Lln b JS TEE EST, 总 有 
s) 二 SF) Az, S (T). 
k=l 


于 是 ， 讨 论 复 杂 的 积分 和 的 极限 问题 就 归结 为 讨论 比较 简单 的 小 
和 与 大 和 的 极限 问题 . 这 就 是 下 面 的 可 积 准 则 : 
定理 1. (GREID HA So EREA La, bR 
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lim [.S(T) —s(T) ]—0. 
itr) 


(1) 


证 明 ”必要 性 (一 >) FAR f(z) 在 [Fa, 8] 可 积 ， 设 定 积分 


Æ 7, 即 Ye>0, 307-0, VT: L(T) 6, YE= {Eh E 


SIEA I «e, 
kl 
或 
e< DfA He 
bcl 
根据 大 小 和 性 质 2, 有 
I—ezx;s(T)mST)mxId-eg 
LE S(P) — s(T) 2e, 
Bp Voc , lim LS) — s(7) 1-0. 
充分 性 (所 一 ) S OD XUEan, BnYe0, 3620, VT. 
UT) < 二 85, 有 
S(T)}— s(tT) «e. 
根据 大 小 和 性 质 5, 有 
SOC) s Ius8), (2) 
从 而 ， P'—IgxST)—s(T)«s. 
B P= ig I= BOXE 
s(D SISET). (3) 
xD s(T)« Df ED Ar Sq). (4) 
此 一 上 
由 (3) 式 与 (4) 式 ,有 


SG) Atei |SS (T) —sCT) Ze, 


k=l 
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部 函数 了 (x) 在 [a, b]w fa, 0 
EA 3t: feo Ep Im R 
m-inf(f(z)la€;p) 或 m= inf (f(z)), 
M =sup{f (s) |2€7) X» 条 一 sup if(2)}， 


o= M—m=sup{f ir} |E} —inf (f(x) [zc1). 
io WAR fs 在 区 间 工 的 振幅 - 
给 区 间 La; blak T. de 
m,-— inf {f (r) [3€ L2, 5,2, ]) 
与 AM,-supi(f(z)|z€[x,.,2,],  £—1,23,:^,. 
o= M,—m, REERER f(x) de^ NECI Es i, 2, 10935 0. E 


S(T) —s(T) - D MAr D imi Az, 
k=i 


== 3 (M,—m,) Az, = S o An, 
称 为 函数 FGO 在 区 间 Fe， 的 关于 分 法 下 的 振幅 和 , 简称 振幅 和 . 当 
须要 在 振幅 和 中 表明 分 法 也 与 区 闻 Ca, blit, 可 把 振幅 和 记 为 
(T) S'o,Az,, FE, 可 积 蕉 则 又 可 改写 为 : 
定理 1 《可 积 准 则 ) 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [4, TR 


kd 
lim o,Az,— 0, 


On a VA 


其 中 os EHH fir) EL-ist] 
Hynd, k51, 2, n, 
PERE MALAE E, A 


8.5 (lio RRR aA “曲线 ” 8 5 
=I n Ah EER ZA 图 8.5 
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可 以 任意 小 ( 当 KTA). 


兰 、 兰 类 可 积 函 数 

应 用 可 积 准则 的 充分 福 证 明 以 下 三 类 卫 数 是 可 积 的 : 

定理 2. BAKIE 在 闲 区 间 Cab] 连续 , 则 函数 f(x) 在 
Ca, DJEM, 

证 法 ”根据 定理 1' 的 充分 性 ， 只 须 证 明 , Ye>0, 387-0, (能 
BA 0, VT. LT)«8, d So Az, e 即 可 


E,nER IE f) fea, b hE, Ma Seik^k, SENEUEH, 每 个 
小 区 间 的 振幅 or 能 一 致 小 于 5, 即 oue (1,2, -, 00, CRTA 
题 4.2, 5 10 ER) 

证 明 已 知 函 数 FOOD TERRIER] Ca, b 5S2, TRES S 4.2 2E FR 
4, 图 数 f Cx) TEL a, b ]-- SEE, 即 

Vez0, d50220 (iX Eb XE dX Bu 0, Va, zC[a, bl 
|2 21| «0,78 

FOD f(x) | «e. 

Itla, MESES T, EOKIC)-08, HG fGOO 在 每 一 个 小 
ECHBIL n, i, 4 ESR, MUR $ 4. 2 E BE 2, 函数 f(z) 在 每 一 个 小 区 间 
Lz,-:,25 ]Hx H Bx ^ f m, 与 最 大 值 Mu, HIS £s £a a, e], 
4 

m=f E) 与 M.-f(. 

因为 UT) «0, BEA | 8, — E x —z,- 1 Ó, A 


Q,— Mim = EF) ELE k-1,2, 
"A 


于 是 ， lon enc e- a), -> 5^ i 


RIEA Se ECOE: GR MISERE 
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XXB3. FAR fO dEPTEBIEa, LAR, HAARAS 
点 ; 则 函数 了 (zx) 在 La 如 可 积 . 
证 法 给 Lo, 分 法 了 7, 将 振幅 和 分 为 两 部 分 ; 即 
S'oAn- E'o,Az,T E"coAz,, 
k-i 


其 中 Podr RR EL IRPET zx B3 3D 3S ^h DE [HI BS peite, Cx 
f(x) 在 每 个 小 区 间 的 振幅 os 能 一 致 的 任意 小 ,而 这 些小 区 问 长 有 
界 , 从 而 wsAzs 能 任意 小 ; 了 osAz 是 包含 间断 点 的 那些 小 区 
间 的 振幅 和 ， 因 为 间断 点 的 个 数 有 限 , RE wx 有 界 ， 而 包含 问 是 
点 的 所 有 小 区 闻 的 总 长 能 任意 小 , 从 而 E" oA 也 能 任意 小 。 于 


是 ,振幅 和 了 TosAzs 能 任意 小 
bi 


WERE 已 知 国 数 FOOD dEPH XC fBICa, b 128, 即 
3M0,Vz€[a,b lH f(x) M. 
Mii, EG e fC) EEEa, 8 的 振幅 eos 2 M. 
I X f C) Ea, b UR m A BDBE IR: misto, Eme 
Ve70, Ri, 8, — 67-0, PE REA IRIS xf Yi e 邻 域 
(00 (5—6852,4),1—1,2, m. 


每 个 邻 域 的 长 是 353,=2e， [a, 已 一 日 (z,—4,,2, 00 € $7 
HE Ca, b 189m 14-7 B] PERI: Piu, Dm D. RAE 
f (2) dE X& pr] - E FR] E e, 从 而 一 致 连续 , 即 

对 上 述 620, 36; 7-0, VT: LT) «às, 每 个 闭 子 区 间 £5 被 分 成 
ETIME GEAT å), BA FCD ERRE AINE [Gl iig 
振幅 ax 一 致 小 于 s 

36=min (0,, 6) 0, VT: L(T) <å, REMA RAR: 


meer mut e ra aar e a tere Pr e T ar P a erar e Parr mr T eri a nm re 


" 
S ouAz, = E'A HE nA E 
k=l 
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其 中 之 grAry Ea ETA a A RIS ELSE t o EX. F8] fidi i 和 ; 
Z'oyAz, 是 分 法 卫 世 含 间断 点 的 那些 小 区 交 的 振幅 和 .已 知 
E'o, Az, eZ Are (ba), 
E'aelAxQCLE"gGArQ2ME"ArQ«AM-:2mg-—4RÀ me. 


于 是 ， Vorn- Zo AE r XN" our, 
&-i 
«e (b~a) - 48 me— (b—a--AMm)s, 
BEER XR 了 (2) 在 Ca; OTER TD] 
定理 4. FAR f) EAKA Ca, b 18 US, Den e FCD 在 
La, b ]nf £1, 
证 明 不 妨 设 函数 f Ca E Ca, b RUE Du, Aa 的 长 意 分 被 
T, BE fog «l8 F m. t3 b AR M. 
Ep 
Omemf(na) 与 MfG. 
UCET SEOEGUMETRESES ES 
€ = Mae — Mge = f Ca) — f Etri) 
Yep, I= e>, YT, LOT) aslre 有 


> G5 e DL (rs) — f(r- Aze 
CER 


kc 
«eMUfQGO — fG 0] 
=L 
—e[f(z)—Jf) T fG—f(0 HeH F a) 


— Tir 
=e[ F(z) — fizo) 1 elf — f(2)], 
Bp fO fELa, b |DER. |] 
HE i 9 38 AL ER Sc T REG CHR der ERI ES. RAT, 国 数 
+ 334. 


- D, — x-0, 
4 《2z) 一 
T f il Lei, nEN, 
n nli n 


在 [0, 1 是 音调 增加 , 旦 有 无 限 多 个 间断 点 : 二 ,nc nÉ2, .根据 
定理 4, ER f(x) de [ 0, 1 JaT ft, 


练习 题 28.2 
L EME E fC) 在 [es 所 音调 增加 , 则 
fG 6o «Faire fa) a. 
2. 证明 ; 车 函数 Go del I Co, 5] ERE, La, 5] 的 分 法 加 上 若干 个 新 
分 点 ， 得 新 分 法 7T， HT 与 r 的 振幅 和 分 别 A 为 7) odn 


b 
(P S oA, 则 


b 5 
(P) S osram ma Am, (ER: 见 大 小 和 性 时 本 


8. Wi np EME N: DERE f(z} 在 Ta,B5j 可 积 ; 函 数 oo Ela, DE 

除 一 点 为 外 ;了 (wm)  g G0) Grae z) W g Gr) TE La, 5) bis] R, FL 
NIE 

4. PT BEER f GE Le, b EV BER MG unde fe[a, 5306 — 3 mik T, 
而 fz) 在 每 个 小 开 区 同 (n orm mEWEG-l, 2,:-,80, M f CO TE [2,5] 
可 积 . | 

ME CICEMIOEJEMAER Mri dti DOE T EE: 

.SupaUGO)- inf (fG0)— sup, {fm —fG0 D). 

6. IET T BI LAC NALE. E 351290 :3 bAT, 

7. EN: EA oao dE[a, b] B] BU, ELE dE 0250, Vrela 6], HE FC) ze, 
MB Le blo 8r. 

8. WEB] 函数 

+ 335x 


mp eT A a 


1 1 n 
ro 27 与 po- fetz) riu 


0, a0 D, tee 
Tre LO, 1] 4 RT fn, 
E71: 函数 
u 1, T Ausg, 
i-i z E XS, 
ELIR E, ri | £62 | EET 0, 1 可 积 ,说 明了 什么 了 
* * * * 


10。 证 明 ; 若 函数 FG 5s eGofE[a 可 连续, 则 
dim. »» f 9 (0) A, | FG) lds, 


RP rp mE, Spi mua, bold, By oyn, Ax,a—i,— Te iyi 
amb. 
li. 证明: AREE 
0, z RXBEN, 和 z 一 小 
A 一 
ce) TM Ea nz XM, REM, 


EDO DTM, E : 
acaso. 
L] 


12. VESR ERER jCz) 在 Lo,5] 有 界 , 则 
G) lim sG)—4. 3) lim SD esr 


13. EH: AR ff 四 在 [ge, 的 可 积 «— Ve0 5 Vol, 360, VT: 
L(T) «3, M o, >n 的 那些 小 区 问 的 总 长 D Amare. | 
: T 
14， 证 明 : 车 函数 o Gn) FEL A, BTE ES ERO f(z) 在 [oy 四 可 积 , BLU, B1 
= (fG) |s€Co, 51), Rl oLf Co) MEUS, b) 8 94, (提示; 应 用 第 12 题 ) 


$8.83 定 积 分 的 性 质 


一 、 定 积分 的 性 质 
函数 f GO 40€ il Co, 5] 的 定 积 分 | 16042 By JUS ase, 
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fob, dnb a=b a6, 定 积分 | f(sjaz 没 有 意义 . 为 了 
运算 的 需要 , 规定 : 
4 a=b tt, [far= 0. 

3 ab t, | Faz= - fro dz. 


下 面 定 积 分 性 质 的 证 明 多 是 用 定 积 分 的 定义 直接 证 明 的 ， 为 
了 书写 简便, 一 律 省 略 书 写作 积分 和 的 步 又 , 即 [e, 所 的 分 法 ,选取 
En 作 和 和 等 步骤 , 直接 写 出 函数 的 积分 和 . 

定理 1. 着 Va€[a, 0], A [OO — eOKEBO, W fé) m ede 
Ca, b TRE, HL 


r edz-—c(b—a). 
Ui Ak fo =e Ela SES SE 


DFAE o2 nei) =c(b— A, 
k-i 


Sed A e(b—a), 


l IA +0 
Mo. f ciz—e(b—a). [ 


定理 2 FAR f(z) 与 (7) 在 区 lICa, DFR NL fi) 
t fa(z)i£Lo, OETA, B. 


[050 +a) m [fio det [100 n. 
证 明 函数 fiC) t fa GO fELa, 0 BU fü 
S'CAGAO 4 fi Asr, 
k= 


= Df (EArt Sf Az. (1) 
k=] k=l 
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因为 fi (x) 与 hin Ela 妇 可 积 ， 所 以 (1) 式 等 导 布 端 两 个 函 
OE fo GO OBR RATER C1 (T) 90), 十 是 , 《1) 式 等 
号 左 端 的 函数 Fa CE) H fa C2) 的 积分 和 也 存在 极限 (LCT)>0)， BIER 
数 (2) 十 f2(2) 在 [a 站 可 积 , 并 有 


lim eus (£ + fa(£)) Ar 


MALI iudi 


= lim DAEAR, lim „EAE A 


iTi => 


wc ORSA Def Ft Da 0 


定理 3， 若 函数 f(x) 在 区 间 [a, 5] 可 积 ， 则 函数 6f(z) ( ec 是 
常数 ) 在 Ca,5 也 可 积 , 且 : 


Ü ef (c) dz— ef f) dz. 
证 明 dd cf(z) 在 [a， DIRAM 
DofE An IEAn (2) 
“= 


因为 f(r) 在 La, 可 积 ,所 以 (2) 式 等 号 右 端 函数 f(z) 的 积分 和 在 
在 极限 (CT)->0)， 干 是 ，(2) 式 等 号 左 端 也 数 cf (x) 的 积分 和 也 
AEXEBLIR. GL CP) 0) , psi dit cf (zx) 在 Fa,5] 可 积 ,并 有 


| im, 25 cf (EAs c lim. EV hr 


即 fief Cdr= el Folds. D 


根据 定理 2 与 定理 3, 有 
推论 WT AG, fO, s f CO ECC, 5] 都 可 
积 , 则 它们 的 线性 组 合 
e 5ME € 


efi (zx) tefilz) Ts 4T 6f.) 
在 [eg 机 也 可 积 , 且 
[Eoi cO te (0 +t onfa{) Jde 


b b . * 
= af fO deco fico ate] fala) de, 


其 中 G52,…, cs 是 常数 ， 

EHL FARAGO OOKAL 所 可 积 ， 则 乘积 基数 
Jio) f(z2) 在 La, 58j 也 可 积 . 

证 明 SD Eu €. Bx G5 fs(2) Æla, 68 
ER. a 

3M7»0,Vz€[a, b, Lf C) 1M SIG M. 
已 知 函 数 fi (2) 5 faa) Ca, 6] TER, t TREN, 
Vem0, 3520, VT LCT)«8, 同时 有 (用 到 $8.2 练习 题 第 


* t x 
Ae 与 2.15 


其 中 oo EET IT T f) E fe AELE- JRR. 
Va', a" 2, , 22], EE 
FICA (一 fice”) fele") 
= JPC ala) fala") fas) + fala”) fala) 
— fila”) fala”) 
*z ETC [fa —fiGI EPI fa bL fasi) — £821 
s MfG) AEN HIRES fi». 
设 ok EBR SMOPAOL ESSERE T M BR n 
ZRA 
(evo sup, URGANA Ga) fi010) 
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SML sup (0G — fil) + sup (1f) 
—fa(3"»D] 
«M lor ot). ( 见 8 8.2 练习 题 第 5 RE) 
TE, YT. LO) «O8 
Sor Az, eu Sois 十 Slots, jue, 
k-i k-1 K-1 
RRRA fiir) fi dE[a, b Tw fa, D 
定理 5. 车 函数 fz) 在 区 间 [a， #5] 可 积 ， 有 eo xb. <b, 则 
FEEC, b Ab ur f, 


证 明 Cu fü») 在 [a， AIDE E DEUS MESH 
Ve50, 370, VT. L(T) 0,78 


" 
(D 2 oAr6 ee. 
在 分 法 了 的 基础 上 添加 两 个 分 点 a" 与 Bt 有 的 可 能 就 是 分 法 了 的 
分 点 )， 得 到 [oa， 纪 新 的 方法 T, 显然 ， VT; iTA E 
(T°) > Ga, ST") > cx Az, E (T) Means 


BIER fia) da, b THER, 0 
EEG FAR fO dei La, e 15e, b TRI BI, 则 函 孝 f(x) 
在 La,5j 也 可 积 , 且 
[rea [eode (fenus. (3) 
证 明 首先 证 明 fz) 在 [a, 8] 可 积 。 
CL AneR e (2) 在 La, c 1 5L e, 二 可 积 , Bn 
D seo» Xe Ar ARAR OERAL ATAR TARAA, 


见 第 331 页 与 $8. HETES 2M 
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YTI) «à, TO S oua, t 
V27»0,387-0, EE K 
VT 4 iTo <s, 8 (72) Po, Az «e. 


对 [ea, 的 的 任意 分 法 了 ,若是 卫 的 分 后 ,IT có, 
(T) 210, Àz,— (T) 5 a,Az, + (Ts) D1 o, Ar, «28. 
GE 。 不 是 分 法 了 的 分 版, 把 加 入 了 的 分 点 中 ， 得 到 新 分 法 了 , S 
$R I(T) «6, B. 
E] 
(T) 2e <T) lona ete, 

邑 函 数 £C) fe Lo, JTA. 

HKERORRY. MAAR FOAL, AR, MUA 
[a,5J] 的 任意 分 法 了 ,并 使 c GET HoE RR R E, 


只 有 了 (?) 在 La,51 可 积 的 条 件 下 ， 才 可 以 选取 特殊 的 分 法 ), 有 相 
应 的 积分 和 


* ` * b 

DEDA = Df EArt DE) As 
EAER E-RGRIO PA BUR ERR (00), BLUR 
lim p lim por lim pL 


UT) 


即 [feas [re ae | fena. 0 
推论 L Gg f(z) 在 区 间 [4，B] 可 积 ， 且 Ya,，b, cCA, 
B), Hi 
Li ê * 
A [fede [ ooa. 


O 为 书写 简单 ,符号 * 3 SEVAN ECHANGES] 关于 某 分 法 7 的 


积分 和 ， 天 一 一 一 人 
un * MIS 


EAE P 


证 明 设 o<5<c, 根 据 定理 5, f (o) feLa, 155, oj 都 可 积 ， 
再 根据 定理 6, 有 
Urea fot reas, 


r roa [oou | fone 


=| fejit] fde D 
5 推论 2. XR KE f(x) E B Cea €] (EI, 2, T" n) SE Op E: A 
则 f(r)dE[co, c, AB, BTE, H. | , 
[foa "ree P rea [P f(z)dz. 
定理 7. PIE 了 (2) 在 区 IRE a, bJa 81, 且 YzE[ea， 7, 有 
"ayzmo(fG m, 
Boc ł 
MIO (fre aieo). 


证 明 ERE FG dE[o,5 TB BAZE TRUE 
DA. 
k=l 
已 知 f) 250, Az, 2, 724-170, £— 1,2, R A 


S GOD Aa 20. 


K-1 


又 由 Co 在 [ay 5s BUB IE PE 有 
| fw ar= lim ,ED Am0. 0 
推论 ERR j(z) 与 9(z) 在 [a,5] 都 可 积 , 且 YrE[a，5], 有 
f(z) «o G), NI 
| ieoae | oco as. 


< 3422 


WEBS (hn Yz€fa, b], 有 
fGDsgG) dX 9()—f(2)z0. 


有 [BIO-D 或 [ooa [feo aezo. 


8n Fra code. n 

EM FAN fa) 在 区 闻 Cab] AIR, MARS) | 在 
Ca, 5 也 可 积 , 且 

EONO (4) 

证 明 首先 证 明 函 数 1f (x) | 在 [a, TERR | 

对 [4,5] 的 任意 分 法 T， 设 函数 了 (z) 与 1f(z)| 在 小 区 间 
EA zx- 的 振幅 分 别 是 oy 5 oi, Va',z"C[z.2,,]— 5,78 

H£GD1—1£G Le FG) FG. 

MT suo (FEDI ED) sup. (60 — G7) D 


Hil o Lo, 二 1 Z, R 
So? Az, SmsArs. 5) 
kl bci 
Enf G2 TEL a,b ] 8T PA, i dE HT BURE DU, V 6770, 1077 0, VT: E (T) «0, 
4»eAm-e BOXE 
k=1 


Mothnc«e, 


k=l 
BEER P f (2) | fe La, b )HEBA, 


SCUCUESP AR ALCD REOR. La Yecla b ], BAFA 
* 34324 


(MG fG)«M GI. 
根据 定理 7 的 推论 ,有 


è r^ b 
- [ue ide | KOLISI |F Cx) | de, 


b 站 
ni | reomejsf fas 0 


推论 FAR SOEH [a, b] TF, A VaC[a, b], 有 
|f GO | e CHE BO, 则 


[lir 
证 明 根据 定理 8, 函数 |f(z) | 在 Le,5] 可 积 , 有 
ICE cec as E 6a). ü 


zckb(b--a). 


， 定 积分 中 值 定理 


X389. GAME f(z) 在 闭 区 间 [e, DER, WEC, 5] 上 至 少 
存在 一 点 oL d 
[ioi - fco 6-2. 


证明 EL An ER DRE ; f(z) 在 [a， bs, 根据 34.2 定理 2, ERE 
了 f(z) 在 [a, 85] 到 到 最 小 值 m SEC M, BB Ysea, b], A 
mx.f(z)«M. 
根据 定理 7 推论 与 定理 1 有 
m(b— af fi) des: M (5—a) 
x ma h feos. 
再 根据 $3.2 定理 6 ,在 [a,8] 上 至 少 存 在 一 点 c, 使 
OEROL 
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即 ('ru-reod-2. n 


定理 9 p Lf xk AE, dap 
Cf) 20,38 gh£g y — f(x). a 轴 

与 直线 ca, x 二 8 所 围 成 的 曲 边 
梯形 的 面积 等 于 以 [es， 引 上 某 一 
Hc Born EE f (o 为 高 以 区 间 E se 
La, b 1p K: 26 VE BS EG T Bt, 如 图 8. 6. 

定理 10. EA FEKAL, E, Pg gahad] 
"BL, E272, MEC 5] E zb fe feE— A e, tE 


MOZOLO 
证 明 不 妨 设 g(2) m0 (axrab), Vim M 2p EaR 
F) 在 [a, 56 BM RC UR, RU Vae a, b], 有 
m.f(r)x.M. 
因为 YzE[a, b],"ff g G0 220, 所 以 有 
mgle) f (x)9(z) x: Mg(x). 


根据 定理 3 与 定理 4, 函数 mg (2) F (309 2), Mg (o) fe [a, 5] 
LEE 


m| goc foco dM reae O 
根据 定理 7, [ o()deo0. TERENE 
D 38 [^9 422-0, (6) 式 可 改写 为 


NOUO 

nz: — 
NOT 

1815 $3. 2 38 6, 在 [a,5] 上 至 少 存在 一 点 o, 使 


mx 
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" PME, > 
T ea E a 


L] r5 
Bp f f0gGMa- Fo). g(x)da. 


5 着 | scoteo, [5666 de- 0. 此 时 ， 在 [o% PLE 
任意 一 点 o, È 


fies Fo g Jdr. f 


练习 题 8.3 

1， 证 明 : 者 函数 Jo) 在 [ar 下 连续 , 非 负 ,日 3a. To, 5), M f(a) > 0, W 
上 fonda. 

2. WEBER HEC P GO fe [a 0135, 日 É f'()dz—0, P f (2) 20. 


3， 证 明 : HAR fir) E[a, b] ERE, Lale 下 上 任意 可 积 国 数 pa) 
E| fioi dst, 则 f(z) 二 0。 {提示 : 用 反 证 法 ) 
4 证明 . 


o«[ "sin rtede [* sin "rdr. 


5， 证 项; HAC GO ELO, 1] UR MERE CA fE D Ya, yE 1], 有 
Fæ — FG | M [z—g], 
其 中 型 是 常数 , 则 
lr 
| 
(im f [rente Dj fais, 
f H Ek 
ix«5-xü e ) 
k=l bsi- a 


* þf» 


(4. VERRE HRK FO C0, 18 URP; INI 
f Ish TTE 
jiro A) 


REJLERS., (提示 ; 见 第 5 题 的 提示 ) 
= * +o * 
7. VEU: HERR fla g GO feLa, b Pf BT, PI] 
QD --max(fG),gGn)) 与 $G)-min(fQGD) , 902) 
Æla bjp Er BLEKTA 3.2; 第 19 题 ) 
8. WEH, AAR 并 四 在 ro 的 连续 , 且 尖 正 , INI 


lim, | [f (2]*d2— max (f (z) Iz£[a,5])- 


(提示 : 设 max {f(s) | x£[a, 5) = £ (D Ve» 0, dE E Ca, 8] C [a, 5], EE e, B], 
Va€[a, B], di £X) — ef Go) OD LOD — e] Ef Gr) | EF CO ]^2 
9. 证 明 : FAR FO TELA, Bi DR, (a, 5107: A, B], M 


iml (F(z +A) — f(e) | dz - 0. 
Ob EE f(z) 积分 的 连续 性 . | 
(提示 : 将 Co, OPA n 充分 大 时 ， EAR o Are X 
"oV fGyELn RN. prO | 
5 


k- 


[Fit — f£ Go) | dz, 


RERO hec p t,2, sm. 有 


sup: TICESY — fiel (TE trir 2, 1) a eri. 


i 85.4 定 积分 的 计算 

一 ， 按 照 定义 计算 定 积分 

定 积分 的 定义 已 经 给 出 了 计算 定 积分 的 方法 , 即 作 积分 和 , 再 
取 极 候 ， 如 困 已 知 阔 数 f(z) 在 [a, 8] 可 积 ， 由 于 积分 和 的 极限 雁 


一 性 , "i fELa, 51 的 一 个 特 跌 的 分 法 了 了 (如 等 分 法 等 )， 在 [zs-1, n 
- 347 = 


b. 


MEM ne — — 


上 迁 取 特殊 的 (如 取 £s ED, xr TRTA ME L EA, 中 点 等 )， 
作出 积分 和 , 然后 再 取 极 限 , 就 得 函数 f(z) 在 [a, 的 的 定 积分 ， 


例 i1， 求 | sinzdz, ab. 


WR RARE sinzitblo,b SE, BAAR sinz 在 [ay 四 可 
积 ， 采 用 特殊 的 方法 作 积分 和 ， 


=S, 将 [要 等 分 成 ma 个 小 区 间 ,分 点 坐标 依次 是 : 


acad b«a4-2h«.--«a-4d nh—b. 
取 £, 是 小 区 间 Cat (&— 0 h, a4 kk], HD £,—a-- ER. 
TÉ, 


b LI n 
| sinzdz— lim * 1 sin (a+ kk) -h— limh >, sin (c - kk). 
ü hu yi +D bel 


其 中 


Ll 
Dsin (a-- kb) 一 Lasin(e+ 有 sint 
k-i 2 


sin -k-1 
2 


得 


u»? [eos(a+ Zt) cos(a + 222] 
2 


k=l 


aain 


= 1 zn 3*)- cos(a + $4) cos(a + 24) 
2 


2sin 


— cos(a +2 $t +eos(at ta) cos E22] 
= 一 : z ee 3) (ot (ety) 


2ain 


1 下 [eos(a+ 4)— coa(0+-5A)] (a 2Ah—B) 


25in- 
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将 此 结果 代 和 人 上 式 之 中 , 有 
La 
2 


e 1 1 
] sinzda = lim 7 x e(a +ga) cos(o + 30) 
2 


81n 


= cosd — cosh. 
98. [nan 其 中 oca E 是 自然 数 。 


WE 因为 函数 二 deba, b 135, PEEL ERE x* 在 La, 5 8 BL 
用 特殊 的 方法 作 积分 和 | 


a - Haar. Rte) A MER, DRE 


依次 是 : da «ag! «ag? b, 
RE 是 小 区 词 Laq a 1897 P 2, HII 5, a9, A (29 )* Sag, 
$—90€—»g-—1. FE, 


à * 
| z*dzr— lim Sarg" (ag! —aq'7?) 
a asl Fl 


# 
一 ]i kl —1 (kt1)i-1 
lima*** (g )2n 


q*—4q5*0n** 
]—g**! 
e g**lg* 


- lim a*t! (g—1) 
g +l 


= lim? (btt — ghrlgtke na) 


«31 Q*H-g* 1 — ql 
一 1i q*(b**!—g**1) ig 
ULT EN ERE "Fati d C 
bti — gti 
k = 
Bp. K da FFI 


AEEA, Rok BUrfEXTGEBULSS S S A 
的 计算 ， 一 般 来 说 ， 没 有 实际 意义 ， 下面 给 出 计算 定 积分 的 实用 
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Jk. 


Z2, RLRE 


函数 C2 在 区 间 [a, 8] 的 定 积分 | f(z)dz 是 一 个 数 ,这 个 数 
只 与 被 积 函 数 GO 以 及 积分 区 间 [a, 所 有 关 ， 而 与 积分 变量 z 无 
x, 即 | m 
leas m ['feoa- (tons. 
例如 , 在 上 段 俩 1 中 ,将 积分 变量 * 换 成 积分 变量 上 并 不 影响 


b b 
| sinzdzr- cosa— cosb 或 | sin fi = cosa —cosb. 
a -a ` 


如 果 函 数 f(z) 在 区 间 [a, 执 可 积 ， 根 据 8 8,3 X35, Va€ 
[a,b], 函数 f(x) 在 [oz] 也 可 积 ， 将 积分 变量 换 成 积分 变量 !， 
YrE[a, 5], 7f 


[foc 


显然, Vac Ca, D], 都 对 应 唯一 一 个 定 积分 | CO t GIO .根据 
函数 定义 , 它 是 定义 在 区 间 [a D Bit RH (2), M 


TOOLE 


FOU $8 ER IN. 

Tir EBR eR 2 ir JL for 3 C: 
Ap Vae[a, b], 有 fa) 220, F 
[a,b] Lf£XE z, Bio LR ERE 
à) Ex ina, x1 E Bodl BSSÉ 
的 面积 ， 如 图 8.7 的 阴影 部 分 ， ma 
« 350 «. 


积分 上 限 函 数 有 如 下 的 重要 性 质 ; 
EHL EAA fO ED Ba, 5 E RUP AY FER ERE 
$6) - ftot 
在 [a， bns. 月 o (e) 二 了 (2), 旭 积 分 上 限 函 数 $B tT) Jiu IR ER 
fG) BS IR ER, 
证 明 RAIER, YaC[a, bl A 
dz ^r)—d(a) 
Az 


(04 G)- lim -fG. 
设 自 变量 < 有 改变 量 Ar, PIX NAMES 
$GA0—40) - [7 0 | fa 


= {fat roa-P ros 
=| ioa. 
A835 $8. 3 gg BR 9,43 
a -FÀz) —ó(x) — f (ac 0x) Az, 0s xl 
ET ETNM 
或 . 7 Ar ft +AT), 
EARR f(z) 在 z 连续 ,有 


4'G)- lim $& 725096). lim f(z+0Aa) —f(), U 
由 此 可 见 ， 尽 管 定 积分 与 不 定 积分 ( 原 函 数 ) 的 概念 是 完全 不 
同 的 , 但 是 二 者 之 问 存 在 着 密切 的 联系 . 
我 们 在 87.1 曾 提出 什么 样 的 函数 存在 原 函 数 的 问题 .定理 1 
AFT: 区 间 上 的 连续 月 数 f(z) FERD, TAA EREK 
4 G) BUR f(z) 的 一 个 原 函 数 ， 
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三 、 定 积分 的 基本 公式 


己 知 计 积分 上 限 函 数 能 够 表示 连续 函数 的 原 函 数 ， 反 之， 又 
可 应 用 原 函 数 求 定 积分 ， 

定理 2，、 若 图 数 f(z) 在 区 间 [a, b 1e, H F (2) JE f GO Boii 
函数 ， 则 


'fcoas- reo -F o. (1) 


F'(2)-—f(). 


根据 定理 1， 积 分 上 限 函 数 | Fi 也 是 CO RICH Bl 
(rco) =f). 


再 根据 §6. 1 例 1 的 推论 ,有 
NOTTE 
其 中 C 是 常数 ， 为 了 确定 常数 C, 令 = 一 a 有 
| Feat 一 Po) =0， 即 C= 一 F(a). 0 

从 而 ， [cou ro) FO). 

再 令 7 一 5b, 有 

(fasc re) ro. n | 

(1) 式 称 为 定 积分 的 基本 公式 ， 亦 称 和 牛顿- 莱 布 尼 兹 公式 ， 有 

时 也 将 (5) 一 P(e) 表 为 (4)| ， 公 式 (1) 又 可 表 为 


| fea-ro 


b 
gr 


1:352 5 


定理 2 指出 , 求 连 续 函 歼 FOOD 的 定 积分 ， 只 须 求 出 f CO RS — 
TRAR, 然后 按照 公式 (1 计算 即 可 。 PAESE T MCI TEX 
公式 , 求 连 续 函 数 的 定 积分 问题 就 转化 为 求 被 积 函数 的 原 冰 数 . 在 
本 章 之 前 , 第 七 章 集 中 讲 了 不 定 积分 (了 原 函 数 ), 目的 之 一 就 是 为 本 
春 计 算 定 积 分 服务 ， 利 用 站 顿 - 莱 布 尼 搁 公式 求 定 积 分 很 简 恒 . 例 
如 ,上 述 的 例 1 与 例 2. 


求 | sinzdz. 
已 后 ( 一 coaz) = sinz, 有 


b F3 
| sinzüx— —cosxr| = —cosbJ4-cosa— cosa — cosh. 
= 4 


求 [wids, Yeh e AI 
pn [C gt ! gh ， 


k+I 


. z* gi & o ptr gh 
{re 
例 3. R E 
i 
解 CA (Carctgz)" —ne 有 
1 
fauente ,= arc Hg are tg0= T. 
e dr 
Beck [S 
* 已 知 (nz =; 有 
f E= mr" —Ine—]ln1- t. 
1 


四 、 定 积分 的 分 部 积分 法 


EIIGIOMEIOLHVMALE TII ME ILIT E 
333 


[u(z)v(z) Y —u(z)v'(z) + v(z)u' (z), 


—— 
a 


" Cateye (x) 十 v(r)u' (x) ]dz —u(x)v(x) P 


- Pu 

b jè b 

Hj [inv Gd n Gv) | 一 | v(z)u'(z)dz — (2) 
5 b boc 

或 [ut do) =u lala) | 一 人 ooando， (3) 


《2) 式 或 (3) 式 称 为 定 积分 的 分 部 积分 公式 . 
例 5， 求 | ze *dax. 


"gna Inz 1nz 
N | ， ze sdz=| s&d(—e*)—-——ze'^7 +j e^*dz 
1 uu D 


Inz Ins 
一 一 38 -e| = —In2e- 1"? —g- In? 4 1 
0 - lo 
21 1 1 
nl — | +4+1=ŻfI— 
z™ ztl ; In2) 
1 ZE e 
=; (Ine — 1n2) m dm 


1 
pio. x f arcsinzéz. 
in 


T 
解 | arcsinzdrz- farc sind 
ü i 


u 
nz 1 | adz 
= zare sint] 一 | -=F 
Jax Isg" 


1 pt x . 
= gare sings] Hv 1—z*! =gh 
0 10 


"mS 


BT. E n=| sin"zdz, Jh n EIEN ER. 


ES A 

2 z m 

sin*zdz— | dr. 
g 2 


V n-| 
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ð 


n-[ sinzdz— (—cosr) “一 1， 
a D 


L-) sin'zdz— [sin !ad (— cosz) 
0 0 


* LÀ 
? 


十 | coszü(sin""!z) 
o do : 


z(— sin" !rcosr) | 


E) 


-ce-p[ sin" *rxcos!zdz 


E! 


-G-D[ sinn ?r(1— sin!z)dz B 


= G=) [ass Zydr—(n—i} f sin"rdr, 
ü 

Br I,— (n —1) f£, .,— (n—1)1H, 

或 了 t " 


DECLA 为 偶数 时 ， Wn—2k, $ 


2k—lp | (2R- D 2E- 3), 
2E . 25-377 2b (2k— 2) zx -4 


了 一 


.QQOE—1) (25—3)--3-1,  (2&— 1) a 
T (98) QK- 2)--4-2 GHN z 


2) 当 ” 为 奇数 时 , 设 n—2E C1, ON 
2k (2k— 2) 


T= 


2E = = 
Tus = TaT TRED D -g = tt == 
(25) (24— 2):4.2 r= (QD 
^ (2E 1) (25— 1)---5-3 (2k-1)w^ 
四 见 “ 常 用 符号 "。 
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五 、 定 积分 的 换 元 积分 法 


应 用 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 求 定 积 分 ， 首 先 求 被 积 函 数 的 原 泌 
数 ;其 次 再 按 公 式 (1) 计 算 ， 在 一 般 情况 ， 把 这 两 步 截 然 分 开 是 比 
较 麻 烦 的 ， 通 常 在 应 用 换 元 积分 法 求 原 函 数 的 过 程 中 ， 也 相应 变 
换 积 分 的 上 ,下 限 , 这 样 可 简化 计算 . 
定理 3， 若 函数 了 (z) 在 区间 [a，51 连 续 ， 且 函数 z 二 q(t) 在 
La, P] 有 连续 导数 , 当 acte I, aspi, X plaa, 
e) =b, M] 
人 oaz= | eea. (4) 


证 明 设 F(z) 是 7(z) 的 原 函 数 , BAORSIONE T 21 
ERSEM, FOIE f[g(t)]p'(t) 的 原 函 数 ， 于 是 , 由 后 
贤 - 菜 布 尼 冀 公式 , 有 

[fois ro | - ra)— rc). 

{Eppa = rie rte 1- FCe(3 

-F(b)-F(0), 
im [feas l'ftecne'coan. a 

(4) 式 称 为 定 积分 的 换 元 积分 公式 . 

ms. $ {~ a! —a? da. 

解 ” 应 用 两 种 方法 . 

D 应 用 牛 帜 - 菜 布 尼 慈 公式 ,首先 求 不 定 积分 ( 原 函 数 ) 

fy ai—& dz. 

iE z=asini, Ẹ da—acosidt. 

+ 356-* 


2 
[v a*—z'da- a? f sos*tdt = Sas cos2£)dt 
z Ł 
=F i M jong 75 arc sin — "nz 2 a?-—z?-Q, 


有 n Vd sm (5 use sin T Te aza) =E. 


2) 应 用 定 积分 焕 元 积分 公 居 (人 
设 z=asint, di dz—acostdt. PII MEIGEETE 


ij t=, 


rat 


a t " in24 E 
| Vona=a:| costra e Se (1. 8527) “一 . 
ù 性 2 2 fi] 4 


显然 ， 上 述 两 种 计算 方法 , 后 者 使 用 定 积分 换 元 积分 公式 ( 旨 
比较 简便 ， 


$9. $ | Tas 


KE 设 x=cost， £i dz-—sintdi. H r= OB], + 
z-—1HB,t-o0. 


E 


j^ 


1 L] 
f ~T=] sin?tcos?tds = | sin?24dt 
= n 
k 


s - 
1 _1/,_ sindiX|* 
一 是 fa cos4t)di = à (« seat) 


一 区 
v» 18 


$410. 求 | e da. 


M Vet, a=), d ds d. 
M a 0 时 ,4 一 0 M Sc IM, 


ria 1 I 
. 3575 


zÓZ(!— aretgi) | ' —2(l-arctg!) a2 
B 2 
例 11， 设 函数 f(z) 在 [ -a qj 连续 ,证 明 ; 
者 foisse M | f(z)dx=2" 了 (a)dz. 
5 7 (是 奇 函 数 ， 则 [fae 
证 明 已 知 | odf" rar (roa. 


讨论 上 式 等 号 右 喘 的 第 一 个 积分 | Sadr. 
3 f(z) 是 信函 数 ， 即 f(z) = 一 阅 ， 设 z= 一 5 H da 
二 —dt. | 
U | reae - coa roo |’ fads, 
则 
| ADaz=| fort | Gods =—2| foods. 


dE FORBES Ma). Wat, H de 
— dt. 


Wii 9 
| red -l're-oa 
-| re - [1002s 
ni 
| feas [5 fatet js 
=—{ fade f flz)dr=0. 
m 12. 证 明 ; T Fo ELA T 2j JAUER B ie £c i, 财 
p Fairs | fada. 


证 明 已 知 | 
[roa foods e pae I reos. 
讨论 定 积分 MES 设 f 二 t+ 人 ， 有 dz— dt. 
[Fear={ reeemac- oa rends | 
- foa. 
PT | 
f rois [rte roa mam 
- reae teo a - [feas 
= |" roo as. 
-0 
应 用 定 积分 能 够 计算 某 些 和 的 极限 . 


倒 13. xum p 


ul T5 ai ] 
r 7 FA Fa i 1 
is SE RN I- id. iJie A. 


1 1 /2 " 

AU lMieMT 09 

(5) 式 的 和 是 函数 fF x dE[O, 1]89 e AR BLA Ta, 它 是 

把 [0, rh 2. 5308 | 53, E tos (mL. E= 


J i)tutosr d. Bob fc 1G) = V TELO IITR, to Rm 
分 定义 ,有 


BERE. 


ier E e ECL e [2] 


Lid" b-i EI 


$88 14， 求 极限 lim? E UIE. 


E lk REY 

M OR N-E -XAG4e) ) (6) 
(6 Xn RUEBNE He) 二 x 人 I 一 x 在 C0， 二 的 特殊 积分 和 ， 
BAEO hgm awali, 计 | 的 有 端点 (me 


LOEN -( y 构成 的 积分 和 . 因为 函数 f(z) 9e 1—2* 
ELO 1] 可 积 , 由 定 积分 定义 , 有 


lim SEVE nF = IET 


Lis" n "mE 


95. k Ies 

LEE ERAR tA IEEE TE EDD IEEE dup R 
AREARE ix HORT By JH HR oCOBDA HG. Mg, 设 
H dedit. XQ r= 0 jh, =r; rn h, 


perm 
mu (Gr—i :sin(mr—t) 
im -[ 1 4- cos* (a — £) ~d 


sin £ 


nd [z CS 有 
+ 360 * 


一 fsint 
gl-d- cos?£ 


* dcoat 


dcr 
由 此 得 

-* 2 
... 21=— t | LX. 
d mare tg ecos ,一 将 

7 一 f rain dz f. 

"p | cos zE 4" 

练习 题 8.4 


1。 用 定 积分 定 头 求 下 列 定 积分 : 
(1) fas, 


(2) fee (提示 : Ye -1 中， 
.k=1 


CLE di E L-/nin). 
2， 求 下 列 定 积 分 : 


E] 

a) {_ Ga? —22+1)4z, (2) ta ir 
1 d t 

(3) bue (4) Pp igzda, 
i d 


a1. : 1 TI . 
{7} f sin $ reos zdz, (8) [nes 


sii fas 
(9) { Yr, a0) f ze dr, 
1 n 
1 a 
al | areeoszas, (12) f Zvi dy, 
[] 
a» f — dr (14) ee z 
-av rt tat Ts ad cos*r-pb*sin?*r 


1 
(15) [OR da. 


3. 求 下 列 极限 ; 
EN " z 
a) lim| 1742, (2). limf eoa*zdz, 


"m 
(3) lim| x (P>0). 


4 应 用 定 积 分 求 下 到 极限 ; 


La a 
i 1 + fi 
a) lm (2) lm D2 ipe 
= - :点 一 1 


"n 
Er 
(3) lim > BO) 
UU E 


(4) lm VT DEF GT. 
5. 证明: BR (x) 在 [a,5] 是 正信 可 积 , 令 fuo f(ati 


a) lim (fi. fas H “+h = i-i. feas, 


(2) lin fin fiae "fn et iin Mona 
. " 
iT 
IN 


Fa ha UA 


i.jieneas 


EIU 
< X 


1 ni 

[ [* dz ~ ju), [t 
Jaf) 
Ec MgA 2.2, 98 24 题 的 提示 ) 
6. 证明: dmi n EdE, M 

(1) 上 sia mzsinnrdz-- 所 T 

-s . X, "m-—n 3 

ro, MÉR, 
(2) f meme m —n35Q, 
A2x, m=a= ù; 
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5— 


-5, m 


» 
(3) | sin nizcosnzdzs-, 


17 o0* B 
(4) MET» (a,coska--b s.n bo) | dz 
rem 


h 
magta it] 
-其 中 dip Ht d Bis tts ba IREA e. . . 
7. RAR fE. EM: mE : 
QD [afine =a N f sins) dz, 


: D Ufa tu > 
(D) (zm Oa "ds lea mes (n>0,m>0). 
8. VER EEK Ce, BITR, M F) foar E fe, 5j 
x5. | mE 
9. 证明， 者 函数 PG TE R 连续 ,日 n f(a)=0. 
10， 求 下 列 极限 : mE 


1r 
{1) nml eos lt di, o» del 


xD 


(3) limi Z. f e* dt, , 
11. - sas f fELa, ET HR, Va, m. CL, 5], WE 
lm TF HI) dE fG) — Fg. 
12 Ug. 车 函数 f (a) 在 [@ bI, Ba€[a, 53,8 
Cro roe 


13. "HHj; AAR f(z) 在 i0, 十 名) 连续 ,有 Ti fr) — A, į 


l ERN f(4t- A 
P ` . * * e . 
14. VH: 车 函数 ORES vG) WISI, MEOS, fdt 
可 导 , 并 求 共 导数 ， 
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N57 TOR GE ARUM RENATA Plon MASER onde Ii na s 0 do MM us acit a RR H hn Re ts 


15, uH]: dE SOEU (0) 连续 ,YzeP (a), A 
Ra (2) ze (z—1)"fe*» (0) di, 


Wo D 而 (zy 一 了 [Co) 一 ic (t-g). 


P BEC 
2) R (m= iD! (r—a)*'", ac £z. 


(提示 : DEROAN RRD. 2) Ee Pe ba y "Oe 
109. B,GOJE S Bo cB SUDO 
16. 证 明 


lim [^ sio 21d: =0, 


(提示 : ERRERA k EH £08, NE sia tdi Y. 
i17. RRA f GEHE. E 
Fibreoeja - roce. 


(提示 ， 可 应 用 分 部 积分 法 ) 
TETMETIITERNOLGDLZT TN CNET EA, 
D , Ha =f (@)}, B= f b), 8] 


{ey=08~aa—| fayda, 


AAK fa, UP DE 9 S AS UL f C 
19. WEB]: FAR y— f GOE[O, 十 00) 连续 ,和 严格 增加 ， X6 (0) 0, 
Ya270, 57-0, M| 


a t 
absc| Fadet f^ 《的 ag. 
1 1 g? bài E - 
特别 是 , 当 p 1 时 ， Hgt Wes (提示 Wymar) 
20, HE: EKK fila DE IST 令 


* 
a-i—*, s= Saflatth), I-[ fonds 
此 一 1 


则 liron(s, —D -277 f(a) 1. 


* 3642 


(提示 : Bs, 与 了 分 别 表 为 we= Op fGodetgio fods 


b=1 kt f k-r o 57! 
* 
Rp =at sQ—1— | O UGD 一 Fe)]az, 应 用 第 分 中 值 定理 ， 
k=l *kel 


RBÉ2HBIIDEIE IE EEER Ie P CE En. o 371] 的 上 ,下 确 界 , 估 值 计算 之 ). 
21。 证 明 ; BA fæla b Ji SE, HL. Vrele b] 有 fz) >>0; 则 


NN jy» e-a. 


(mz: mm PO, meainauuLd) LEE >2. ) 
22. Vi ERE £O 58 gr) eC, P] CP M 


(人 fr 人 az) «firn al toca. 


tXOON CR oR (Bs 讨论 | [f(s) Er (ab dtézo. ) 
23. EEEF EREN: 
a» (fif «e-of ticos, 
(2) 第 21 MI, 
P rg 0 «p. 
D mA 0<q<8 


24. lH; 34<1, YEN, Rc LAUREA ， 
viv Hg eb nx dn". 

25. WEB 
1 0, RÉM, 
[ pora] 2 


其 中 Pa mue. (一 DD" 


D NAE (Schwarz 1843—1921) Wm Rc 3. 
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$8.5 定 积分 的 应 用 


一 、 微 元 法 

应 用 定 积分 计算 实际 问题 ， 首 先 根据 问题 的 实际 意义 作出 积 
分 和 , 然后 再 取 极 限 , 从 而 就 将 实际 疝 题 抽象 为 定 积 分 . 但 是 ,将 作 
积分 和 与 取 极 限 两 步 戳 然 分 开 的 作法 比较 麻烦 ， 在 实际 应 用 中 是 
将 作 积 分 和 与 取 极限 两 步 合并 为 一 步 , 即 “ 微 元 法 ”, 简便 易 行 .本 
自 关 于 微 元 法 不 给 严格 处 理 ， 只 是 通过 实例 给 出 应 用 微 元 法 的 
方法 . | 

定 积分 是 分 布 在 区 间 上 的 整体 其 . DR EH X rit Ro t n o, 
所 以 将 实际 问题 抽象 为 定 积分 , VANER AR ARRAT. i 
里 所 涪 的 “局 部 ”不燃 区 间 分 法 的 小 区 间 ， 而 是 小 区 间 在 极限 过 程 
RUMORI AT. 但是， 我 们 看 待 这 个 “点 ” 仍 具 有 
小 区 间 的 意义 ， 例 如 ， 它 的 “长 "是 dr RIER, 普 先 将 区 间 
上 的 整体 量化 成 区 间 上 每 一 点 的 微分 ， 亦 称 微 元 ， 这 是 “化 上 整 为 
零 ”; 然 后 , 对 区 间 上 每 一 点 上 的 微分 无 限 累加 一 一 “连续 作 和 ”, 这 
是 “ 积 等 为 整 ， 就 得 到 了 欲求 的 定 积分 .具体 过 程 是 : 


| 待 求 的 定 积分 | tert | m" eus Beas | 得 到 的 定 积 分 | 


TF LL GAL AE TERR, M Bez 2 B BR S Jo Feb 29180, 说 明 
A6 FEHI oC DH XH SE E TL LE c BU A. | 

曲 边 梯形 的 面积 求 区 间 [as 57] Eoi Sh 线 y —/ (22220, 
zih, ER x 一 4 与 x 一 6 所 转 成 曲 边 梯形 的 面积 4， 首先 类 曲 边 
梯形 珈 积 的 面积 微 元 44， 在 Ca，8J] 上 任 取 一 感 % 在 点 工 上 的 面 
积 微 元 44 就 是 高 为 (<),“ 宽 ”为 微分 de 的 矩形 面积 , 即 
+ 366» 


dO dro CH m$ gx, 
mihi Bom Bitur CA M a qu b fs XS mE, Bü a 到 ?3 
的 定 积分 , XE EU up f AHA 
A= | 44- NOT 
物体 和 运动 的 路 程 已 知 物 体 沿 直线 运动 ， 在 时 刻 王 的 速度 是 
CE), RARA o 到 时 刻 5 物华 运 动 的 路 程 s， 首 先 求 狗 体 运 动 
路 程 的 路 程 微 元 ds. dumb ESLa, 5] ETC HX — P Rp A9] 志 物体 在 
时 刻 f 的 运动 速度 是 2(?), “运动 上 时间” 是 微分 d. TERR è tik 
—r(t)dt (H= A E x HAD. 
和 信人 t 的 路 程 微 元 ds 从 时 刻 a TAIS 连续 系 加 起 米 ， 
即 由 a 到 2 的 定 积分 ， 就 得 到 雇 求 的 物体 送 动 的 路 程 


= [| va. 

FHD CWE Jj FOOD (方向 不 变 ) 向 力 的 方向 将 物体 
AE aidESim5, KEH FEL, 6] ETEIS3SW.. BEREI 
Hp aW. Ela 8j 上 任 取 一 点 x， 在 点 Zz 的 力 是 FO, 
Wy e XE px o 运动 的 “中 高 "是 微分 da, TA o e Dh EX a sik 

aW =F (2) dz (H= Hx ER). 
AHE JA mS pE dW M a 到 5 ER m X, BD 
H a 到 5 的 定 积分 ,就 得 到 所 求 的 变 力 (2) 作 的 功 


= aW = | roa. 


M. Ex& BUR RTE AREA a ae Zo Bl 

分 ,首先 要 求 出 敏 求 景 的 握 元 ， 例 如 , ok iid BUE AR E SOR I TI 

积 微 元 ; 求 物体 运动 的 路 程 要 求 出 路 程 微 元 ; 求 变 PEMER 
m. AAA ERR e L BERGADA AE 
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tiens, iin, E ERRATA DS ARE TSUPUA X5 路程 微 元 根据 公 
AXs-et; 功 微 元 根据 公式 了 二 zs， 其 次 再 将 每 一 点 上 的 微 元 过 
续 黑 加 起 来 ， 就 得 到 了 定 积分 ,下面 除 计算 平面 曲线 的 弧 长 应 用 
定 积分 的 定义 外 , 其 祭 的 问题 都 是 应 用 微 元 法 . 


二 、 平 面 区 域 的 面积 
围 成 平 疝 区 域 的 向 线 可 用 不 同 的 形式 表示 , 以 下 分 三 种 情况 ; 
1L 直角 坐标 系 | 
EAEE Ca, 51] h53k fi Edi y f(z).z 轴 及 二 直线 
z—a 与 + 二 5 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 
A=| fe) de. 


如 果 YeE[a,5], 有 f(z) «c0. BUR 88 3 定理 7, [FC de 
0. 因为 平面 图 形 的 面积 不 能 是 负数 ,所 以 在 区 间 [mw 07. E ffoi 
A y 7(z)( 有 的 部 分 为 正 ， 有 的 部 分 为 负 )、z SRL A sa 
与 z=5 所 转 成 的 平面 区 域 的 面积 

a= | F Lis. 

如 图 8.8, 连续 曲线 y— f(3, z 轴 及 一 直线 xz 一 与 z= 了 所 

围 成 的 平面 区 域 的 面积 
A- [coti - Peas c [Ires 
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ML SERE L2 Eger A gez, ARTER 
r—— a= 2 所 图 成 乎 而 区 域 (如 图 8. 9) 的 面积 . 


Ho 已 知 在 | 去,1] 上 ,Inzsgi 在 [3 上 ,lnz>>0， 央 此 区 城 
的 面积 
A= [ |Inzidr--— Inzdr- "Inzdz 
A f, | 


1 |? 3 1 
=— (sna —z)| Türlnr—z)! 一 一 1n3 一 一 ， 
| 2 2 


如 果 平 面 区 域 是 由 区 间 fa, 57]. EE AGE Eh y— f) 与 
y—9() 《彼此 可 能 相交 ) 及 二 直线 zx=a 与 z=8 所 国 成 (如 图 
8. 10) , 它 的 面积 

A= [|'I F(a) -gla l e» , 

例 2. 求 半径 为 7 的 网 的 面积 . 

解 ” 在 直角 坐标 系 中 ， 取 贺 
心 为 愿 点， 半径 为 的 圆 的 方程 i $590) — | 
是 oj s b F 

zy r, Ej 8.10 
EAE [8155 2; EE y; — V rn t TEANS E uo—r-—2. 
FA MHH 
a-[. In—nid-2| T — gà dz 


cy fG) 


-(: 7*5 — 3? -- s? arc ain zy =ar}, 
$63. RARR yr I x y^ ESAE, B 3E- TR DC 5 C H 
8. 122 的 面积 。 
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B 85.11 图 8.13 
E US Hb HE 92845 (0, 0) f (1, 1), ME ES T EL ER 


i E ER. 
4=| G x —a)ds = ($4 -iey =L, 
la 3 la 8 


例 4， 求 由 二 条 曲线 y+*， y RC RFE 
域 (各 图 8.12) 的 面积. 
RÈ KERAF YAN KERELE AMIA 
积 的 二 倍 ， 在 第 一 象限 中 ， 直线 # 一 ! 与 曲线 # 一 zz Sy" dus 
ÉGMIUEO,D 与 (2, D。 此 区 域 的 而 各 
A=2(| sac [a-f Ea = 


1 $ 
解法 二 By RFRA. (r5 — S RAN SD E EAE 
ilii r— 5. x—2xV y 利 直 线 # 一 1 所 围 成 (y Er 3 BO, 此 区 
域 的 面积 
4=2| (2 y — g)dg- aj v dy= P 


2， 参 数 方程 
设 曲 线 0 是 参数 方程 
r-c—qQ(U, y=¥t), actxf. 
其 中 e'(5 POEL P3848. 
1) B a eC) feces 837 18 RR, Mf eC 220,46 
» 370 5 


acq) pU by 
MRR o — eC CPI E i e GO, Miet Op Ye (四 
= 轴 和 二 直线 xa zc b RRE AR 


b » B "A 
azp yia P EE | KD YD. 


{1) 
2) ERB CO Yea, PIPER RP, 从 而 eI COO, f 
a—q (a) z-e() — 5, 
"IP EEIIQLIgU I =p a), METER MORS 
MATAR r= c b BIURLDCMA ER 
A- inae -[ toto conta. Fiveotecoa. 


-— [eco ie coat. (2) 


DIS. RIERA: naL sint), ya (01 — cost) (42-0, 0C 
£222) i a LACE E Ch d 8. 13) 的 面积 . 


HE 2.13 


E AX z—a(t— sint) ECO, 2a P2 Hs Hen, ex YEO, 23], 
Zi i'—a/1— cost) 220 [X TL 0, 2x] 上 上 的 孤立 点 使 x' 二 站， 出 公 
式 (1), 许 轮 线 的 一 撞 与 x 轴 转 成 区 域 的 面积 
A=- LL la(1— cosi) a(1— cost) dt 
Tin (1— cosi) dt 
IL! 


2371" 


=g? | (1—2e0s1 + cos? t) di 


uL EJ 
=a" | (17269 1-1 5 gos at 
Jo 


—g? 一 一 1 f Q2 sin2t 
a ( 2sintd-, + n J. 


0 
—sza?. 
$46. KEIN: r= acot, £—bsint(Osctxc22) 9 mi B, 
ME BIOS x fus RD, JOD BURG Om BOB 0X 
域 面 积 的 四 倍 ， 第 -象限 那 部 分 区 域 是 曲线 
z—ücostí, gy —baiuf, Opt 


Maii, y AABI, TEER M EE 
vic |o, i. H s= asinta HARC), MEDER 


xz 


A-—— f [5sint] (— asin t) di = aaf sin*£ d£ 
=2ab]' t d= eosi) d= zot(1— sinat). . 
abs. 
3. BEF 
设 曲 线 是 极 坐 标 方程 
r=f(0), SO<P 

Hh fO, AER. kh r= (00 E MIR 6-a';0-B 
国 成 区 域 ( 如 图 8. oe 

E Hik VOC[a, B]. EA 0 Aii r—Íf(0), Ae Gy 
2r 40, RD A. A 在 角 9, AEE v fO, AAE 40 W 
筷 形 面积 微 元 
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Æ 8.14 图 8.15 


21 ap t 2 
dA— d8 Cf (0) Pa. 


再 将 遍 形 面积 微 元 &4 从 a 到 六 连续 黑 加 起 来 ， 就 得 到 此 区 hk By 
面积 
4=[ dA-— 4 romae. 
例 7， 求 双 纽 线 r =at cos20 (a7 00 ER X D. Bi Ct BI 8. 152 0 
in 81. 
解 ” 双 组 线 关 于 两 个 坐标 加 都 对 称 ， 双 纽 线 围 成 区 域 的 面积 
是 第 一 象限 那 部 分 区 域 面 积 的 《 f. XR EX 


7 一 4 cos20 


在 第 一 象限 中 , 9 的 变化 范围 是 由 0 HT TE 双 组 线 围 成 区 域 
的 面积 


A— Af ria 一 2? f‘ a*cos2ód0 
— a^ (sin20) = 
D] 
例 8、 求 三 呈 下 更 线 
r-cos30 (a7) 
ERER (如 图 8. 16) Boi B4, Ho 8.16 
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f —nPECHRARHUR OTRAS, mE 8. 16， 只 须 计算 第 
一 象限 那 部 分 面积 的 6 £x. 三 叶 玫 瑰 线 7 二 cos36, 在 第 -一 家 限 中 ， 
SA O 的 变化 范围 是 用 4 BE FA, SOA SRR ARE RED iiA 


A= EE a* cos? 3040 -= a? | cos*38d (30) 
2 ls Je 


ES e L 
aiit 


=g" | , cos?*gpdg — 71 (14 cos29) dq 
Un 21g 


ENEIJ TII: 

4E 82.1 中 , BREITE SC T ILE E Ie, DLE IRL 
MARN mE XE, |" 
KAARET d ERO H0 2 A 

设 有 平面 曲线 MN, m 
8.17. dA MN Effe ual 
^g 图 8.17 

M = Ao Ars Ags ty Ao Ans A, a, 4,— N, 

称 为 曲线 MEN 的 一 个 分 法 , 38D T. ORERELUEBEHU Pd rio A 
轴线 MON 的 内 接 折 线 ， 设 内 接 折 线 的 长 (已 知 的 ) Æ LCD. WD 
L= WYAL BR, WHERE FC LOD BUG ET HEX, 


i-i 


—HR xe, rds Tu, LU imd, 
EX dp HT) >oph PARR MUN 的 内 接 折 线 的 长 


D iT)-max. Ad, dn, dada j 
3749 


LO) TRR, VE 
im L0) -L,. 


称 曲 线 MN 可 求 长 , 其 长 为 工 . 

NET PI 

Wk MON 是 参数 方程 

zf—gD), gy—gy(D) atA. (3) 

P oG) p Gy, 92:555, ERI] y 0C VtECa, 27, 
"BU C) D (D)30* 00, Ris MN 是 光滑 曲线 . 
定理 MN 是 光滑 曲线 (3), 则 曲线 MN ITRE, BMN 
B d d 


cose VID ai. (4) 
OREMRAR, 
证 明 给 曲线 MON — Arik T, 分 点 : 
M == Ag Ais tte, Ars 7, 44 — IN. 
设 它 们 的 举 标 是 Asa, Yr) JG HI c 9 (122, go YC), £—90,1, 
2，… 3， 相应 有 区 间 [o% 7894) E T, 2 X: 
= to = Abp ty ts 
根据 微分 中 值 定理 ,有 
Arr—= tetp Qa) 9, 4) — 9 GAL, (5) 
Ag, — ge Yr-1= VS) — 9$ Ou) — Y CNAs (8) 
dno telin (oim. ds. 
由 于 eC) 5 区 (和 不 同时 为 0, VtCLa, A], Tete t üg gd, 
在 其 上 或 COP VE ER BCERURE, a POERA. M 
Ar- iÁ; m NI Cri)? n CA)" , 
Jm I(7)—0€.5AÀz,—0 5; Ay,—0 (E—1,2,-—.2)4— 
Ai; 70(&—1,2,-,2) > CD) 0. 
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AAAA ESI iE MEN 的 内 接 折 线 的 长 


L(T) = DAA = 5 VA T (Qn) 


k=l &-1 


= Dv (EA TD QOO AUT 
b=1 . 


= DV pOE) TP At 
k=l 


= Eve ED TVDAGA 2:0.At, 


其 中 QEN e") HP Oy) =v p G0 Fe"). TAE, 
lim L(T) 


ni 


= lim X9) DA. lim, 2:06. 


Liti k=l 


因为 上 式 等 号 右 端 第 一 个 极限 是 连续 函数 V9 OH O 在 
KAL. 的 关于 分 法 T" 的 税 分 和 , 第 二 个 极限 拓 为 0( 待 证 )， 所 以 


lim L(T)— li m ,VP (E) c V GOAL, 
E k=} 


tipii 


={ VITA dt. 


LT Y7, 


事实 上 ,有 不 等 式 
IQ, — I e" GO y" Q9 Mp (Go tv" Gl 
« [9' G2 ~ (E) O. 


一 一 [èt—et] 
1t t — t Eod 一 一 一 一 一 一 一 一 
T [vat Matter] i 
Pe 


=|b—el | e|. 


aF b 二 十 
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CLAUSE p ELA 8 9&8, 从 而 在 [oa 8 ]— Si 5, B 
Vez20,3J620, Ve, C£ [a, B dL 6— 6| «0, A 
[9 Cr) — e! CD «e. 
YT (P) «6, E; mtis td ife nad SAO, A 
1P —v' Gi) Ee. 


人 以 而 ， E QULA, 1X; > Ie (n0 —9' CEO IAt, "e Ad, 
rer kl d 


=e(8—%), 
Ril Um, $19,440. 
于 是 , OX HE dd MN max E 


sje EP. n 


车 在 曲线 MN 上 任 取 一 点 A, VEA 对 应 的 参数 是 二 则 曲线 
MAWA EARS 


sCtye | e) E97 Q0 du. 


à, e(t YIEDC BI a, AJE n ESI AIR DRE Hc, 有 
si D) VC) 
或 dass / p (1) TP E) dt. 《7) 
CLERO IAE RA 
例 9， 求 半径 为 URS FL. 
RO 取 贺 心 在 原点 半径 为 7 的 贺 的 参数 方程 


z-TrcosQ, g-rsing, Upim, 
q'— —rsinp, — y'—rcosq. 
于 是 ,半径 为 7 IER S a e 


LIU LEJ 
:=| 2 ip=7| dgp- Zr. 
1 ü 
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ix 10. UB T€ z-—ücos'p,yg-asin'g, q750,;" Op ED 
(如 这 8. 1 的 的 全 长 ， 
f 40d 8 18, 星 形 线 甘于 


Biss HH. TUR, RUE AO 
线 的 全 长 是 它 在 第 一 象限 对 部 分 . 
Aq i ° l 
J4 Fi. g 
IE Ea 4f V pA 
g= —Sacos?gsin p, AD A 
1 


y'= Basin peop, 
RURGEB IS E fd 8.18 


i Ax gd -io asin peos pip 


-F 1 
-i2«| sin peospl dp. 12a] sinqieosqdg 
ù 


一 3 中 sin2pd(2g) -: 6a. 


2. HAL - 


设 曲线 MON 的 方程 是 
y-f(» Zab. 


可 将 它 看 桥 是 以 * 为 参数 的 参数 方程 
=ë, gy -[f(x) asrih. 


dE FDE, DJE, BA ACOR ACD, 2E BIG fiit 
MN Edi Y IUCBEHGK SAX 


s=| ~ (rar. 
和 ds— 1i JO) dz. 


BEL RRR f(z) =S Cet te 5) 在 [0, aL LEBEK 


B ofG-Le-e ISP) ste *). 
基 链 线 在 [0, a RUDI C 
.T |u 


人 -二 、 a zo -g.l 
s.j cte "de? e *)i 


iQ 
(vl 
Bi se J 


3. BE 
it MON JR bin) T 
r—f(8), asc x. 
可 将 极 坐 标 方程 > 一 f( 人 化 成 以 8 AEREE RE 
z—f(0)cos80, y=f(0)sing, ass 有， 
当 J/( 护 可 导 时 ,有 
a' — f' (8) cosd—f(0) sing, 
g'-— f'(0)sinQ-I- (G) cos. 
XPPÀOEDa, 83 和 连续 ， 则 由 公式 64) 和 公式 (7) 分 别 有 井 线 
MN [git KE ZSNCRUR RHD ZR 
s= NV CAORLE (EFF, 
和 ds A/ F (DHF Da 7? 4 rao. 
Bj 12. KNEES r=a(] + cost) ChnBr] 8. 19) 的 全 长 ， 
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BE ”如 图 8.19, 心脏 线 在 [0, 0151 2,22] ER En S8. 

. rT'— —qgsinfB. 

心脏 钱 的 全 长 
s=2| raa 2a | ICE eos) do 


= dy | cos de= REA 
io 2 


四 ， 应 用 蕉 面 面积 来 体积 

在 空间 直角 坐标 系 中 , 有 圣 闵 曲 匹 般 成 的 立体 ， 如 图 8. 20. 用 
EET 2 轩 的 任意 平面 截 立 体 , 如 果 截 面 的 面积 都 是 已 知 的 , 即 蕉 
面 的 面积 是 s Bud, 设 为 P(z)}， 如 果 社 体 在 * 轴 上 的 抽 影 是 区 
HLa, b], Hit Pie) Æla, 5] 的 连续 函数 , 

在 区 间 [a, b HERA z condi f E Be Pe), 设 “ 厚 诬 ” 
是 微分 dz, 则 在 点 z 的 体积 微 元 dV 基 截 面 面 积 为 OREA 
(FER: f (4c, 即 

4V—P(z)z. (EIERS ER BD 

再 将 每 一 点 2 的 体积 微 元 dV Ma 到 上 连续 黑 加 起 来 ， 就 得 到 立 
体 的 体积 

v={ av= | Pede (8) 


GO AEEA HR RIEA 
体积 公式 ， 

例 13， 证 明 ; xi BUS QE 
为 万 的 锥 体 的 体积 是 


_1 
V — 49h. 


E 8.21 


证 明  Aubd 8.21, HE TEPERSTE DURER ERO. VEND nO 
» 380 * l 


SEECTGENDM ERA 238 GEAT). VWVERBDURO A z(0xmz 
< 有) 的 截面 的 面积 为 P2). 

由 初等 几何 知 ， 平 行 于 锥 体 底 面 的 截面 的 面积 与 底面 面积 之 

比 等于 二 者 分 别 中 顶点 距离 的 平方 比 , 即 
Plz) z 
Q F 
P(z) ECO, LANERA So RETRA Q i26 h BS EH OO ER 

=j .P(2)4z=| g '9 zd E. z'dz 
A r 


或 PO -95, Occ zh. 


i14. 3RHEBUHR = ai E 及 平面 z= z— 0 mA 成 
AL e (2220) (如 图 8.22) 的 体积 . 


E 8.22 m 8.23 


解 如 图 8.22. Vye[ —5, 0], P(O, y S ET FERE 
用 过 点 P, ARET y HOFTERNE, REEMA POR. 
BAR EMN t= b, MLA 


PQ—zr-—a j-e 
N BV 


X HÀ3S ARIES jü a a E, 所 以 


= 33i" 


截面 的 面积, 即 直 角 三 角形 POR 的 面积 
aq = 
于 是 ， 此 立体 的 体积 


b ~“ 加 El 
v=f aiy = S86 13 Na 
Aw] E p) 


ac -A agn 
-70 AAEE 7 


将 区 闻 [a, b ]R9 XE S ek y= feo x pepe oO). 得到 旋转 
ED, VasC[a,b], 过 点 x ERA T e hl ER, 430E REPE TUER, v 
面 是 兴 径 为 Fz)y 的 向 ( 如 图 8.23, HERE sn[fOr)T. rE, 
在 [e, b] 3&2X his yo f(x )5 x he teg e Sz HE S RA 

y= si [f(z) ras. 

REA, HERA De, 2309 ESAE v — p Got y f é— 

周 , 所 得 旋转 体 的 体积 
Val Coon dy. 

例 15， 求 曲线 89 一 lnz ÆR EC e]258 5h P 
Wen Hn. 

WE ihi y=lnr ÆRE e 128 c de £6— E BERI FUE B 
体积 


V=a| Qnz)*dz. 
由 分 部 积分 法 ,有 
[aso ds- c (m2* ~ lad (12)? 


D EEDA TA. Su E Aib RI Eg — f O0 adl E a A 
HESS zd. 
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-—Z(Inz)? 一 | azaz 


—z(Inz)* 一 2(zlnz 一 |zdlnz) 


=z (ln)? —2zlnx t2|dz 
—i(lnx)! —2rzlnz + 2r +C. 
于 是 ， 
P= s[s(Ing)! —2elnz-22] n (02) 
£416. RA b) ty —a' (0a-cb) £& y Sklig b — Jep at 
转 体 (球体 ) 的 体积 ， 
解 ” 贺 的 方程 改写 为 *=8 士 w/ 一 六 


Y 3 一 了 


o 


图 85.24 图 8.25 


如 图 8.24. Jui NH MEN 的 方程 是 
PV) 一 二 十 时 一 天， 
EFA MEN 的 方程 是 
pg) =b— at—g, 
环 体 的 体积 是 两 个 半圆 e Q0 与 es G2 Cc assa) Bà y Sli 
转 一 阅 所 得 旋转 体 的 体积 的 差 , 即 环 体 的 体积 


pa 


7=z| CnG Yd] Le 0T dg 


383. 


=x | (En G22* Dei (975 dy 


= af (TO! 6 IT YS dy 


= Zaha. 
P17. AEE “ 夹 在 两 个 平行 平面 间 的 两 个 儿 何 体 ， 
被 平行 于 这 两 个 平面 的 任意 平面 所 截 ， 如 果 截 得 的 商 个 埠 面 的 面 
积 总 相等 , 那么 这 两 个 几何 体 的 体积 相等 ,”( 见 高 中 4 立体 几何 ?第 
100 H? 
证 明 在 空间 直角 坐标 系 中 ， 将 两 个 平行 平面 中 的 一 个 作为 
zy 平面 , 另 一 个 放 在 x8 平面 之 上 ,如 图 8.26. EN TCE (QE EZ 


KA CO 


[ure 


Ej 5.26 


BHE RÆ k Yz&[0, 加， 这 点 z 垂直 3 fh Y d Isi PRA JL RT 
Tk HR, 设 截面 的 面积 分 别 是 了 (2) 与 9(z)}。 设 这 沽 个 几何 体 的 体 
Ham V, 与 下 

-iage 


已 知 V:€e[0, Al A p(2— 4 C2. FX, 
Vie [riz | a(tz-V., 
0 4Á8 


即 两 个 几何 体 的 体积 相等 | 

Biber JL Ep 3E RH; HAEBEGE REA HET Ee, Mi, it, 
Ii, SRIU PELA, 在 中 学 数学 中 ， 祖 蜡 定 理 是 不 能 证 明 的 ， 为 
此 在 那里 只 好 将 它 作 为 不 证 自明 的 公理 。 在 数学 分 析 中 ， 它 不 是 
公理 , 而 是 极 易 证 明 的 定理 . 


五 旋转 体 的 侧面 积 

HERC, 寻 的 非 负 连续 曲线 g-fo LEE G9 3 ME-EJP Ei 
体 , 求 些许 转 体 揭 侧 面积 (如 图 8. 20) 0D. 

HFA FEL, DIEA, Wek he t k pow elh 
EIA. Vx€t a, b ], EAr, MERES) del £x ER PO, f(x» 
的 强 长 微 元 是 ds, 则 在 点 旋转 体 的 侧面 积 的 微 元 

dA=2xftr)ds. 

[国人 台 的 侧面 积 二 x x EE CEROP IS CERE RD, (EB 
RERA, HAKEA ER ds BEER RXXXER-2[(0]1 
FHEA c 族 转 体 的 侧面 积 徽 元 44 Ma 3I oR I, ut 3E 
su de p dep MER 

A— [ da 2x |" fz)ds. 

Eni izhüouds/1LjG)dz, H 

4=2z| fis TE Pd 
$9j18. C£ r KIRKA RR, 


DOES LII DMDSTLERHOERILTIIPCOP DINMESIE T IM 
EX ii PEIEE PA DI fii, 
s $385 


MPO 到 妹 心 在 原点 , 北 径 为 7 REHE 
ry =- y2， 
半径 为 7 的 球 的 表面 积 4 等 于 上 半 加 y=~M7 一 一 在 区 亲 
[一 ”7j 绕 zz re feno qi CI i Bt 


l z a pr Ey er 
t=——2 28 VIFT = yr 
, A rt — x? "id 1 十 ? y 


EA r 的 球 的 表面 积 
| 4=2x| g gy T dz-2mr | dr = drr’, 
P19. RA st (y —5)* —a' Oacb) a fiie $6 BR (Io 44 
fk CIRIE) KO GRO 面积 . 
解 如 图 8 27. 上 半 曾 与 下 半圆 的 方程 分 别 是 
gicb-A/al—kzrt oh y sbat i. 


2 


z uac——E a 
ta MIT Tu ar 
NE t 
i 


Ts ls 
I 
7 v] 
UII, 
à fa m—l. 


图 8.27 图 5.28 


3L 2X, Xe fH AAR ORERE A XE ELT STRE E x 加 旋转 的 
mi BU n, 即 


a-te| nv TFN de onn [n IT gis 


>- 386 5 


i a 

= 2af Lyi V Tro tgan IFR de 
—2x| kk goa) 

一 nm ees x la 


十 人 一 wo —z*) 


好 
Vae 


n E H A 
= dab | T y = 4abmaresin—| = 4ab x*, 
d-a Gc 


d 
a) 一 和 a 


第 一 段 已 经 得 到 变 力作 功 的 公式 ， 这 里 使 用 微 元 法 给 出 两 个 
pir. 8 5. ` . : 
DENT REA TT IILIYNEI Dii. 
中 ,活塞 由 z 处 (此 时 气体 体积 了 二 Ax) 压缩 到 lacz, e 
SIKE V= Ar), LE 8. 28， 求 空 压轴 在 这 段 压缩 过 程 中 消耗 
lib zh. 


解 已 知 单位 面积 上 的 压强 了 与 体积 下 成 反比 , BI p vs E 
中 “是 比例 常数 ，YzE[sa ,气体 体积 了 一 4z, 即 ?一 -到 ， 耐 活 
塞 面 上 的 总 压力 F(z)=4-5 si EA WEE de, WEA 
x 空 压 机 消耗 的 功 微 元 
aW = — dr, 
x 
其 中 负 号 表示 活塞 运动 的 方向 与 立轴 正方 向 相反 . PE EA n 
压缩 到 za 消耗 的 功 
W= 


i Yid T; x 
4W — —o|^ Z= 一 clnz -- eln?*, 
Jc A T, |: 


9i21. 有 从 地 面 垂 直 向 上 发 射 质量 为 年 的 火箭 ， 当 火箭 距 地 面 


* 3875 


为 * 时 ， 求 火 销 克服 地 妹 引 力 所 作 的 项 ， 如 果 火 篇 脱离 地 球 引力 
范围 , 问 火 箭 的 初速 度 v SA? 

Ne ELEME BEA ELE m 5 ma 它们 之 闻 的 距离 是 
7 根据 石 有 引力 定律 ,两 者 之 间 的 引力 


"th 
janm, 


cb k 3L AR 
设 地 球 的 半径 为 R， 地 球 的 质量 为 Mz 设 火 稍 距 地 面 的 高 度 
为 =, 已 知 火 箭 的 质量 是 m, 则 火箭 受到 地 球 的 引力 


J-e e 
(R+z 
为 了 确定 引力 常数 天 已 知 当 = 一 0 时 ,了 = mg， 其 中 9 是 重力 加 速 
z 
度 , 即 mg =t, uxo T2. 于 是 ,火箭 受到 地 球 的 引力 


Qo Emg 
f- (RHD 


dE z hb KNEES iz, 则 在 + 处 火 稀 克服 地 球 引 力 所 作 功 的 功 微 元 


R*ng 
dW —fdz— TR TR raji” 


TE, KAEA 7h KAER ERS Di b 


* R'mg 
W.— f RT ng (让 一 Zi) 
当 火 第 脱离 地 球 引 力 范 围 时 , 即 相 当 于 ”无限 增 大 , 这 时 ， 火 
Ti AR HERS | Hr ERII) 


一 2 + 


JA PERRITA A BERETES I DERE, TERENE T OEE. 
35 CE BET- RLTETIRT D 80 3. BEE wm， WERDE mE. 于 是 , 给 
予 火 箭 的 动能 要 不 小 于 火箭 克服 地 球 引 力 所 需 的 功 , 即 
，388。 


= Rmg. 


1 — 
3 ma Amy b €wI2Rs. 


Em 9 —9.81 27K / pP?, Ro ERA fE RR —6.371 x 108 米 , 则 
vyZeA/2 x 8.371 x 105 9.81 211.2 x 105 3 / fh 
一 11.2 公里 /种 ， 
v, 11.2 公里 /种 是 火箭 脱离 地 球 引力 范围 最 小 的 初速 寄 , 即 第 二 
FEAR. 


练习 题 8.5 


1， 求 下 刊 平面 曲线 所 围 成 和 的 区 域 的 面积 ; 
(1) 28=z? 与  «—g—4, 


(2) g—85inz, g-cosz, z=— o T= 


4 

() vay z-0, y=0, 

(4) wíz*-ra') =a, 本 一 203 (a>0), 

(5) g* —zí(a*—23*), 

(6) z=acos?i, y -asin'à (gq, 

(T) xz—2acosí —goos20, y-2asin£ —asin2t, 

(8) r=2i— i, y= et, 

(9) r=4(l 二 cond) (a0), 

(10) rasin20 >t). 

2. Rhik yat 十 各 一 3 与 它 在 点 A(Q0,—3) 52 B(3,0 I8] 
pid paure Dp 

9. RF Pli sh s 

Q0) y =x", Br—OXr-l, 

(2) y—lnz, i2 / 3 Bp z— 8, 

(3) z—a(t—sint), g-a(l—cosi), Oxtx2m, 

(4) z—88(eos£-iísinét), y-ac(siat-—4Zoosté), Ostisz2m, 

(5) r—a8, Ox0z;2m — (a220), 


(6 r=asin S Wak O>), 
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4. RR BUE FU HEBU Joy HERO LU S T SAO ELE IRE ALB 5j ab 的 
Ag JE, min AE b. l 


图 83.29 


5. RHE rts aM yitma BRED Cini] 8. 29. 仅 是 第 一 
封 限 的 部 分 ) 

6. 未 下 列 曲线 国 成 的 区 域 绕 c 轴 旋 转 所 成 旋转 体 的 体积 . 

(D gsr, r—2, 3 一 由 (2) rg—4, z=l, z-4, y=0, 

(3) y=, yE s, 

7. A pu £58 ja ze fig de PME e Fe Pr) N R: 


(0) yt—z, Uae iE md, (2) yir 0c re Pa Ph, 
(3) LE Wes 


8. xui z—a(t—sini), g--a(i—eost),0sis2m,Rf5rj]ÓiÓyih 
旋转 所 成 曲面 的 面积 ， 
9. S l'T3EÉg D ERES OAK 1 厘米 ,现在 要 使 弹簧 伸 长 1 E», in] 
需要 花费 窑 次 和 的 功 ? ‘提示; MAREE) 
10. 直径 为 20 厘米 , 长 为 80 原 米 的 回 柱 被 压力 为 10 T 3E / BOR? sg 
汽 充满 ,车 汽 体 的 温度 不 变 , SEQE FLUE EHE BIMLIP 1. URS EE SK DET 
+ * * * 
ll. pj: FRERET x Ben aE R PN 
sS mAsg-EE: B7, aged, 
其 中 ABC 是 常数 ; 则 此 立体 的 体积 
F= EI DENT Mese ] 
12. HER: dp Rl assx5,0«cysly Gr) OHdr gr) ADAE A O EE y $i 
.: 390 « f 


dese Bri He eC as e 
P,—2z| "eg (dz. 
18. ER: 将 区 域 Occo. 0xrXSeÉ en (7 与 Fp HEBES) Sb 
s bk $t BL Bode d (8 B (n 


È 
F - ri(p)sinqdg. 


UML AAEE I0 EISE RR SEDE, hek., wke. RAE 
的 功 . 
15. —AEJEME SE ECC IB ETE Ioh LE EC 8 米 , 高 12 米 * 上 沿 与 水 画 平 行 ， 
HEKE EESTI TEE [347p jid 


$8.6 定 积 分 的 近似 计算 

REREN 1G 的 定 积分 |.f(z)dz, MARME TERA 
KAA AERE ATIE. EA A ERAR 
如 o7, EDE fg 0 PEERI IO RE ETRE BE EN 
的 原 函 数 都 不 是 初等 函数 . 因此 , 求 这 些 连 续 函 数 的 定 积分 不 能 应 
用 后 顿 _ 薪 在 尼 兹 公式 ;有 些 连 续 函数 ， 尽 管 它们 存在 初等 范 数 的 
原 函数 ,但 是 求 这 些 函数 的 原 函数 要 进行 极为 繁殖 的 计算 ,或 原 函 
数 的 形式 极为 复杂 ， 因 此 也 就 失去 迅速 简便 求 害 积 分 的 具 的 .为 
此 ， 要 研究 定 积分 的 近似 计算 ， 

在 实际 问题 中 ， 经 过 观察 或 测量 得 到 的 数据 党 是 区 间 上 一 申 
离散 点 的 函数 值 ， 计 算 此 区 间 上 “函数 ”的 定 积分 也 只 能 作 近 似 
计算 E 


由 定 积分 | f(z)az 的 定义 ,积分 和 DUE An 就 是 定 积分 
a kzk 


['roye 的 近似 值 ， 一 般 来 说 , 用 积分 和 了 fo)Aze 代替 定 积 
C] k=l] ` 


. 391a 


RI 


A fona. Jb, BERMAN, BOEWOMON 
量 , 又 要 提高 精度 , 并 易于 掌握 读 差 的 界限 ， 本 池 只 介绍 两 种 定 积 
FREIMANE: BEMI 


—,. HEX 
BUL f X EU. RIRE Hh ERA AHE 
小 弧 , 近似 计算 定 积分 前 方法 . 


WAR 人 2) 在 [a, 引 可 积 , 将 区 间 [a, Da 等 分 ,分 点 是 
bp e n b, 


其 中 | 1 im he P2, k—1,2,*,n. 


3j HESS E E: fro —HHs, k =0, 1, 2, tex E, 
i k POHADPREAAC,.:, Fri) Ej (Ers ge, 得 到 n 个 梯形 
(如 图 8.30)， 第 个 梯形 的 务 积 是 


ir Tia), k—1,2,-**, 8. 


设 % 个 梯形 面积 之 和 是 
8-3 l qu cab tbt Gai t ES 
k=l k x1 
R-1 
5-8 Eo Eyn ^ 
PN ' 2 + Ew) 


» 352 ». 


于 是 ， MORE Sin.) (1) 


(1) 式 是 近似 计算 定 积分 的 樟 形 法 公式 . 
HW fO) 在 区 间 [a， 的 存在 连续 的 二 阶 导 数 ， 且 YzE 
[a,b j, f 1f" (x) S M, 则 公式 (1) 的 误差 不 超过 


(b—a)* 
12a? M. 


FKA k, EARLE- zo dihi E BU (E — 1, 2, «7, 2) 
P" fx f" f(d(z— n.) 


-jfGx—:.) M -| G—2z, ))df(x) 
—f(x)u—z,- D- fx) {rs— we dr 


二 zh FEJE — tei)? 


一 yh 二 1 [poea opt - eror 


=gh- d. l P (a) Rt zl. P Gy a s. (2) 


(i n-ua ctt 
n 
同样 方法 ， 有 
| Kadz= f? frd) 
Spr oht f GV 0M 5 zb f'(x)z—2,)dz. (8) 
将 (2) 式 SOAS EIR, 并 除 以 2, 有 
P f(x)ds — B1 a Lg (zr) f GO Ji 
+4) f'ODG— 2-0 G—20* Xs 
Ti 
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Er SE 一 二 | m 2 
7 Á i NE (rM dr 
éd ib FG) G2, 4)! (e—a) )dz 
enstha. Lg PG) Gn )' (az 
Tp- 2 . 
— (z,—2z4-1)? ir 


utm. 并 有 人 一 了 (r—zr0dx 


Ti- 


= Ef ra (RE) rr dr 


Xa 


Cts- 1 E ép xcu) 


stetig I f'E) Gm n? 


= T. if s og zs - E£-21,2,--.,2. 


对 kon, 2, -,n FRU, A 


, Yty ba 1 bey — 
Jem > > =a a ) 22609 


" 


o- a DNE ) 
b—a Wn Fn 一 EI 
= RA 2 $e) n 


ha/yo ds NA, ) 09 HEJ. ais 
(hae) D i. aci 


i M 5 j HN. Ma. Cod (b— a)? n i 
E |] fes «(^ *: EN -|- 124 f c 


(b— a)? 
2Elt 
2n? M, 


3942 


(b—a)* 
42 


MARO 的 误差 不 超过 0 
由 此 可 知 , 用 梯形 汗 公式 (1) 近似 计算 定 积分 ， 如 果 给 定 的 误 
差 限 是 >0, HE 


(b—a)* , 
~ Mx 
12r? , 


RESDA, DINER rca CMNT, 


ar» immisso wi J 


解 ”将 区 间 [1,5]8 等 分 ,2 二 “一 ”站 一 0.5 = 二 ,分 点 是 


]，1.5，2，2.5，3，3.5，4，45，5. 


函数 二 在 分 点 的 值 分 别 是 : 


由 公式 (1), 有 


14 d | 
‘dr 1 5 2 1 2 1 2 1 2 
ms=| 5 Cx 83er s) 
= 1,63. 


例 2， 应 用 梯形 法 公式 (1) 近 似 计算 定 积分 | Vade. 


| 将 区 间 [1,5]4 等 分 , 0-9 gung 


1, 2, 3, 4, 5. 
国 数 必 2 二 好 在 分 点 的 值 分 别 是 ， 


+ 375 « 


| 
2.224 | 2. 621 | 3.000 
i i 


1.817 


Bat 一 | 1.442 


由 公式 (1), 有 
5 
| EFE (34 1.442) + 1.817 12.224 + 2.621 
= 8.883. 


. HUE 
By EHE OS. LAPZANWDR TURENA 
算 定 积分 的 方法 . 
抛物 线 的 一 般 形式 是 
y —aa*- p Br y, 
Fpa p, y ERE, Dami tE ER9-—TIME- WEE —A M 
Api, BREACA, e HORS KAR 
f Gat pat yd m LEGIO +e) +f C191 
(3) 


事实 上 ， | (ar -- Bx yx 


(Greiner. 


十 而 


c= 
— (Ech + 289) T 2fch-2yh 
=Å fa(e— 1*4 BCD +y 

4 ACac? + Be 4- y) tale th + BC -- A) -- y] 
UG +4 Ce) fo). 
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RAR +) 在 [a, ATR, WEKT, 51592 29 2n (8 BO A 
小 区 间 , 分 点 是 
G—Ec v «XQ eL an id. 75, 


X nnm po 1,2,es 2n VERD UAE RE FG 
—y, Eb-—1,2,-,2m. 
Xr p dB SEE IBIEx 2 tar- ME te- b £y.) E, 用 通过 曲线 
上 的 三 点 : 
(225-25 Fae- 22 5 (Xonio Fze- 1). v a Meus < 
(Ears Yar) | i 
HRH y= tpa ty RE Sje Ih Ya 
区 间 Ceno sa] 上 的 曲线 g— f (0) 一 各 fr 一 


《如 图 8. 31). Bonn 
信 ccKTaaQ0-h-ifuon06lth—ru,M 4 一 “二 于 是 , 在 


ECL zoe. o, 24 ER t /2) 的 定 积分 近似 等 于 抛物 线 g 一 oz* 十 Buz 
二 ys 的 定 积分 ， 由 (3) 式 ,得 


P foire NN Gur + Bue y de 


P4 


b— H 
=n 7 (aac dyar- d ya), k=l, Zpen 


将 从 1 到 # 加 起 来 ,得 


[fas = S fear ~ at yas1 + aa 
-a EST 
-Es oT Fen Do eva) (4) 


‘4) 式 就 是 近似 计算 定 积分 的 抛物 线 法 公式 . 
用 抛物 线 法 公式 (4) 近 似 计 算 定 积分 , 其 误差 不 超过 


和 


B @—a) 
28805 s 
AM, fece) EKA 5] Ens SEX. ER, 从 路 . 


B3. EM REAR E mac 2 "da 


WES 将 区 间 f51,5]8 n= d, 4—0.3.. 4 y e 
1, L5, 2, 2.5, 3, 3.5, d, 45, 5. 


函数 二 在 分 虚 的 值 分 别 是 


BARULA 
` _ fdr 4 1 1,1,1 
ln5 ~ 和 SECRET +) 
2 2 2 2y 
CE HL | 1.61 


这 个 结果 比例 1 的 结果 精确 些 ， ln5 精确 到 小 数 点 后 第 三 位 
的 近似 值 是 1.609 , 用 抛物 线 法 公式 (4) 计 算是 1.61 HAREA 
式 (1) 计 算 却 是 1.63. 办 人 霄 算 误 差 也 可 看 出 ,在 等 分 的 小 区 间 个 数 
相等 的 情况 下 , 抽 物 线 流 公式 (4) 较 梯形 法 公式 (1) 精 确 ， 
fc o3* o-i g90)5 
Vae[1,8], A M — max | f^(2)] =max 4 
| 24. 
5 


=z, 
| 


M,—max| f 9(z)| -- max 2 


ERE 
BH UID BOR AE os gr^. 01987. 
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4" 1 
抛物 线 法 的 最 大 误差 是 。。 sh. ji em 
fps, Eije 20 BR, BiR 2 AHRGNSUA 


EXE TES 
解 ” 设 该 河 横 规 面 的 面积 是 4， 几 公式 (4)(n 二 5, a 二 0, b= 
20}, 有 | 
A~30L(0.2 4-0.2) -- 4(0.5 -- 1.1 4- 1.7 4- 1.5 4- 0.6) 


4-2(6.9--1.33-2.1 41.) ] 21.9 CA. 


练习 题 8.6 
1。 应 用 梯形 甘 公 起 近似 计算 下 列 窟 积分 ,并 估算 其 误 盖 : 
(| a=), wo PH cm, 


2. VARPAS (ib EAE .J EXE 
G) [rar (n= 4), 


TE 


(2 M (223), 


+ 3199 后 
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和 


Sm 由 


"o a 


E 


e € XA oz 


附 3x 


TEFIE 


汉语 拼音 
alfa 
bita 
gama 
délta 
épsilon 
zita 
yita 
sita 
yota 
kapa 
lamda 
miu 

niu 

ksai 
omikron 
pai 

rou 
sigma 
tao 
yupsilon 
fai 

kai 

psai 


omiga 


练习 题 管 案 
练习 题 1.1 
L fF(0) =2, (D= f(—2) = —4 fü)-1, (3) 


1 E 一 22—2* 
opi ec2-is e(;)ov32. ee - Tq, 


? M piai ona-b 
piap Œ) = ;wt 2275, 


Feb —F(2) 


3$. F(3—1) - À thti, =Ř+1. 


4. $(0)—0, $(D—2, paromanan, 
4 S 


5. (D La ie) QD) [—1,2]. (32 CC 1,1]. (4) [1,0]. 
(5) (76,0. G( — 5, il 


e Ge a) arr -ra= 0,1,2,1), 3 E=0 Rf, 


站 一 十 co，(8) (0,954, +e). (9) (~ 0,0) (0, +9). 
(10 | 22 一 至 ， 2h42 | (0, 1, 42, -). 

6 LGAZISHNBXDEDRALEGIES, 是 函数 ，7 与 8 之 间 的 对 应 不 是 单 值 对 
应 , REER MC 

T O) 不 相等 、(2) 不 相等 ， (3) 不 相等 ， (4) PEF. WENST 
函数 的 定义 域 不 相同 . 


i1. tes] 
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练习 题 1.2 


3. F.(z)—a*—a*, F,(m)—a*—a7; F,G)-—(-x)*-- (1— 25^, 
Palaos tld —2x). 

4. Q2) * (D B CO a a dB. OO XpoOO o3 OO . 
(8) f£, (90) B. 


& (D X, i=. (2) dE, (3) 3, (8 27. (n) 是 1-2. 


Zim 
ce 
F, 

AE 


2 
E 
iz. (0) XE, 没有 最 小 的 正 周期 . (7) 《一 2 (8) 是 ,1 一 20x. 


练习 题 1.3 


1 (1) —^/1—z*, aC[0, 1]. (2) Igx—2,a€(0, +2). (3) Jeri), 


ER. (4) i x(R— ie. (5) ln (z-E 14 z*) ER. 
T. zxt(- oo, 1), 
(6) J= E, z€[1, 16], 


log;x,  ax€(18,-LFoo). 


?, zz. 
3. (0) (GT 295. (2) «tg?z--1- |seex]. (3) f i 
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几何 性 质 (224)? 练习 是 11.2(227) 
$11.3. {pje 7 
— 荣 件 极 什 与 拉 格 朗 日 续 数 法 {227) 二 ,. 例 (234) — 18 11. 30238) 
$1.4. Bir YEE PRAE JL IZ PRG Fx FH enn nm (240) 
—.A"dkitüy inibi E (240)  —. Hip BULDSETI s R aa) 
££ 5] Ei 11. 4(247) 

第 十 二 章 广义 积分 与 售 参 变量 的 积分 Hmmm Cas) 
$12.1. EAM marene seem eee en (ILG) 
—.358: 38 dr cR CES (240 二 ,无 穷 积 分 与 级 数 i253) 三 , 无穷 
积分 的 性 质 (355) 四, 无穷 积 分 的 就 散 性 判别 车 (258) HA2. 1(265) 
$ 13.3. MHA ressn ama rea ri "ETE PERPE - (266) 
— RR p UC 3E s CES (266) —. RA IS EAA RE C270) 

iil EP 12.2(275) 

812.3. Z& EE RE BUBU nmm mnn (276) 
一 .省 参 变 虽 的 右 限 各 分 (275) 二 , 例 (I)(281) 三 ， 含 条 变量 的 
Apa OS Eg. (ICD (2952 33, 77 cá 55 B ER 2980 75, AID 
(302) 3] BÀ 12. 3(305) 


第 十 三 音 ERA a a (309) 
§ 13. 1. RIH see zl. sanaaerna ene rte menn ier aea rea nen nnn 309) 
一 , 曲 顶 柱 何 的 体积 (309) —. — dE AG —. ZEM 


分 的 性 质 (315)  5E2388 12.16€) (317). 四 、 二 重 积 分 的 计算 (318) 
区. 二 直 和 分 的 换 元 {327) 0CX.dPIUIgE 83:333) 练习 大 13. 1470 (340) 
$18.2. 二 重 积 分 -… AER . PE ET VA 
一 ,三 重 积分 概念 (342) ”二 ,三 重 肉 分 的 计算 (3d44) 三 ,三 重 积分 的 
换 元 t347) W, HAAGS 练习 题 13.2(358) 
第 十 四 章 由 线 积分 与 曲面 积分 “ Gn (361) 
$14.1. Biik$loy.- "T neris eamus ean mes inm tnn enn (JEL) 
s 2 v 


— mti cen T A mum eS oum 

弘 积 分 与 第 二 型 曲线 积分 的 美 系 (376} FUSNHORRAGEGTBE) d. MRH 
4 'a iR AS g fE SGA 218] 14.10393) 
$£14.2.. HUJRA tte mM HMM 
nad) 二 ,第 uum :399) LI. "GE 
让 (405) 四 ,斯 托 克 斯 公式 (610) ATE 34.2:417) 

$14.$。， 扬 论 初 大 sear (420) 
一 , 梯 府 (420) 2 RHE(423) ILS EE (427) A. Aao RFU 

习题 14.31435) 


练习 题 答案 和 (1) 


ens (396) 


第 九 章 级 数 


级 数 分 为 数值 级 数 与 函数 级 数 , 函数 级 数 是 表示 图 数 , 特别 是 
表示 非 初 等 函数 的 一 个 重要 的 数学 工具 .例如 ， 有 的 微分 方程 的 
解 不 是 初等 函数 ， 租 其 解 却 可 表 为 函数 级 数 ， 冰 数 级 数 又 是 研究 
栈 数 ( 初 等 范 数 与 非 初等 函数 ) 性 质 的 一 个 重要 手段 . 因此 ， 姜 数 
级 数 在 自然 科学 、 工 程 技术 各 数学 本 身 都 有 广 证 的 上 应用. 数值 级 
数 是 函数 级 数 的 特殊 情况 ， 它 又 是 落 数 级 数 的 基础 .本 谷 首 先 讨 
论 数 值 级 数 的 基本 理论 . 


$9.1. 数值 级 数 


mE Cir t ra 
设 有 数列 0s), BI 
Hig 29, Ugy ttt Hng tn (1) 


将 数列 5i2 的 项 依次 用 加 号 连接 起 来 , 即 
i 十 Wz 十 Wa 十 十 十， 或 $. (2) 


称 为 数值 级 数 , I: METEO 称 为 级 数 (2) 的 第 nn 项 或 通 项 . 
级 数 (2) 是 无 限 多 个 数 的 和 ， 我 们 只 会 计算 有 限 个 数 的 和 ,不 
人 羽 不 会 计算 无 限 多 个 数 的 和 , 甚至 都 不 知道 何谓 无 限 多 个 数 的 和 | 
因此 , 无 限 多 个 数 的 和 是 一 个 未 扼 的 新 概念 . 这 个 新 概念 也 不 是 组 
立 的 , 它 与 我 们 已 知 的 有 限 个 数 的 和 联系 着 .不 难 想到 , 由 有 限 个 
数 的 和 转化 到 “无 限 多 个 数 的 和 ”应 借助 极限 这 全 工具 来 完成 . 
设 级 数 (2) 前 % 项 的 和 是 Sas BD 


Ds = 二 或 Se= Du 
k-1 


称 为 级 数 (2) 的 % 项 部 分 和 .最 然 , 对 给 定 级 数 (2), RE e n 项 部 
分 入, 都 是 已 知 的 ， 于 是 ,级 数 (2) 对 应 着 -一 个 部 分 和 数列 {5,}， 
定义 ”车 级 数 (2) 的 部 分 和 数列 {5。} 收 襄 , 设 


linS$,—5 或 lim?14—8, 
nw f 9a 


MERRE (2) c Sie, 8 JE DC O2) Pia, RA 


c 
A= > Ua = uus dog de ee Hua h 
n=1 


阁 部 分 和 数列 {S54} 发散, 则 称 级 数 (2) 发 区， 此 时 级 数 (2) 没 有 和 . 


定妆 XE Tu, irt, EFE S ims —5, RA Tg, Bn 
2-1 
T,—5 —8,— Sju D lur Ug aee, 
k=i KE-l 


称 为 收 化 级 数 谊 ,4 的 1 项 祭 和 ,简称 余 和 .显然 , 有 
limr,— lin( S —8,) —0. 


rk RT UL, RAAR PE Cea 5 UE TRO. EET EROS n 
数列 的 繁 散 性 定义 的 ， 反 之 ， 数 列 的 化 散 性 也 可 归结 为 级 数 的 化 
数 性 ， 事 实 上 , 设 有 数列 {5,}。 令 

,—8,,0,— 58, —8,,-5,0,— 5, — 6, ,, mo 2,3, 


SR, 8,—S8,r(5,— S8) T | (8,— 8,1) 


T 
一 人 十 十 十 二 > E 
k= 


MASI 09.2 f) ic Sick T 2E C d Aoa tE, 


LE] 


Yr 


因此 ， 和 研究 收 化 级 数 及 共和 数 只 不 过 是 研究 收 伍 数列 及 共 极 
限 的 一 种 新 形式 ， 国 为 级 数 是 有 限 和 的 推广 , 有 鲜明 的 直观 性 , 所 
以 ,这 种 新 形式 不 是 收 敏 数列 及 共 慑 限 的 简单 重复 , 它 使 我 们 处 理 
不 阿 形 式 的 极限 具有 更 大 的 灵活 性 ,并 提供 了 新 的 工具 . 

例 1， 讨论 几何 级 数 


[I] 
» Varia arpar? Hoe tart de 


Bo SEX TE, Non a0, rÆ ZEE, 
解 1 当 |?j 关 1 时 ,已 知 几 何 级 数 的 2 项 部 分 和 


Scattate tar! =S, 
l—-r 
(D Hleri hr, HER 
lims, = limt eE . «4 
fyon 480 1—» ]—r 


因此 , 当 |7|<1 时 ,几何 级 数 收 化 ,共和 是 了-, 即 


r= I 
GD 当 1r| 之 1 时 , 极限 
和 一 多 


. . r” 
limS, = lim =: 00 
Hw LET 


因此 , 当 |7| 汗 1 时 ,几何 级 数 发 散 . 
2) Hiri =1 kt, 有 两 种 情况 : 
G) 当 7==1 时 ,几何 级 数 基 
atatat etat m 
Saa- aH- ESERE 
A 


D ms$5.145]|4.25| e| l 时 ,limr"=0。 


mS, =]imra = (az50), 


即 部 分 和 数列 {5,} RR. 
ai) 当 r? 王 一 1 时 ,几何 级 数 是 
a—a-cta—ace--FE-1)t7'adr es 
0, n ERE, 
Sol, idm 
部 部 分 和 数列 {3,} 发散 . 
于 是 , 当 |17|= 工 时 ,几何 级 数 发 散 ， 


综 上 所 述 ,几何 级 数 了 ar*-!, 当 [| 过 1 时 收 全 ,其 和 是 7 


2j|]r|zigb Ad, 
例 2. 证 明 , 级 数 
1, 1 1 1 
| Le ei ide (sd) m5 
lic 3 , 3ESR ERI, 


证 明 . 通 项 w 可 改写 为 


加 1 1/ 1 1 
ta (i 
级 数 的 # 项 部 分 和 


EE 1 1 
Sa Tr6taiit T aa (5n T1) 


-5 le s)*(s ü)t ' (si mr) 
-x xu) 


ims, - Him (1 1 J= 
"o nw 


于 是 ,级 数 收 敛 ,其 和 是 去 , 即 


=. 4 œ 


Z I 1 
2igs —4)21) 5* 


例 3 证明, 调和 级 数 


- l -p 1 nm "a 1 m" 
人 > 到 一 二 atat tx. 


n] 


ARIES, 
证 明 ” 设 调和 级 数 S Ttg REA RU ye HD 


Fir 
y,—1 T 3 t3 1 1 a 
Hi 82,2 f| I1, C550 90 9.) Ae TG, 从 而 , 调和 级 数 发 艇 , 


二 、 收 化 级 数 的 性 质 
MARAD u, 的 收 化 与 它 的 部 分 和 数列 (9, 的 收敛 是 等 价 
n-1 


(9, BRCLISCALUS BB E 1 TRU oi AR 1s Mcd 


必要 完 分 条 件 ， 已 知 数列 {5,} 的 柯 西 收敛 准则 : 
FFA 08,) c gi «— Vec0, INEN, Va N, YEN, É 
(Sarp Eal «e. M $ - X4 3-3 
» Lou 
设 S, 是 级 数 Dn, B e DEBERI, A 
Darp S, = Uni dr nts dg. 


于 是 ,有 下 面 级 数 的 柯 西 收敛 准则 : 
定理 1.( 柯 西 收效 准则 ) BOR Tu dae Ve 0,3NEN, 


YaN, YEN, ¥ 


12254: ua dos Hsu ul ZE. 
根据 定理 1 的 必要 性 ， RC 收 mp Vez-2,3N€N, 
YSN, PE p—1, TH Bnl Ce 于 是 ,有 


推论 1. 苦 级 数 > aas que, dim, 0. 


n-1 


推论 二 的 等 价 命 题 是 , Elime, 0, JN UC, A Bk. 


tel 


例如 , 级 数 
1,2,8 


1 一 一 一 一 -e CEE NER EN 于 四 
ioi a01 301 U t Oa yit : 


li im rl. RS o gi 
因为 limw = limig FiS 16970» MARR 1 og R. 


注 Hmu,—0 RER Ku kA ER EED 
now n-i 


条 件 , Wi Tiu, — 0, 2229308 也 可 能 发 艇 例如， 调和 级 数 ( 见 


$9 3) 


ea lau u.s, 
2 d n 


fimi, lim —, TEE - Adi Hz Be d. 


定理 工 指出 ， aac n D EET 的 充分 远 { 即 


n2-N) WESS H BEY D, Uns dots ad nts). 的 绝对 值 可 以 任 
* ő * 


意 小 ， 由 此 可 见 ， Ago, 的 敛 散 性 仅 与 级 数 充分 远 的 任意 片 
BEX, SRAD 前 而 有 限 多 个 项 无 关 于 是 ,又 有 

REL qd EROEM D 的 有 限 项 , 则 不 改变 
aH, 的 敛 散 性 . 


例如 ， 去 掉 改 做 级 数 立 二 的 前 面 100 项 ， 而 级 数 


Su E ol 1, 1 1 
orota i00 i2 77 39933 07 


TER CS. 
根据 数列 极限 运算 定理 可 得 级 数 送 算 定理 : 


定理 2， 洪 级 数 之 ,an ka, RADE S, 则 级 数 


> 10u4 = es 十 Curt e Heugte 


LL 


也 收 敏 ,其 和 是 cS, 其 中 e 是 常数 ( o 20). 
证 明 RRA D u D outo n ERORI E S, 与 cu 
pa] 二 1 
» 


G, 77 CU, + Cg T ttt cs = OCW us d n bu.) CS 
EL IImsS, - S, 
+ 


lime,—limcS$,— cS, 
Rr 7-90 


BL eu, ct Xu es. 1 
定理 2 的 结果 可 改写 为 
> cu,—68— c Su, 
—T—— 
ERI HARD u 收 敏 , 藉 和 是 8， 则 不 改变 级 数 全 项 的 


位 置 , 按 原 有 的 顺序 将 某 些 项 结合 在 一 起 , 构成 的 新 级 数 
(Ci 二 十 Wa) de Cra aod b be 
T Gs, ua He Hun) H P (3) 
Eir, KABES. 


证 明 设 级 数 祖 ,ws Hn BEDA) PE 38， 新 级 数 (3) 的 天 项 部 
n=} 
分 和 是 Tp A 
T= (n e s ) F Gima H n) bn 
F (Wn, rt HF n, ) 


= 8 F Hte Ha =p 
斯 新 级 数 (3) 的 部 分 和 数列 {04} 是 级 数 之 ) z, 的 部 分 和 数列 {5，} 


的 子 数列 、 根 据 §2.2 定 理 9 ,已 知 limS= S, 则 limos=S， 于 
是 ,新 级 数 (3) 收 敛 , SERES. N 

定理 3 说 胃 :; 收 全 级 数 (无 限 个 数 的 和 ) 满 足 结合 律 ， 

注 “一 个 级 数 的 项 经 过 结合 之 后 构成 的 新 级 数 收敛， 去 掉 括 


O 每 个 括号 内 的 和 数 作 为 新 级 数 和 的 一 项 ,新 级 数 的 第 三 项 匙 
Cos 11H TR 


号 之 后 的 级 数 不 一 定 收 总 例如, 级 数 
(1—1)0*(1—1) Ft (1—1) à 
KiF 0 IB As PESE E Je Gg DO 
1—1-- 1—14:--F1—1--- 


却 是 发 散 的 . 
定理 4， 若 级 数 Sw, 与 Yo 都 收 分, 其 和 分 别 是 4 与 B， 
则 级 数 


Dante) = 二) 二 (uto dteet nod te 
n=l 


iex, KAE A tB. 


证 明 READ, Yo 与 S14 二 v,) 的 项 部 分 和 分 则 


n=] 


是 Ans 与 0,, 有 


C= D t ccs) m On dv) + Or E e) Fn db Qs b 0s) 
k=l 


= (t Htt bu) d On t vat’ 0) — AL B, 
i.n lim4,—4 5ElimB,— B, 6 
Ld nó 


lim, = lim 4A, + limB,— At B, 


"e Ra 


BI E 9 (uu roD eoe, Ho AB, 0 


R= 
练习 E 3.1( 一 》 
1， 求 下 列 级 发 的 和 ! 


MES = 1 
(1 E (2) 210: Gy 
R= H= 


a A MEN: 一 一 
G) c-r Fi 
-1 


(4) xe 


2. ms: m EE X 


[1 


1 1 1 1^. 

. -一 1 ped . 

rone s ts tx) 
LL 


3. BEI: lim nds 540, Mr Age c T ta, "Bk. 


n=} 
4， 证 明 ; RFRA D 16s (a DR, Ta KLEBEN? 
LL n=l 
5. WEW: A {a ERRA 0o, 9, MR D an 1077 e a 
n-l 


E h Alyn iy 


DET EDT Da ES H 


T-l z-—1 


ME (41,2, 9, 


BRE c.ddumBk GET: uH S Mp T S c e UO 


a=] 


7. EB A "S igk, aur, a. "T5233 5, 发 


y=] = asl 


&. Bp]. ian : sol cox, MAS Toc 


"—1 


* * * * 


9. HEU: FR "3D" -allnet H tim a ~=0， 则 级 数 之 320, 收 


n=] n=l 


CE 
你， (提示 : 证 明 级 数 六 1a, 部 分 和 数列 18,} 的 两 个 子 数列 {S2y 与 Sasa) 
n=l 


* jü e» 


AB Fd f ERR! 


10. ES: HRF na, COE. FLEURS Tn (2, — a, A, RE S 


n=1 noi 


a, dA, 


lr, EE: E aBa e me, De I0, HABE eak, Mimra, =0. 


n=1 


12， 证 明 : ERRED ,av 依次 若干 项 结合 得 新 级 数 ALICE 


n=l k=i 


ASi a tetano E A BERUR RII HIS, MRR > 1n COR, 且 两 


EI UIIIL 1 > 
Em. Bem | # 

辕 号 级 数 是 指 级 数 l A 

Uy F Ms Huat ttr H ta Hen £t 


的 每 一 项 wu, fo TES MUR MRE. Eus m001— 1,2, 2, ; 
称 级 数 Su EIER B dus c0 (x 二 1,2,…), 称 级 数 C, 是 负 

n1 LES 
iu. 

将 负 项 级 数 每 项 乘 以 一 1 负 项 级 数 就 变 成 了 正 项 级 数 ， 根 据 
定理 2 , 负 项 级 铬 与 正 项 级 数 具有 相 同 的 使 散 性 ， 于 是 ,讨论 负 项 
级 数 的 仇 散 性 可 以 归结 为 讨论 正 项 级 数 的 化 散 性 ， 因 此 ， 下 面 只 
讨论 正 项 级 数 化 散 性 及 其 敛 散 性 的 判别 法 . 


ERED Iu, 是 正 项 级 数 ， 则 此 级 数 的 部 分 和 数列 {8,} 单调 
nm, di 
S Suec LS x. 


根据 $ 2.2 公 理 , 有 判别 正 项 级 数 收 分 性 的 定 琴 : 
* 了 


定理 5. EAR A Du, Kae 它 的 部 分 和 数列 ;3S。 有 十 


n=} 
5 
$84. 证 明 : 正 项 级 数 
c1 uq 1 
a 
是 收 敏 的 . 
. 1 1 1 1 四 
ER D grz a iog gT pec 055 
knna 
n—l{i- 
从 而 , YaEN, 有 
1 1,1 1 
S, Hita ta ttu 
1—-.L 
1,1 1 2" 1 
brit Rap ctugac; i S jer 
2 


Bn RHMCAL GS, A EI, METRE 1D ick 


M. E PUR RI, TAERI E TA c A E, 将 其 通 项 与 基 个 已 知 的 
正 项 级 数 的 通 项 进行 比较 , 再 应 用 定理 5 可 判别 其 伊 散 性 ， 于 是 ， 
有 下 面 的 正 项 级 数 比 较 判 别 法 ; 


定理 6. (HERAIRD ARAETA Bu. 与 之 :on 且 


INEN, Vaze N, 
l Ws Cbn c 是 正常 数 . 


D ARR Do Bc 则 级 数 s tb c 


» 1295 


2) ERE s e 则 级 数 o db lic. 


证 明 根据 定理 1 的 推论 二， 改变 执照 前 面 有 限 个 项 并 不 改 
变 级 数 的 你 散 性 ， 因 此 ,不 妨 设 YasN ,有 
HL CP. 
VEU Tu, 6 S1», 的 2 项 部 分 和 分 别 是 4 B, dh ® 
不 等 式 ， 有 
Án = 4, F S 4o H uCp H C9, 4-2 d C0. 
—c6(ud vade v)y—cB,. 


D EARD 收 化 ,根据 定理 5， 数列 {Bj 有 上 上 界 ， 从 而 
数列 (4 也 有 上 界 ,再 根据 定理 5, 级 数 us MA 
D ESO Tus 发散, 根据 定理 5， BORA OG ES. JA 


数列 {B.} 也 无 上 界 ,再 根据 定理 S, SOR To, RC. D 
例 5， 讨 论 正 项 级 数 


E | 1,1 1 
之 ;而 一 1 tatg tta" 


5-1 


的 敛 散 性 ， 其 中 是 任意 实数， 此 级 数 称 为 广义 调和 级 数 , £P- 
5$. | 
R 广义 调和 级 数 的 化 散 性 与 数 2 有关， 下面 分 三 种 情况 讨 


*135* 


D) Si p=1 时， 广义 调和 级 数 就 是 调和 级 数 荆 ) ,已 知 调 和 


n=1 
级 数 发 向, 即 广 义 调 和 级 数 改 散 。 
2) 4 pai hh YEN, 


ish 


ET ME 1 发散 ,根据 定理 6, 广义 调和 级 数 册 发 散 ， 


"-1 


3) 当 p1Bb 击 练 习题 6. 1 第 9 EDI; (o) 3B, Vnze2, di 


1 1 1 1 
sage zh 


于 是 , YEN, # 
DEM „1 1f l 1 
S, 14 z T37 Hers PIS CE zr) 


171 1N,,4, 1 V5 ./. Lo) 
To $*1/7 UR—ln—1)7 nei 


1 1 1 1 1 
-1+ gri T 5$-1 97-1! | 
1 i 
tai n?^l, 


1 1 1 p 
—1-L-.-—-- — ——- L - -一 -一 一 一 一 一 
14 ;i mjo Ti pi 


即 广 义 调和 级 数 的 部 分 和 数列 {5 有 上 界 ， 从 而 广义 调和 级 数 
Kat. 
RLR, ORMEA 24 psc IRR, 4 po» LI 


收敛 . 
例 6，、 判 别 下 列 正 项 级 数 的 敏 散 必 : 
" j4 


D 25a +1} 2 a- nl 
1 1 i 
E D AGO) Vat T0) uie 


z 3 , ， 
已 知 广义 调和 级 数 Pl 0-270 Ws dise, SOR 


E 
--—i n2 


己 知 广义 调和 级 数 gD Ri MEAM, R 


n=" 
定理 6 A TEREE: 


推论 ”有 了 两 个 正 项 级 数 > oo 与 之 jva(vo0), HL 
n—i n=1 


hm/*s.g . (0sk« co). 


noU 


D XEM Urs, HOSSZ Foa, 则 级 数 DO u, AS. 
及 一 1 n=1 

2) E Eos Ei, LOCIS eco, MAR D u 也 发 做. 
n=l n-1 


证 明 D EAE jv. Kie, HOsDE- +o, 由 已 知 条 件 ， 
n=1 


Jei, INEN, YN, A 
* 15 5 


H, | " H, 
-| Eg 或 — 
Ca 


BU VazN,ARuu Rr epon 根据 定好 6，- 


2) 车 组 Xv. 2, H OZE ++, dr ext. 


Jeg 0 eg ck, 3NCN, YaN, A 


cum d be -s20, 


n 


HYN, Hw SE 


zs 根据 定理 6 ， a 也 发 散 . 


BRE. AB E. k= To, 由 Cu. 


2M:-0,3N€N, VaN, MM, 


M INEN, VN Aro, es, 报 据 定 理 6, DONC s ME 
例 7 判别 下 列 正 项 级 数 的 剑 散 性 


ESI 


1) nl. 2) Xm 


ESSI n=1 


1 
解 1) 取 mm 一 im 有 


(d. 

1 
lim” 7^ —limz-—9 
nom EI 

n! 


已 知 级 数 六 Lat DI 4), 根据 定理 6 MRE DOCS 
1-1 


一 * "xl 


egt 


^ Io = 


CARED T 发 散 〈 见 例 3)， 根据 定理 6 的 推论 ， 级 数 


zn Ijeri. 


应 用 正 项 级 数 的 比较 判别 法 不 仅 能 直接 判别 某 些 正 项 级 数 的 
化 获 性 ,并 能 导出 下 面 比较 往 便 的 正 项 级 数 伊 散 性 的 判别 法 : 


EET (EAIA KENA Au, 


1) #INEN, YaN, 有 
A usscg Ci d) 1, 
则 级 数 wu, d 


2) 若 存 在 无 限 个 %, 有 
~ Url, 


则 级 数 us 发 散 . 
1-1 


证 明 D) 已 知 3NEN, Ya 之 N, 有 


VUE 或 uq". 
X ELSULIICS an (Og D MA, TRIS ET cA 
Ecl) 7-1 


. 全 


2) 已 知 存在 光 限 个 ,有 


"e 
M upel 或 w], 


Elua pi T 0 (2-900), FÆRI Sun 4E D 


n=l 


推论 有 正 项 级 数 X us d 


lim > 
NIKE — hi , 


则 1) L1 时 级 Meus dx; 
于 二 二 


2) Ul B C us RT 
n=l 
证 明 1) 99:7 之 9 之 1， 由 数列 极限 定义 ， 
de,—24—170, INEN, YaN, € 
|V ini cgl 或 Vua. 


RREAT, «RARO n, A. 


2) BA 1, 8 RES D PIE, IVEN, Vnze N,dg 
A us l, 


RIPERT, ARo Rik. 2 
SIS. Ux FALE WE Ar TE: 
= v 2^ 
1) s uj D Eam 9 Dy. 


2 n 1 
ER D lim us JC -lim3r5i- zL 


Tn 


- J * 


ARD t wat. 


2) imu =li "| 
nam V Un im / ere (Inz)* -limg - 0«1, 


LM 


3) lim Y= lim iss lim mx iL 
»00 E ird ^3 n 
w 2" 
JR» amr 发散， 
n=1 


定理 8. GABBBARUROCHESUNXO AWTR Su (n0). 
*-1 


D € 3NEN,VnzN,ZA 


LIES 


n LRRD, 


则 级 数 K. 


2) EINEN, Vaz- N, 有 


则 级 数 Su, 发散. 


证 明 1) 不 妨 设 YEN, fi 


Hn 

uq 或 uaug, 
Hs 

(D KMAR (D'Alembert 1717—1783)25[ r8 c. 


* 19 >» 


R— l, ELH, 
R-—2, Wa 


3， URUG, 


R—k, uu. Lug ug, 


BAULER E S ug CO cg 1) Mc, MR Do 收缴， 


n=] 
2) Ban INEN, Vice N, 有 
Ama 或 Unti tn 
EU YF 262 286 9] u MAN EC A R n, ao 不 趋 近 于 0 (n 20), RU 
Axa Rik. O 


推论 ”有 正 项 级 数 2 n Qn20), R. 


limz*:—; 


To UI 


EJPSN 则 级 数 Yu TS 


n=} 
2) 车 [> 则 级 数 Du, RR. 


证 明 D deicecl. 由 数列 极限 定义 ， 
Jer=q—1>0, INEN, Yn>N, 有 


Harl — Ynti 1. 
E [p H 或 Ua «ge 


根据 定理 8 ， 级 数 215 Ka, 


* 20 » 


2) Bán i1. Hug, 
INEN, VaN, A>, 


HUDEBS, REOS D 
*-I 


$49. HA EAE TAR X 9th: 


a= 
nt Lati 1 
A D lim -lim perling nl 
ny5 ke 
2-1 
E (rt)! fa qua m( 2 y 
2) lim u Slim TIT, n^ noc --l 
1 1 
-lm eb 
(1+4 
n 
= nl 
OUS Y OR 
n=l 


3)lim!*:1 -lim /5 一 lims( >- 2521 
ncm Wu "noe (n+ 1)? nc XQ--l ? 


级 数 了 5 发散 . 
n=l 


注 4 limin =l 或 lime 二 1 时 ， UC, sf Ak 


a=] 


BETERE Du, REDL, A 


* 2] * 


x 

7 : 1 . 

limy u, —lim,/ — —1lim 
" EPI LAN 


n 


P 
lim” — lim ptm, ti) =i 
noo y ace(m4-1)?/ RP nosat l , 


HRAD p 47> HES 当 ?< HRR. 


Yn 


EADARRA S S BH R HARARE EESTI AA 5j 


几何 级 数 Jar"! 比较 得 到 的 . 当 Him Ped gt lim 188, 
papam . fih " nhe 


这 两 个 判别 法 都 失效 了 .为 了 进一步 诗 论 正 项 级 数 的 化 其 性 ， 需 
要 比 几 何 级 数 妆 饿 更 懂 的 正 项 级 数 作 为 比较 的 和 标准。 通常 选 册 广 


义 调和 级 数 六 ;二 ， 于 是 ,以 广义 调和 级 数 作为 比较 标准 ， 又 有 更 
1-1 


3n Sk E EUR ER SERICHEREUXUER. ARAE, 
四 、 变 号 级 数 


车 级 数 > we 晓 有 无 限 多 项 是 正 数 又 有 无 限 多 项 是 负数 ， 则 


称 此 级 数 Zu Ede x 


例如 , 283 (u, 70, 依次 一 项 正 两 项 负 ) 
ud (— ua) Cou) He ECT un) -t C) T 
TO T; Ww) e 
Rowe. 为 书写 简便 , 将 这 个 变 号 级 数 写 为 


8, — Hy — Ua d 4 — Hg o Hg ds ug We rns (u,7»0) 
3e Sl] Ac, Ei c p E Ae IE 2 E c ind, 即 
4, — Mg tUa — ua dott n Msi Mg T t0 (u,270) 


. 22 * 


rc 


称 为 交错 级 数 ， 判 别 交错 级 数 的 收 然 性 有 下 面 的 判别 法 : 
X389. ( 落 布 尼 兹 判别 法 ) CHIRHRRD CD uuo 


0. 车 
1) VEN, H Un tmi; 2) limu, =0, 


则 交 : 销 级 数 了 (一 DD" ar Wr RE, H. 
[Pa] = 18— S4] san, 
其 中 S, Sn 5 ra 分 别 是 交错 级 数 之 (一 1)" 的 和 ,2 项 部 分 和 


与 侠 和 |. 
证 明 首先 讨论 交错 级 数 部 分 和 数列 (S RTA Sut- 
YEEN, 有 
Bii S MH dor a — Mos eo, 
Bg 5t os b Mor 1 Maa, 
Baier T Bum nai — a 
由 条 件 D, A Sorn 94250, SS ERU Gr, 音调 于 加， 又 有 
Sa, = U; 一 如 -H Ua — 二 Wag- 1 dg, 
zu, — (us) — sica yy) — e E, 
MEFA {S ELA, RRS 22A, BFAS a, 
limSa=S. BAD, fi 
lim Sar =lim (Sat Uoc) = limsa + limt =S, 


WATA Sa- eT S. R $2.2 E 10, 有 
lim $,-— S, 


即 交 错 级 数 OO (—1) 79, Weg. 
*-—l 


e 23 » 


由 人 条件 1), 即 YEN, Ru, — 8, 1270. ARREA 3, 有 
| fa] =E — S, = | tni -Hart Unia — tyra tHe] 
E Mari — Haeo drag — Unea SL — 
= Wari (Us o7 Haag) — (Una — Mais) — t7 
Qs [D 
例 10. JJ 36 HER HEB X TE: 


cm u 1 em 
— W-1 ^ r= 
1) 2 DU a 2) 人 (一 1) E 


D DOD DES 


解 D vnEN,，, 有 一 i =0. REE Jg 2k EU 


ih, RERED CD 二 收敛 


n=1 


+1® |， 
2) Va€N, qos gii limo 一 0， 根据 莱 布 尼 兹 判 


别 法 ， 交 错 级 数 S] (C— D aca 


(20—1)!]. (22--1)119 ， (2n—1)!! 
3) YnEN, 有 OLIM > nt; lm (29) 


4 
中 已 知 10.m2 十 1 不 等 号 两 端 用 107*: Bi. dr -— LA ATi 


109^ 108-1 
& Jimy = lim yozi" 9. 
eH Qu— 1)11. (2a— DG RAD On DIE 
Q BALD b ! - . 
ul [PL TET (5) 1t (2n —2) (2n 2)11 


-9 24 + 


—00. RRE JE 25 H X ER, x AKT Ec 
Ka, 


IIIS 105: 2x34 13 
XX GEGESURMCST us cat, 则 称 级 数 Su, 绝 对 收敛 ; 


DT PG 收 伍 ,而 正 项 级 数 D lul ARR IUIS 
eric 


Bin, Egan C277 |-X'À (Git, p—221) 


收敛 ， Ans Sc CL" 


xam C07 -Diem nime C27 


n=1 n=1 =1 


Weak CR, ] 10), 从 而 级 数 CD" 条 件 收敛 ， 


n=1 


wu; oí, G2n— 1211 
D x4 mi 有 
ac Ln) 


1 2 12 46, 25 
B46 (2R} 2 


m 357 anti 


$5. 
4 5 


1 " 
71.3.8 (n—l1)Mn4.0) Aati? 
2.4- 8r (20) 


| (22—1)t! 
Hi AK A fi 4 gon B, FA BECUITN —. 


. 25 申 


EI EARS n ArH, MaS a, 3 


naj 


证 明 已 知 正 项 级 数 31 unl ket II RTE 
n=l 


Wi, e>, INEN, Vu N, VpcIN,H 
[tarif H Uses] Rott seni e. 
Miti. 有 | 二 
xS | 十 js 二 < 


即 级 数 了 Jw, eg. D 
例 11， 讨 论 下 列 变 号 级 数 的 绝对 收 敏 性 : 


(-1) 2 i — N 1 | E 1 EN 
解 1) 21 2^ m— 2 22 I 25 i 24 25 28 1 
YaE 河 ,有 
noil 
(—1) * 1 
2" (2U 


. nini» 


PLARGEXUMIE S KA REEM PADA k 
n=l n=l 


8k, LAS C B 
/T /2 
= sinat Maa | NL sE 
D aei tyt pat 


* 26 * 


YnEN, 有 


= sin 


已 知 正 项 Rn 收 伍 , 报 据 定理 10, ani ri Hs& 


p S. 
3) Va€IN, 有 -天 A Ü ,有 lim 0. JR B6 3E p 3E 


FUR, (交错 ) 级 数 — TERAS 


> Ira CEA = ni (? 级 数 ， p= 二 <1) 


5 t. 从 而 级 数 


BI ARCU D» tn 的 绝对 以 化 可 归结 为 判别 正 项 au Ius | 


fraler. PLI P» Bode rl, A FAE, 这 
"-1 


P3 4-98 5122: 3€ FE 8| 71 5 [B 388 i BR 29 f] 1 2e f 
S|38 (ERROR) Bia sl, 2, e, ) REPRE, 


m 


B= Sb. I, 2, nh df Gumd.m.Oema c0, HIMO, 


Lj 
Ym=1, 2,'t*,f, 有 | Ba] M, 


Cobb WECAbel 1802— 1820) BERE, 
. 27 - 


* 
[ab agb, t+". Hanbal 一 | 52,5. 


aM. 
i E-L 


证 明 ea b,-B, b= a— Bi te, b.m B,— Bais 有 


Sard, | = 


|a: b, tab +H + anba] = 
k=i 


DaB, — Br-1) 
ren 

CB, — 0) 
= |a, (B, — B) -a4(B, — Bj) >+- a, (B,—B, | 


-|Bi(a,—a;) + BaCa—àa4) B, (8, ,—a,) -a,B.| 


S [Bil (aia: - | B3] (085 一 ga) + 十 | Baai Cas 1~— a) 


十 ] 五 ,| an 
SEM latr a ay L4, 4—a,--a,) —a4 M. T) 


定理 11， 〔 狄 利克 莱 判 别 法 ) 若 数 列 {as} 单 调 减 少 ， lima, 


=90, HR t» 10, DOR URBC (BEER, BD 3M 90, YEN, 38 


Bal = 15b Hbst et bn EEM, 
HER e Ta, b, Hcc 


证 明 Yn PSN, 有 


[basit Bare Eb = [Barpo — Bl 所 | Bs. 5] T [Bal 2 M. 
根据 引 理 ， 有 


| an+ iB: 1 十 UuesBua ge ttt Grrpharp| Sin 2A. 
已 知 limens 一 0, Hl Vez 0, INEN, YaN, 4 
no 


la] «e. 或 d.e. 
FE, Ve 0, IVEN, Vaz- N, YEN, € 


lantin Gn sba:st tH s pbs.nl Wn. 72M «2M, 
. 28 = 


根据 定理 1, 维 数 > a.b. Se, D 
5-1 . 


TERR, 判别 交错 级 数 > (Du, Cus» 00M ALERTE 
2EAIRIE PUBCRDGECRIBIS AO MERERUE, KRE, PUN 
MARD, Bim, 0, TRESI CD 的 部 分 和 数列 {B,) 有 


Fe, Bp 
L 1, nj, 
RE 2A BK, 


1B | «1. 
| 根据 狱 利克 菜 淹 别 法 ,交错 级 元 了 (一 DD To 

EEN (ANFAS HEIENE TAR 
Son Met MRR Dab, Bet. 


证 明 若 数 列 fo,} 单调 减少 有 下 界 ， 则 数列 {0} 收敛 , 设 
limas 一 a， 从 而 数列 {0 一 0} 是 单调 减少 且 lim (as 一 9) =0、 已 知 


dE. k Mt 它 的 部 分 和 数列 必 有 界 . 根据 定理 1， 级 数 


È Car 一 上 b, Ic, 已 知 级 数 Sa， 收敛。 


uel 


再 根据 定理 2,7 3 
Sla, b, = 51a, —a)bn+ Sab, 


2=] 


wA ERIK AMMA LR, WAA a) 是 单调 减少 有 


. 29 œa 


下 界 ， 利 用 上 面 结果 ， 8C (一 4b ESA TRAN, 


wx. 0 
例 12， 设 数列 (a) MIRAD, Plima, 0. d 论 下 列 级 数 的 


Vc Sx E: 


1) 人 > ansinny, 2) D a.eosnz. 
n=1 n=1 
en " 
N D RAMD sinar 的 部 分 和 S,— S sinks. 
一 K-1 
S,- -sinte -S 2sinkrsin Z 
2sin 2 -kcl 
3 
- 1 S| cos 4 一 于) 一 cos by) 
. d : 2 2 
2sin <- k=- 
2 
cos lz cos n E 
加 2 2 
NE ` 
Zsiu-- 
Vaose2hn, CIL, 
COS 1 -证 一 cos(a 3 
" T" . i 9 1 
1S,| = 23 sinkz| = 
NT i 2sin : mn 


HI rbr, EZ, D RÉAGIR, RARA, 级 


Hi S asinn gk, 
n=l 


Vz—2kz,kCZ,dpsinnz—0. WAR, RA D sinne. ; 


n=l 


. 30 *. 


CAE, VacR, BED Tassin nz rar, 
asi 


2) 求 级 数 > cosnz 的 部 分 和 P, 1 coska, 同 法 有 
„=i k=: 


4 sin(a+-+)e— sina 
P,— S coskz— . 


Zsin-Lz 
TE 有 
| P, 一 : 
sis 
z 


HD 22hs,RCZ, BEROUPL UP. 有 界 , RRAN, ERO 
Sacos nz kat, 


Yr—2kn,kCZ, T cosur—l, AED vos costa San. 


=1 


T, RRD la eosnz 与 Ea Eiis 18S e kc. 
由 例 12 An; 


VzcR, suco sin nr M gie Ukk, 


cos zr COSTI 


Vzz2ka,L€Z, aur ; 52 Sour ttd. 


例 13. Jug FAR e HEC SE 5; d FIC SX: 


1 Sovit yn 一 


* 31 * 


2) LUST, ?是 参数 ， HR. p, Occ. 


"xb 


£D EXuW Co yi -| 3 VR 


E. 事实 上 ， 有 


i ntt? I l li n4-2 
limo An. An -tetti 


一 |。 


已 知 级 数 4 Lys 根据 定理 6 的 推论 , 正 项 级 数 发 散 . 


Case CD 收敛 ,而 数列 | 


n=1 


T= -fitz | P 


BRDATI. RENNRANE, BUE Sc (DotA lo g 


ntl ga 
&t. 
TE ARDO D TIS Ael at 
D vng |S il. DAREI EA, TE HG 
28-1 
S15 Hh Bt. 
"-1 


Var0«cpscl. Bib 1240, SOS TT EQ, NAA 


jinaz|., sin? nz 1l Il—cos2nz 1 . cos2nz 
n? | nP ^ nf 2 T 2n? 2a? C 


+ 32 5 


已 知 级 数 25b ; RE 207977 ko ( 见 例 12)， 则 级 数 


a=] 


eo 


Dl 2T) RGRORAGHN 9.1) 第 7 是)， 从 而 级 数 


5| | sinus RT 
nol 


A. FE, Oc pec, ARIA. 


n=l] 


练习 题 9.I( 二 ) 
Y. AP FXDEDISR oec pe: 


—. 1 — 1 
D $i e M 
办 一 了 "-T 
n ——- 
(3) Fi (4) 2 VIT 
如 二 上 "-1 
Ld o 
e 28—1 Ri 
(5 2owmnwe (e 2) > 
RE: —2-8-8-- (35—1) 
e 人 (in 二 , (8) 2113-9 (da 9" 
[Ld r=! 
T zanr 一 gyi 
(9) 9, 00 9 
üzt nci 
hi S 
(1) Sny (12) 2x 
R=? no 
ey Z+" Žid 
,U» 2 ao 人 
n= n= 


- 1 
(i5) i— eos— |, 
OM zi x) 
2. aA > 12, le Sk. THRRET, Sof zr 


--] 


= 33 


Oa — G) prte, (3) WM G0, 
2-1 n-1 ai 

(D DOV antn (a, ™>0). 
a=] 


3. 证 明 : 若 级 数 18: 105 COR M PAR 


x-l DL 


Seb Dents $e 
n=l #=1 


7b—1 


4. MESI E a, ARABA 则 级 数 也 一 发散， 
n1 


5. FI: E a Smead AA ask 2ted- 
n=l n=0 


EIB Gk, MIREK, 
6. EPM 5 Q G0 ZB T n pla g REN, EQ uo v0. 


证 明 : AS A -p>2, 


7. $99 Fa gA eak pe, 2038 MV E 009 CB EE R Ee eS: 


nín-i! 


oap 1o Xy xou rx Ea 
G) 2 Da (2) 21 Tn? x 


E: sin ^7. : E 

12 < | 

D Xu 26486 w $lcotsl 
n-2 n-1 

8. $£EDS rt, T IR A A Ao ECRIRE RS 2685 


cp cov F Ordini 
o xe CPx ppe, 
fl 


9. 证 明 ， 才 级 数 1o, 绝对 收 化 ,数列 (5,} 有 有 界 ， MCN 164.6. 抱 对 


n=1 ELI 


trst. 
. $47 


10. MEB: FRR » 5.0, HLER EE IR aada 绝对 收效 ， 则 级 


4 二 1 Az 


数 Tab dhükek, GET: ERMET EM. IR mb, id bs, 


EL 


而 b, 一 向 ， — Sa 2i 


zeli. HO adu 


n=ł 

LE FEE 

di "02 

RAE cxt 

tv TT 级 oou cR e EGRE Satis S Tz 都 收 人 当 级 
n-—1 *-1 


eme, € 名 人 
AE 
Qi t 7 Sla,- I -5a 
QW yr D. - x 
12， 证 明 : HRM Da Aie, WETA Detd] a ( 符 导 
=1 


"n-1 


"n 见 第 11 DATRICHUE EE CA eo). 
LL EA ug ctt * * LN 2.5] - E 
P Anti ec Nf . 一 - 


i3. MW: 者 级 数 > 1a, (0,70) RAE, S, =at A 则 级 数 


LL! 


LA — a a "od S 
BEH, (st Nal Nai | ws g ON .) 
27$, Mu Sy. Sys 


14. 证明 : BaN So (9 站 keora = D Jan MARIS A. 


=È =n n=1 


{提示 : M ice II Pe DE pus p Ses p Ta) 
^ TE Tui Ta Tk 


15. EW: 者 在 调和 级 烙 DI PARSE n AARE 0 HM, MAA 
ELS 


1 . 一 一 一 一 一 
iA M 


REN Dres 


ALB KL T E BC, 共和 不 超过 90. 


i6. IEW: sa o Total Ya, Au dim X, dB: 


n=l 


Ez AA T AR EHE 


17. E: PNE S TR (oleo Meee, M 


n=l 


18. 证 明 ; ERED aek, LARA bj M>, YaN, 有 


$5 -5hals, 
k=1 
WW c > abet, 
n=1 
(提示: 


应 用 柯 西 收敛 准则 和 陪 风 尔 变 换 、$§ 2. 2 第 20 gig (数列 
{a 收 总 )， 它 是 阿 贝尔 判别 法 的 排 广 ) 
五 、 绝 对 收 化 级 数 的 性 质 
已 知 有 有 限 和 的 运算 满足 结合 律 、 交 换 律 和 分 配 律 。 收 合 级 数 
是 无 限 和 , 那么 腔 伍 级 数 的 运算 是 否 也 满足 结合 律 , 交换 律 与 分 配 
律 呢 吕 ?定理 3 已 回答 政 钱 级 数 满 足 结合 律 .一 般 来 说 , 收敛 级 数 
不 满足 交换 律 与 分 配 律 ， 


例如 , C Ane t S CD ag a CRUS A, 
n=l 


u 1,1 1,1 1! GC 
A=i-z t; a t tt 


如 果 将 其 项 作 如 下 交换 : TEUER US PAGE IIR 15 A SUP, 一 项 


(D 这 里 狐 涪 的 "交换 "是 指 交 撞 级 效 中 汇 限 个 项 的 位 置 .“ 分 本 ”是 指 两 个 级 雪 
HÆ. 
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正 两 项 负 交 替 排 列 ， 即 
1 1,1 1 1,1 1 1 


3 ta $ 3*5 i0 127 
IB it HORE B 作 如 的 结合 
IN 1 1 01N 1 
(Dee «(3 Ja 6 i0) i8 
_ 1 1,1l 
za t$ 8 19 I 
n: 1 li Y - 
-:0-3 AR meat 


BIS 183351 27 Js Br gt R CHORD AR ia. Henr AL, 收敛 级 数 不 
满足 交换 律 . REESE 与 无 限 和 — 的 区 别 之 一 ， 奖 


max Ctt -一 不 满足 交换 律 , 因为 它 是 条 件 收敛 的 ， 关 于 条 


"n-i 


WAR ROSA 为 一 般 的 结果 , 这 就 是 黎 曼 定理 ; 
————— 
Hun». 条 件 收 人 敏 , YaSR( 包 括 a= to), 则 适当 交换 级 
4 


"2318 的 项 可 使 交换 后 的 新 级 数 收 笋 于 a GRR BERE 2E 00). 
di 


=1 t— 


HEMI. 
下 面 的 定理 指出 , 绝对 收敛 级 数 满足 交换 律 ， 


定理 13， 攻 级 数 Du, 绝对 收 敏 ,其 和 为 8， 则 任意 交换 级 数 


Datt, 得 到 的 新 级 数 祖 14s, 人 DO 也 绝对 收 人 证 ， 其 和 也 是 S. 
n=l ki 


O HRAD) un HDW L un ERRE Dua HRE A. P 
bhel 75-1 
IE E Was Ho tat E do tis T e de E 
SURE 8:3, d- i ne e a b rade F 
8 d d W" » id I 
ua, Wo, da. Hn, Mx. Ha. Hal c7 
B np 一 By te = d, ni lany p 9p RT 


e ły. 


证 明 KEMARA S s, iE OC CST iu LU Bj 


k=l 


已 知 级 数 之 jw 绝对 收藏 ， 设 Su] — A, RRD ud 的 
此 二 上 


7-1 nzi 


m 项 部 分 和 是 Pa = > | Ym€N, EP |l, tt, DNE: 
£5=1 


EXE E DEN ar e 


f-1 


i r 
J=MAX Ri, atty mpa 


于 是 ，YmEN, 有 


即 正 项 级 数 S un, | 的 部 分 和 数列 {Pj 有 上 界 ， 则 新 级 数 D a, 
k=1 k=l 
Bap ae, | 


其 次 证 明 新 级 数 Dla, 的 和 也 是 S. 
b=: 
VER Dun 的 % 项 部 分 和 是 8 已 知 lim5。=5 与 级 数 


> lun 收 雍 ,根据 数列 极限 定义 与 级 数 的 林 西 履 敛 准 则 , Hp 


m—1 
Ve0,d4N€N, YVEN, Æ 


Hc-p 


[Sy—S]«e 与 > ENEN: 


k=N+i 


Dip sp RERA Up pcoM, 22. uix 
k 


xNA1 
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Ei d o us rs ng N 项 8, H3, 77. Un VE E us, 中 bl 
*—1 k=i 


EX. ik Hip Hag rty E 在 新 级 数 中 分 别 是 wr, , Ha, pU H 4 


max (bi, bo, rha} =t. | 
TR, TSN. "pomi. 32 


Og 一 $1, 
k-i 
PRESAR EC B PLAN TIL eu, s uy 外 ， 还 可 能 包含 原 级 数 第 


N 项 ws 以 后 的 若干 项 ， 谈 这 些 项 前 总 和 是 8 Ele] A le! 


kb-Nil 


mg. 


m N 
T m= Dow Slin tq syt- 
b-1 =1 


[os—9|il8.—S| [qu 
了 于是, 当 mi CN), A 
[oa S] lS] -g| «edt e 2s, 


Hlliman=5, Wire Nr D us, KA ERE S. 0 
moe LE 


由 此 可 见 , IR PASCERE de E S 2608] EE S occ 9x, 但 是 二 

者 收 竹 的 和 机制 郝 是 不 辐 的 、 条件 疏 伍 级 数 之 所 以 收 黎 ， 是 由 于 接 

原理 级 数 的 各 项 顺序 , 正 项 与 负 项 互相 抵消 , 从 而 使 它 的 部 分 和 数 

列 旷 敏 与 项 的 位 置 有 关 ， 因 些 ， 条 件 收 化 级 数 不 问 足 交换 律 ， 

xp Sr LIT BRLAWOSE, dé TRAH ET O 的 速度 过 

H T We ek hs GR, Ama Be E B9 BE 2 RO c PLC A R9 br EC, 因 
Jt, Hae SrER Tri e dh ir 

下 面 过 论 两 个 级 数 的 乘积 两 个 级 数 的 乘积 是 两 个 有 了 版 和 乘 

+ 39 +» 


积 的 推广 ， 
RX MARR D a 92.5. 的 乘积 级 数 是 所 有 乘机 
n=l n-i 


a5, 


(G,kCN) zn, BR 
MT 3A S7 a,b. 
(SE 
eon tice |o MR MUTHA, a mes d Eo d; UE 
s fRER BUT 09 HEU: 
a,bi| a,b, | asbi | a,b, ubi ab. s" 
abs dba agb, Tas gib PUR lan 
abs iio m ihi aba Vaii Gbg 
{正方形 排列 》 l RAAD 
按 正 方形 题 序 排列 是 : 
5 a,b, = a,b, tarba oabar ob + Oba + zba + Ds 
i k=l 
-+ agba + dgb H tt 
按 对 角 线 顺序 排列 是 
5 a,b, = bt dibr 1 0201 Tbs 4-a5b, + abi tt 
i.k-l 


Ll 
= > C ns 
全 二 二 


Xp c, abat asp. i Gabaa ttt bs 《每 项 T fh 标 之 和 是 


nti). Bc PRELATI REB e 称 为 两 个 级 数 2i 


i325, AARNA, 


n=l 
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PRAES SEGA BUR EER. Dim, mR 


( n P 
AM 


zd Mn 
ika. bk AR Aio Baie, CORRE 


3 
fn 


o 

imt 
STEDISA Xu oque 

(x a ) = Dt-10s, (4) 


- ~ ll 1 
其中 TAN "M itn kil 


1 
TUR 
Vi- I, 了 "tt, 有 


LL. lo 21 l,. 

ITT > VIV Peli 
BIVNC€N, JAN, lC el 于 是 ， 级 数 (4) 发 散 . 
这 是 因为 级 数 S CH IZ ERKAN., STHA 对 收敛 的 级 数 
却 有 下 面 的 定理 : 


定理 4， 若 级 数 D) uy AA, 其 和 分 别 是 4 与 
n=1 5-1 
B, 则 它们 的 乘积 级 数 S ai. 亿 绝 对 收敛 ,其 和 为 AB. 
i; k=l 


证 明 首先 证 明 D ab: eka CETRA Jan] 
i. k=l nai 


5 |b.] Mee. ETIR n 项 部 分 和 分 别 是 4 与 BL, He] 


{44 Hg Ba) 都 有 上 界 , 设 它们 的 上 界 分 别 是 A' 与 B'. 
- 4I œ 


设 正 项 级 数 IT lab lf ml 2m S, 即 
i. bsi 
Si- S, [a ,Bs, | 
FEES! 
= D bi, | 二 | a,,5,,! 十 … 十 fas, 5... 
其 中 iy, ko SI $ 


q—max(i day es Emi Rs kos ny Ru). 


YmEIN, 有 
Sas Cla- 1a] au) dt Hl ba] E bal), 
或 Sn sS A'B' CBE. 


PITTLIGLEENIGSMOAER:IMNLICT 
i. El 
> a,b, ek, 


其 次 证 明 D ab AB. WR au, Sb iy DO qb 的 
n=l i k-cl 


i Ñ= &-1 


^n 项 部 分 和 分 别 是 An B. tS. X hnlimA4,—4À £3 lin B, B. 
nm n +a 


根据 定理 13, Hif ib RIRA RRE ENUF. R, 
VucN,df 

S p= A,B,. 
从 而 ， lima- lim 4,8, AB. 


£. Andr zm 3| G8.) c 8k, Ett —7-3- 94 (9.2) ce AB, Bü] 
HASAT AB, HI 
limS,-- AB. 


于 是 ， 3g 159 Ar b» g;0,— AB. 口 
i k=1l 
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TA 13 AGERE 014 指 用 : fB AIME DEI Erud Hn vs etr 2) RO E. 
换 名 话说， 绝对 收 般 级 数 这 各 无 限 和 县 有 与 有 限 和 类 似 的 运算 


dk) £A S10) 


Me Xe FUMUS TUR GG BASEAR to 
| / 
E. 同 的 和 Àj -十 - 
8c, E to Hook, 4 E 6 g) 
y mA " EE 的 聊 项 ,使 交换 项 之 后 的 新 级 数 发 


m 
EIEE E (提示 ; 应 用 练习 是 91 二 第 二 题 的 结 
多 证明; [gl 1i | 


mm M - "À 
x = 9 ad Da. 
一 E n=0 
=k —-b 
4. WEB]: an S TARERE E i, 
! aci T Te 
5. JEW: FO 
-—- LEE 一 一 
TL 
Tn 
nsi 
{提示 :占用 练习 题 3. 2 第 10 题 的 结果 , 即 
lim( 14 gd L Ine]=0, 
Jb e 是 尤 拉 常 数 ) 
* * * * 


€. 证明; T3 收 襄 ,将 其 项 重 排 ， 使 新 级 数 中 每 一 项 的 序 导 与 


n=1 
————— mim 是 固定 的 自然 数 ), E ER 
数 收 伍 , 且 其 和 与 原 级 数 的 和 相等 . { 第 1 是 是 它 的 特殊 情 沉 ) 
43 + 


7. Wi 将 级 数 S CD. Ri KERRE PIEM, HERRA 


9 ^ $10. EL F ApBE S SA, MEST ER TERR IE 
1,2 
IER 


(提示 : 见 第 ONUS, VE 


H 4,714 5 biens eras 
Jp e ACEPTAR, T. 00x00), 而 


] i T 1 
gut tw. UU. 


1 
Ham gla). 


Li PEN 1 — 
He li Tam 


$9.2. A x R x 


—, Crece! 
WRR AH (r) 的 每 个 函数 都 在 数 集 4 有 定义 ， 将 它们 依 


次 用 如 号 连结 超 来 , 即 ^8 
Du, (2) =u, (2) Eus (2) d bus) d e 


就 是 数 集 ADEREM. ERROMAR Ù 
AORTO TAOL ETRE, ' 
L3 31 01 O) H n 8 51-28: 1: 5.1 
VaC A, 国 数 级 数 (1) 在 a 对 应 一 个 数值 级 数 
Sus) =u, (X) Eu) us C) bn (2) 
n=l 
THEKE JE 89. 1 35e er B OC B P P PIERA S. 若 级 数 
I1 80 a E RRR RC) 1 1. 5-01 10F 3:951 3 
是 函数 级 数 (1) 的 发 散 点 . i > 
EL BGRUDÉCCOBSUEOUSRSU AE, WARAR EODH 
EP T > 


dB, o4RBERRIL— REL WEEDS BE SECHS CO) 的 收 就 
区 间 . 
显然 , 畏 数 级 数 (1) 在 收 敏 域 的 每 个 点 都 有 和 . TE ARRA 
CO Bof a8 SC d c ci Pro E, 设 此 函数 是 S (2), 即 
lim, (2) =8 (x) (3) 


或 


S(z)— Dule} =u (a) au(x) -epul e, 
t= 


称 S Co) EARR a CO fe i R E. 
ARREDO WAAR S 与 它 的 % 项 部 分 和 的 差 ， 表 为 
RB,(z), Hil 
R, x)= 8(x) —S.(z) = un (2) T tgo (2) 二 
称 为 哨 数 级 数 (1) 的 第 项 余 和 ， 由 (3) 式 知 , 对 改 敛 域 任意 xz, 有 
limk, (r) = lim 8(2) — 8, @æ)]= 0. 


例 1， 讨 论 函数 级 数 De 的 收敛 域 。 
Mn NISUS e amr = À 
ME HUE le ELAR AHi o. E le> 


RERED 发 散 ; 7 SET BERE D ke MER 
t a-l n= 
i 
S (a) 一 l—z' Bn 
i 
l—z 


于 是 , Bik POUR | DECRE C71, D. 


一 了 十 作 十 十 :十 十。 


P 


$j?. ib S S12 T es Dc 
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ERO VrCRou 


DARRI. RRS. IERA X]. VER, ES EUR GE 
5 CUN A, 于是, 它 的 收敛 域 是 实数 集 及 . 


例 3， 讨 论 隙 数 级 数 了 I pic a 


解 ” 由 39.1 例 12 4i, r 2br, EZ, 国 数 级 数 2 收 


8i a= kn, kEZ, duy Set "FAR Hk, FA EaR 
R — (2ka1&€Z)- 
二 、 一 致 收敛 概念 


HAARAD ns GO TEM SR DC iR] £O f RRER CAE S (2), Bl 
n—1 


S(z)—- 9 ux), EL 
n=l 


Fei LR EG A AR P i—i R AREE PE-S a AHE 
Hmi it TUER Tc ESE, eT E a RE 


— rk AR D n h le) EN 在 区 间 
m-=1 


工 连续 , CARRAR S COEK y HET4ORAZ. Ain 国 数 级 数 


Do Eigi E fe. PI [ej PR E GL fy LEE FREE CERE EC [T 


Xx T f 
Ie Groy 


MaMy EDER NCO, 1] 都 连续 , 而 它 的 和 图 数 SCz) 
EEO, JARE, 


ERE MARAD ipei y 公 比 是 一 的 


1 十 Y 
几何 级 数 ，Vz> 090， ILA 
a X. 
14x bent 
Sz) 2:033 1 b = MÀ 
l+z Wf 
z--0, 小 数 级 数 每 项 都 是 0, 有 


S(0) —0. 
显然 ， 和 国 数 


sco - f Ocel, 


0, z=0, 
在 区 间 [0, 1] 不 连续 . 


一 般 来 说， 函数 级 数 >7u,(x) 的 每 一 项 EKAL bJ 
=i g 

积 , 其 和 函数 SC) Tele lBlLa, 5] 不 一 定 可 积 ， 即 或 和 函数 S(2) 在 

区 间 [a, OJER, 而 每 项 积分 之 和 也 不 一 定 千 于 和 通 数 的 积分 ， 即 


| scoazz Siu cnt. 
对 可 导 也 有 类 似 的 情况 ,那么 , ETE ZAR TERN, ERE — ni 
所 具有 的 分 析 性 质 ， 共 种 冰 数 也 具有 同样 的 分 析 性 质 ， 且 函数 级 
煞 的 每 项 积分 ( 极 眼 、， 导 数 ) 之 和 等 于 和 了 明 数 的 积分 (极限 、 导 数 ) 
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Wer XEBA —ABEREAS — — Se 6 
设 函 数 级 数 You(z) 在 区 间 了 收获 ， 和 函数 是 S), M YE 

1-1 
Ld 


S(z)— Siu.(x). 
1-1 


如 果 aC, 则 数值 级 数 之 ,zfc ?收敛 , 有 


S(a) 2u,(a) -u,(a) 4 Fu Ca) 3e, (1) 
Bl Vez 0, INEN RORIS), Va NUN 
|8(a)—8,Cx)| = | S, Ca) | e. (5) 


如果 PEL 且 pra, MBARE D Ts UD MCA, A 


S =W (QD) ws (D) beu Hee, (5) 
即 对 上 述 同样 的 。>0, INEN (到 最 小 者 )， Vac We 有 
1868) —8, (0) | = [RB | <e. (7) 


Eki, AERA 与 (6) 是 不 相同 的 ， 因 此 它们 收 丝 的 
XE BECOR [e], YE e 相等 的 情况 下 , 使 不 等 式 (5) 与 (7) 成 立 的 自然 数 
也 是 不 相等 的 ， 使 丰 移 式 (5) 成 立 的 NN. ERREARI 
的 不 一 六。 由 此 可 见 , 对 任意 给 定 的 60, 对 区 间 工 不 同 的 点 2 
各 自 存在 相应 的 自然 教 六:( 取 最 小 者 ), YaNa 有 
(Scr) —8,(2) | = | BC) | o. (8) 
区 间 了 工 有 无限 多 个 点 r, 因而 对 应 着 无 限 多 个 自然 数 NL CV NL, 
有 |BRs(z)i<e)， 这 无 限 多 个 自然 数 V 中 是 否 存在 最 大 的 呢 ? 换 
DEEATESESS RE T1012 134 252127 2 5 1 PE E31 
eco o S 
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y- 


句 话说， 对 区 闻 工 所 有 的 点 2 EREE~ A 08H" BAN 
(n2 N, VaC F,H| RC) | eer SE b, CEU ARR Be TRI 
IdESiBHBS BACON, TE ATEN- SOCEC US: 


定义 设 函 数 级 数 之 ,un(z) 在 区 间 TRATAR so. 


Ve>0,3NEN, Ye NOR), VE, 有 
I8 —8,G) 8 |R (x) | «e, (9) 


BUR ER dic SR us (x) EKAI — RC Ric — EIC SEC RI EE DC 
n=l 


S). 
不 等 式 (9) 可 改写 成 
S (x) — «S, (n) S(xr)-- e. 
车 和 函数 SO 在 区 间 了 的 图 象 是 一 条 连续 曲线 ， 则 函数 经 数 


DaD ORI — lic cT Jal S S(z) 的 几何 意义 是 ,不 论 给 
n=1 


定 的 以 曲线 S(z)} 十 e 与 S(x) 一 e 
HURREE, AF 
EAREN (通用 的 ND, Vu 
N, E~TAS 的 图 
象 都 位 于 这 个 带 形 区 域 之 内 〈 如 
9. 1). 

车 基数 级 数 在 某 个 区 间 不 存 
在 通用 N, EREEdE— SEEN. XE 图 3.1 
TE El 8E 5; 3E— SCC SEPA En P: 


£44. üEBI ARRA D, DECO, 1—60] CC h 080 
n=0 


TN =. 49 。 
- RI 49 


AN 


[:] 


HAAA eR 


m= 
p Sc T Gn | Veo, INEN Vno Y, val, fi: 80278. ase 
dF- ata TS | de 0, V NEN, —— 3e. E 18) — Sn C | eo 


SRRZ) EC 1, D JE— SORGE, 
证 明 V«ELO,D, A 1860 —8,G021— | B, 2) | 


一 n nrl | 一 z” | (c z7 
| z*4- a^i +e] Taj 二 下 全 


1) VzC[0,1—6], Vez 0, BERE 
1862) — 8.) 一 R) | = =Â)" 
l-r È 


dur. ARER D <e, au e LIS og 


加 lned : 
kis | T. 


Ve0, JN «| 1259... | EN, va N, Vz€0,1—8], A 
In(1—6) Í 
S(r) — 8, (2) , «6, 


BIER COR E ST efe L0, 1 —87— Slc dt 


2) 34 —1, V" NEN, 3a 7 N, 3a-i-le(c- 10,4 
9 


lS) ~S m (E) l= Rs, (089). 一 Ge» = (1 -5 ) 


1 
Ro 
=l, 
1M" 1 . 1 X" 
(sionis (12) =a? BIDASEN, fë n, (15) P ) Hp 


BUCO S Ta fe C 1, 1) HE Sc 


=. —HEUESERISUSE 
TERI ER CB oe e PE Mf A TEE SU ER CAR 8 — 5c Ee STE 
A Ref BRUSH RERO En A TR P, PET FH — CC SCR] R 


Ri DRK- RKA EN, AM ERAGE ARR 9 wl 在 区 


Té] I Wire, RIDERA CATAR SR gU 这 了 时 委 判 中 此 函数 级 数 
在 区 间 了 的 一 至 网 化 性 就 需要 根据 函数 级 数 自 向 的 结构 ， 找 到 判 
5l — Sic Sk CERO FU SIRE. 


定理 1。 (HERRAR 函数 级 数 了 17%,(2) 在 区 间 / 


— 3t ilr di «— 670, INEN, Yn>N,YpEN, YzE1T, 有 
[tnai CE} Uara lr) Fe nn) | e 


EE GERE (>) 已 知 芍 数 级 数 了 w(x) 在 区 间 了 一 致 收 


化, 设 其 和 国 数 是 SC), HI 
Memo INEN, Ya> N, YEL A 
PACEM (x) | «e. 
也 有 I8) ~S niple) | «e. 
于 是 ， Mans (D insala) +t) 
= [Sa plt) Bala) = [Snel 8(2) TH) — 8,2] 
s S62) —8,. 52) | - [809 Sr) | ed e—26. 
充分 性 〈<-) Bn Ye 0, INEN, Vu N, VEN, Vae T, 有 
| Enri CT) Hunia lE) tp l= 84g (2) — SQ) | ze. 


Am, BERRY) CO EIC Z Uic, 设 其 和 函数 是 S). IR 
*-1 


*5]« 


为 ?是 任意 自然 数 , 所 以 当 po 时 , 上 述 不 等 式 , 有 
ORAKOLI 


RIA CD v, Co EGERIT — Sic n 

X382. (M 判别 法 ) 有 函数 级 数 XM 是 区 间 . 

E VEN, Ver Iw) «cas, BA NOS, dt, REG 
HUC ws CO EREIR 2 — SpA 


证 明 Dk a. 收 伊 ， 根 据 柯 西 收效 准则 (89. 1. 定理 
n=l 


MU 
Neo INEN, YaN, YPEN, 有 有 
ssi gea tr de OS Lp E. 
KEARI, Vier 


rtu gne a ates me m umi nu Pur sr ir aaa nat 


musa dtu 十 Edu SM 
ri Fante t el (ni p. E, 


"ETUTASMTOIIAPES 5 Nis 
n=] 


weg 


—1, 记 的 一 致 收 


ms enra A(T- 


gr. 
ER ”应 用 定理 1，YxE[ 一 1, 1) Br «LL, Vec»—0, BERF 
. 52 * 


qai! | gn 
n+l n42 


(EL gt? ) | “+ Trtp qs Jl 
n+2 mi3 oat? fpLpPLl 
Sign! dtp rl ] [apr [x [5*2 
d lari 44-941] ^ ati ztgp+l 
1 1 


2 
< - 
HT TI EE 


成 立 ， 从 不 等 式 -<e, 解 得 n2 mu [2-4] 于 是 ， 


[S o(22 —8,(2) 1 -= (23 


Ye>0, IN= [2— 1leN, Va N, YPEN, YzE[ 一 1,1], 有 


(8. 8.) ee, 


intr E (757 EEA- 1, 1] 8A 
AMET: 


D X MERI, aJa REN -Eks 


2) Diper" P — eiet, 


证 明 D Vat[ —a, a], Mle] a, 有 


g” -idzlt-- a 
"T nl al 


por - Et, A 据 定理 2， I $2: E Ki 


[一 4, 4] 一 致 收敛 ， 
2) YE Ë 
. 53 » 


已 知 级 数 > pka RAEE 2， 函 数 级 数 > 一 全- 在 民 一 
n=l 82347! 


Sil ek. 

$ EEM 判别 法 ) 是 判别 国 数 级 数 一 致 收效 的 很 简便 的 
判别 车 。 但 是 这 个 方法 有 很 大 的 局 限 性 ， 几 能 用 型 判别 法 判别 函 
数 级 数 是 一 致 站 敏 , 此 函数 级 数 必 然 是 绝对 收 伊 ; Tu e ER c D 
—-8t Hc dc, rt AE HE HE e D RD Ae (c D, 那么 就 不 能 使 用 下 判 则 法 . 
FFRIK DO ER ER c ALLG Scc Ok A T RAEE AI 
sili 5; Pat REAA. 

BE IIHRIBULT EA: 

EN IRRA {u,(z)】 dg E us Cn) RAE CE 4 有 
EX, 

1) 若 YzE4, 数 到 {un(z)} 单 调 增 加 (单调 减少 )， 则 称 函 数列 
QuG)) 在 A 单调 增加 (单调 减少 )， 单 调 增 加 或 单调 减 少 ， 统 称 
为 单调 . 

2) 车 了 于 >0VYnEIMYzE4， 有 jz 和 型 ， 则 称 pd] 
(GG) TE A RAR, 

3) 车 Ve 0, INEN, Vno- N, VzC A, H |n (x) | e, WERE 
数列 (2) f£ A RAF 0, 

FASES Rt A Vc cf CR Y 30 A 9T 2s n eT DL Zl d 

， 完 侈 类似 地 有 判别 国 数 级 数 一 致 收敛 性 的 狄 利克 某 判别 站 和 
阿 只 条 判 列 法 
定理 3. KARAI FARSH) ÆRA AR 


1 i 


- ELI 
(D EDU -imatas (0— nz IOQBRLA2atsDInt'et, MAR c 


. 54€ 


ib — Bl BET. 0, 且 阅 数 级 数 Doa GO BR DER ERRCAL CB (2)} 
peer] ———— - 


在 区 闻 了 一 矣 有 界 ， 则 函数 级 数 S16,(x)ba(z) dE IX LE — 


Wet, 
证 明 DARRA (a, (00) — ERE T 0, HR 
Vez0,4 NEN, Vu N, Vx€I "lp |a. (2) | «e. E 


E 4zE [7:272 BUR COT SECEGEST EET BUR COME CAEN 了 
tel 


-iA 5. 即 
IM 0, YEN, VaEI, T5 | B.C LM, 
z 
从 而 ， 有 


[Bari (2) T5, 40 十 TB5.p(z) | 一 ETC —B.Cr) | 
S [B,-»(2) | | B, Co) | SEM. 


根据 阿 DL 6 18 (89. 1 8|380, VrET 有 
[anri CE) Ba CE) FT Arra lt Jön E) tt on p(t) ba p(T) | 
«23 MO: 

FE, Ve0,3NCN, Va N, VpEN, VaCIE, 有 
PRONOEI OLE OE ETAR ARES] 
<2M e, 


MARR D a Co). CO TEC IR] L — Sic ox g 
EHL (ARARAS EAEan EER A 
致 有 界 ， 且 函数 级 数 5.) EKR Hg, Vu ERE SR X 


s 55 


e Rs 


Sra Gb GOTEGCRE T — Slicót, 


证 明 PARRARI) 在 区 间 工 单调 碱 少 ， 已 知 它 在 
ERJ- RAF, 4n 
IM I0,VacN,VzC€Z,oW l anlo SM. 
有 Malr) (r) >e 2a (a) >e M. 
Bd, VrcI,Q4 
a.) M zoa(x) +M ie ar) c M Z2 ee LAU. 


又 已 知 函 数 级 数 之 ,bu(z) 在 区 间 I-ai D 


Ve7-0, INEN, Vn N, Vp IN, Va€ T, 有 
LICENCE CEA 
gir HER CS9. 1 5 [88), A 
(Edner) M Jonii Ce) E Lasia(22 FM oaa C 
Ea. 5G t M Ib, s | S ann TF M Je 2M e, 


Bj ER AR 3c 9 Can C) + M ba GO YE DE [8] e 8 


C. Amid DUC Mb. GO 在 区 间 7 — gel Sk CV, 221 EE 9.2 
R=1 


(一 ) 第 4 题 ); 两 个 函数 级 数 在 区 间 7 都 一 致 收敛 ， 它 们 的 * 差 "在 
区 间 了 也 一 数 收 敏 ( 见 练 习题 9.2( 一 ) 第 5 题 )、 央 此 ， 函 数 级 数 


E: 


EANGDNOR Djia GOb G) M bí) — Mb, ] 
n=} 


"-i 


一 5 EAE) -HM b.) m > Mb,(x) 


"m1 n=l 


在 区 间 了 工 一 致 收 化， 品 


. 556 9 


Bit. Wd; HM DEERAS, 22—ó1(0 8 
nei 
2) — Bc, 
证 明 vzxE[6,2x 一 6], V&CIN , f (M, $9. 1, f 12) 


eos 二 一 cos n4 )e 


Dsiniz = 


k=l 


: 1 
2 一 
sin-y4 


即 函数 级 数 了 sin nz 的 部 分 和 函数 列 在 [6,24 一 6] 一 至 有 界 ， 而 
数列 | 二 ?单调 减少 趋 近 于 0( 当 然 在 [5, 27 6] 也 是 一 至 收 化 于 


O .根据 炙 利 克 莱 判 别 法 , 孙 数 级 数 D TRTA, 2r 一 人 一 
suot, 

例 8， 证 明 ， 首 函数 级 数 Da (a 是 常数) 在 > 一 7(>9) 收 
Sk, 则 它 在 区 间 [0, n2 clc 

证 明 HERRED aan 改写 为 


m 

x n 

> Tat — > (3) 。 
n-0 


"-ü 


已 知 级 数 > aseo Sk, Mm EER IRIEO, n] 555 At, EL RUE 
LES 


. 57 -+ 


RIS) Facto, v 1E BOR ob, x — SURE Rede M 71, VEN, 
Vac[0,v1, 35 
(y<. 


RR RIAS, E iR Saal NICO, ?J 一致 ux ex. 
名 三 位 


四 、 函 数列 的 一 致 收 敏 
如 间 数 秆 级 数 与 数列 之 问 的 关系 一 样 ， 酒 数 维 数 与 函数 列 疮 


是 形式 不 同 ， 没 有 本 质 的 区 别 ， 因 为 任意 请 数 级 数 uo) i 
应 着 它 的 部 分 和 国 数列 (9.00), EZ ERRAR A a A 
HARS AAR CR I FG — fari) (00 80, PES CS 


Nb RE CP REEL An ERU] {f,(z)}， 因 此 ,关于 函数 级 数 的 
一 至 收 全 散 念 可 相应 地 转移 到 函数 烈 上 米 . 
设 函 数列 {f(x)} 的 经 个 拷 数 人 (2) 在 区 间 了 有 定义 , 车 YzE7， 
C9 Uf (o) c OR, VERLO RUE f G0, 即 YzE1， 有 
limf, (2) — f(2), 


则 称 孙 数列 lD) 在 区 间 KRFS, HETE) EARN 
{fa G2) BOHBPR d 

定义 ” 设 函 数列 {fa(x)} EER T EGET ERI ERE PO. x 
Vez 0, INEN, Vu N, YG, 有 

ISORLSCHLCP 

则 称 函 数列 (PG) 在 区 间 了 一 歼 收 证 或 一 致 收 效 于 极限 函数 
fG». 

YEI, f(x) —0, iE po c | Cf Ca? TEX RI — eF 0. 


^ 5g >» 


BR S1 — Sic 8k 1a 3E— Stc S ARE EE n P: 


函数 列 {f,(z)} 在 区 同 E 


"HEB Yei INEN, Yn >N, Ytl, A ifi —firixe 
dE Eeka T 3570, N€N , Jm N Ir El H if 
ERAR O , TL ZEL 有 ifa — fn 25e 


De — 一 9 


$89. ipBjsp 94): 1) 在 区 间 [0,0](0-2ó0— 1) — ie 
86;2) 在 区 间 [0, D 3E—S Uc 8t, 
WEB]  Y2€[0, 0,78 


limz"—0, 


Ten 


BI ER SEE (x ELO, DARRA f(x) m0. 
I) VzC[ 0,0], Ve 0, 要 使 不 等 式 
| fato) — f) l= |:*—01— [atasane 


成 立 ,从 不等式 <<e 解 得 a maajas, TUE, 


V e 0, aw- [m ew. Vac N,.[z"—O0|xe, 


Hi ga f A (2") 在 [0, 81— x c S, 


EN 
2) de i5, VNEN,Ja N, 3s— Bd €[0, D, 有 


BE Ee Bic i| (57) EL 0, 1) 4E— Sce Sk, 

TEAR EROR A vg — Sect NI, TEETE Ies fic 9 
By Pi — Seg ef hl: 

定理 1' (AE-S ARAGO TE IC] 4 — 3x 
ie gre Yet, INEN, Va N, VpEIN, VxEI,T 


. 5] + 


1f s) - fi] «o. 

ER cS — 3 tr ce s sU e en ER 9 — n DURS 
法 是 平行 的 ， 由 于 二 者 形式 上 的 区 别 ， 它 们 各 有 比较 简便 的 一 至 
Ve Sx SUITE, 

一 般 来 说 , 函数 列 {f,(z)} 在 区 间 了 收敛 ， 它 的 极限 函数 较 易 
求 得 ， 因 此 判别 函数 列 {f。(z} 在 区 间 了 的 一 致 收敛 性 经 常 使 用 
如 下 的 判别 法 : 

XS. BAJ U.CO) 在 区 间 了 一 致 收效 于 极限 函 束 
Fo > | o 
v Jim sup] f(2) — falz) |} =0. 

证 明 ”必要 性 (过 >) 已 知 函数 列 {fn(z)} ERI — R AF 
极限 函数 f(e), Bp 

Ye>0, INEN, Yn> N, YzEI, 有 

HG) — f.) | «e, 
从 而 ， sup! f(s) —jf.G)) xe, 


即 lim {sup| f(r) —f,G21) 2-0. 
充分 性 (二) 已 知 lim{sup| fC) —f.()1) —0, Bn 
Nez0, ANEN, Va NL 
sup| fé) =f) | «e. 


e Are rune nera riter mmn rere te 


BIER TEC (f. (2) EE ECIBI Z — Ex CC RR ERE ftx)。 口 
$410. 判别 下 列 将 数列 在 区 闻 [0, 13585— Sc Sis 


nx " 
1) ee 2) [nz(i1—27) Im 


解 1) YzEL0,1], 有 


^ 60 * 


WN 
QR HnTYTII Tx 7 


MERE f(z) a. 
EOR (0) 1 =, sup rre] 
= 
BA lim{ sup [fi(fi —0, MARA 25] 在 


[.0, i ]— 9x lc v. 
2) VaC[0, 1], "ELS 
limnz(1— 2)^—0, 
RRAS (0) m0, 设 国 数 plr) — | fala) — f(x] —2(1—2)". 
ER SC e CE HC IRILO, 1 连续 , 必 取 最 大 值 . 
9'(x) -13(1—2)' '1— (0-222. 


A p'e) 二 0, 解 得 稳定 点 1 


xL 


1 
TY 

$(0) — 9(1) 0, va) (a) 
TE, = uto LEAR p(x) 的 极 大 点 ， 基 大 值 EKD 是 


1 LER! 
Gu ;) ， 有 


lim{ sup, [fa (a) —f(z)) —limí sup (m) 
Row zt(0,11 


nəm xc 


. 1 
Slim 1-zi3) 
Bp ER CRM (8x (1— 2)*) 4ELO, 111E— 3 c S. 


* 6f >+» 


i& 2J 题 9.2(—) 
RMEUDIDLPLLTSOPHALUMEUELIMEE T2 


{1) Sana, D 在 [8,1]; UE ES GE 0-0 D. 
"md 


æ 


e Ig eel; EO +o). 


irc RBr(x-cRI 
ES! 


An. 1 o 1l I 
(stis: (r R)(r-cla—l) xn ar) 


E -p 
O tema Et) 


20 F9 TAA Me RS E EKR aoa e dE — S DE: 


EH 


a) Dp p RE, (2) Dt 
n=1 
(3) 3E Cea ER E. (4) > 


{5) Desg pO o». 


NET METTPLIAMIONEGANEEITCEESDIEIE 
n= 
VROEERE kA, BZAR AARE 


n=l 


Spr d—aja", a€[0, 1]. 


d-1 


MUCETTTITRSNOTIGODEECUTMEETETOLGCLS 


T=] 


ER. MARRE S e) f. GO (E La, b, 也 一 致 收 策 ， 


LL! 


+* 62 > 


S. ikm: IPEA GER ME 1G 8 v 16s GO EE CIR T M SUC, RILER 


n= =l 


Dri» lafy GO --59, Ge) EKA £ 4 Sel e. Jer a Is b NE. 


n=1 


G ERFARA D] fw Dao AKA a H A 


"-1 "-i 


数列 [fa 0 83 (o, Gr) VET PIE — SCR, WERE TC Po GO gu G2 在 


"-1 


EAEPEEE MEA 


7. WS ABRADIO VER guit, IE VER delit 
n=l 


A. AARE D qre VER MEA BEERE- RKA EN 
n-1 
明了 什么 ? 


EIU Faa D eano LAURA MARRA 


n=] n-1 


> (0, cosaz-- 5b, sinte} 


和 一 让 
TER — stick. 
NE TUETT TT SD a) EERI BKA, MERA NONO 
e n=1 
fel] I 一致 收 敏 于 0。 反之 是 否 成 立 ? EGER ECRIRE (0, 1 
PES 
的 情况 . 
10. VES: JE HA f Gn) f Ca, 02 A iH HIE P G2, E 
i 
hodat) h 
BILE ERI Cf (0) ETa, BIC P) — ROBOT HR C2, 
11. 证明 ; EARI OMHEEN FG 1, 2, , 0 5 — Eo, R 
* 63 F1 


"n 
Nf (2)} 在 [| r, & — mo, 
t=1 


12. 证 名 :者 YE 94, 于 0, YEr D, 有 
~ | 了 | se 


H Diatz MARIS (O EEA I A, 


n=1 


AXI 判别 下 列国 数列 在 指定 区 阅 的 一 致 收 般 或 非 - dB: 


H . "m . 
(D f. G) m Less eEO, Ho), (2) f, G) EUER TIS 
G) f.G)- 3 RE (4) f, (2) — sin, ERE, 
O f(D = 57, Q 41-85 © 在 [1 一 5 1 十 的; 
D 在 [1 十 6 十 oo 其 中 0<6<<1. 
14， 措 给 让 列国 数列 Ja) fli dt, ERRERA. DEBER CAN 
(fa Go ERIE - 3k at; 


—]1, ael, 
n 
4n do. 
f.) 4a, QUT 
1 Ler 
+ p on 


15. EM: FERR fo (2 在 [0, aitt, Ya€N, Afa) =| fai CO, 
Oscasca, MAF Sa OTELO, a ATO GRADA 0, Yer, a), 
BIRIM ALS Us co Ma, XU MG LME, e) 

2 " n . 


16. 证 明 : RARE SI (1 eos 2 MEI RC e, alia > 0) — Sli ét, dE 


n=] 


R3E- -Selicat. 
17， 证 明 : foe SlL(eeL) ferito ERER, M 
kcu . 


6j =» 


数列 {j G0 Me AE E Ee Bl La, 55:388 a, 
is. EN; FARA falo: EERI- RAFIO, metak 
f.G) EKR Z E, WARAK GO EEA 一致 有 界 


19. EM: E VaEN, dE pa) 在 [e 可 单调 ， 且 级 数 1e (0 与 


A-1 


Die OMi, WAHAR m» To. Co) fea, 5] g, 


u—1 n-1 
20. 证 明 : FERRARA Fa) fE[a.5]—3&lE SE fO, YEN, 


zQC[a, 5], H. £a rt (n— 05, Lil 


limf, (,) f (2). 


21. WE & fi) — f) YEN, fuu) =S (21, BL 
XO. ER -BKAT O (提示 : 见 练习 题 1.3 第 10 BD, 
X, PARAE 


定理 6。 若 函数 级 数 之 ,av(z) 在 区 间 I — $c Wc ek TRI BS 


S(x), H. Va€N, e(o EKA 7 连续 ， 则 和 阔 数 S fep H 2 4i 
证 法 DUE] dn SQ Yett XE, 8n Veo, 
Jå dj, VzC IF: [e r| c, EIS €) SC) | 5. 
flit [8 (2) — S Cro) | 要 惜 助 与 和 函数 S(z) 有 密切 联系 的 部 分 
Tus S. (x). 


证 明 Val. BARRARE Du (DEEA T Roll 
uif S (2), BI Vez-0, 3NCN, Vaz- N, Vac I, 有 
KONKOJ 
取 定 自 然 数 m>N, Vac I, > 


» 65> 


[S(z) -— 8.) | < 
从 市 ， [S Cx) — S o) «x 


已 次 部 分 和 销 数 8 在 区 间 工 连续 ， 从 而 在 ss dS, 即 
HEERE 22-0, 37-0, YE | n 29 | 0, 有 


| S.) m P | x 


TA SQ) S6] 1800-84) S, 0) — 8. o) 
TS.) — SG; 
Se) —8,()|- i84 — Ss Go | 
t dS85) — 8| 
E 


«3 一 TTC e, 


BILE ER 3t S (3D E. xo i 连续 , 从 而 和 国 数 S (OTE Z EEX, E 
Vg J, 定理 6 可 写成 
lin 16) = Mims (2) = = Ñ uy) 


ITO psl 


= Du) ux XT (x). 


wel x 


定理 6 TRI, Te cf Me S — OC S AR PES, 极限 运算 与 汇 限 和 运 
算 可 以 交换 次 序 . 


定理 7 ERBAK De Ea, b] rke èt TAR 
S(x) H Va&€N, u,(G)tTELa, 0 连续 ， 则 和 国 数 Seja, bJa 
f,H 
{Sea 33 oca. 


ESL 


" 665 * 


证 法 由 于 


ELM LI 
5i u,(z)dz — lim | uCr)dz 
nl Haylip.d 

MEET 


bi 1 b 
=limn{ o ln) dr-iim| S,G)ér. 


nx. s kst i 
只 须 证 明 , Vez2, INEN, Vn 有 


ND pe 
|| S(xjdr—i Slr) dr 


«[ lS (2) —8, (2H dre. 


E (^18) —8, (2) | de 要 用 到 函数 级 数 了 Twn(z) 在 Fa，5] 一 到 


eec p RR SC). 
证 明 ”根据 定理 6， 和 国 数 (zx) 在 Ca, 连续， 从 而 和 隔 数 
S (2) fg[ a, o] TER, 


CARR FC us Co) fea, b] SEC DICT THER C S (2), Bn 
*-1 


Ye>0, INEN, Vn N, VaC[a, b, 有 


£g 
| Cc) —S8,() i < 


于 是 ， | scom- sse)ar|= [TSGs 


£ 


pes ee 


<f 18(z) 一 8。(z) |ie 


Bil 
[se dr- limf 8, Cds— HI (2)dz. B 


定理 7 可 改写 成 和 
L] 67 - 


IZOLE 5 code. 


” G|. a=] t=1" 


定理 7 指出 , EAR C SH RET, 定 积分 运算 与 无 限 和 
运算 可 以 交换 次 序 . 


定理 8， 若 函数 级 数 u (DTE 了 渍 足下 列 条 件 : 
1) McACT-RIGR C SC), BI yzE A S2) — Pu); 
2) YaEN, (O A EA PREG 
3) FABRE MES C) BM A 
MRAN SCz) 在 区 间 了 有 连续 导 函 数 ， 且 
S'(r)— $0. 
简称 逐 项 微分 ， 
HOW Y) PG) RAEN p(z) — (2). 
应 用 逐 项 积分 (定理 7 NEM. 
证 明 已 知 函数 级 数 信 w(x) 在 区 间 7 满足 定理 6 的 条 件 ， 
于 是 它 有 和 函数 p(z), H V1, 
p(z) = Put) 
在 区 间 了 连续， 任意 取 定 ac VoCI, 根据 定理 7, 有 


x on zr mm Lr 
l pf) dat = Sf ustt) di — SO). 
-a Rz17 n=1 ia 
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=$ u(r) u (21-9 $u(x)— S ia(a) 
n=l a=l n=1 
~S(r}— S (a). 
Xp ExRAEICBUWBumxpcroktrYw, GH 
p») = (2), 
BI fae 3c SCo dE pCInE ZR XESE Se RAE, HL 
S'(a3)- 5 eke) 0 
定理 8 可 改写 成 
dl d 
一 alz) = S3 us (2). 
a2. a dy 


4-1 


E PB 8 指出 ， f GO — BAI He 下 , 米 导 运算 与 无 限 和 运 


算 可 以 交换 次 序 . 
例 11， 讨 论 ( 和 ) 国 数 


£)- o 
的 定义 域 , 以 及 它 在 定义 域 的 连续 性 与 可 微 性 
E ”函数 级 数 六 二 是 广义 调和 级 数 , 世 知 z>>1 收 伍 ; Vect, 
nsi 


AE, MEAR EC) BE X SURE [BECI, +). 
VgE(1, +œ), 070, dH id ósig«rcoo. 已 知 Vie[14ó, 
40095, 有 
1 1 


arre 


而 级 区 TL cllc p M. 判别 法 ， MERES EC 1-40, 十 co) 


" 69 + 


adtak, YEN, HRACH A, toe RRM S, di 


& CCz) EL 1-70, 十 cc) 连续 , 从 而 , A EG FE y ES P129 y o 
J, a coMEXER "RÀ. MAAR CO) EREE, T o0) XE, 


对 函数 级 数 -的 每 项 求 导 数 , 得 新 级 数 


xo F ) bn 
a r = 一 —À FC 
M, -=i mH 
m-i n-i 


Yl 


r 
ina / 1 . ing 
而 -TY im ,= 
natt /on'ltu mac NW 


已 知 级 kl SHAB S 9. 1888 6 Bo ROO A 一 


toc m A HBI, HRS (s) 在 [1 上 6， 十 cc) SEE 


Bk, PREM S, HUC 5x) 在 [1+6, Eoo) AERA Bari 

数 cGOdE y EE SÉ SRER A. D 9 ECL, o0) FEE 一 点 ， 所 了 以 
ER. CC at LER CL, Loo EXEC SER GC, B 

, = SER cina 

: č o = 3) =- 7 LE 


ERA BD UE, ER 2C EOAR, d co EAEE 
因数. 


注 函数 级 效 台 二 在 区 闻 (1, 二 eco) 并 非 一 致 收敛 , 可 是 我 们 


. 70 * 


HB PEIPER S EGOERA, eoe REA WERA 
E KANES, PiGLUESPER GR TETADXCIEPRE— ERIESRHUWI, A 


ARES- ERKKO, roo)dE— iks, db, YEL, +00), 
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340, M yC[L4-4, too) WED, ELCHE ROS Lf pm 

&-1 ` 
[14ó, +o) $E Pt. PA COE y Me. Poe y 是 区 闻 
(1, + co) 和 任意 一 点 , PRELRUER EE CC ERAO, + oE, 


8)12. 讨论 BU S()— » r"cosazC|r| « D Tet HCO, 2] 


nep 


的 积分 . 


解 VaC[0,2z], A [r"coszr[ |]. E BC Ir1^ ron, 
n-ü0 


IET TE iir: ERMC, 2a] SER t 

VEN, Mi rocoses 在 区 闻 [0,2x] 连 绪 ， 根 据 定理 7, 有 
NINE 

已 知 


ix [EJ 
f da—2n, n eosmzdzr—0  (n—1,2,--), 


É SG) ds 一 FÉ . 2 r'cosntgdr = 2m. 


ER A P f SR PREA 3205 zer E BRL (CUP. 函数 级 数 的 定理 86、 定 
RRT 和 定理 8. dud bbikn F, iE E Mu, 
= 71. 


定理 6 ， 若 请 数 列 { 访 (2 人 在 区 间 了 一 致 收 化 于 极限 函数 
f(G),H. YEN, f,OGMEpE ng P Etg, WUBMRHE EE Cr) TER fil 7 
Yed, uz BB B! ufum 
lim limfala l= lim limf,C) ]. 


338 7. Sp ER $i.) Ea, 5]— gkir DR T R UR ERE 
FG), E Va€N, f.) de[ a, b EZ, WE URER EL Fx) a, bJa 
fH, HL 

fo) di in| fica 


ES { [limfa co |de= nm rione 
简称 积分 号 下 取 极 限 . 


定理 8， 六 函 数列 {f(z)} 在 区 间 /满足 下 刚 条 件 : 
D cic PRCRERIE f), M YE, # limf,(2)= f); 
2) VIEN, f, (2) dH HE SEE ts 
3) SFR RO RROA (f, (20) — oe t, 
则 极限 函数 (x) 在 区 间 7 EHE PESE ER GS E. 
f' G) = limfs Gi) 


简称 微分 导 下 取 极 限 . 


Hk O2) E 9.2(—)Ó 


L 证明; 函数 fw) 一 S] Le ”在 [o, 十 co) 连续 ， 
2-1 


=. £2 *" 


2. 证 组 : ERE ga D Tec n EREIN CO, TF 00) Et. 


n=1 


n 


3. EAR JGD > T esuma’, 3klimf ie). 
a- u ELEM 


ua 


4 WE (2) SOS, | etes. 


n=l 


5. WEBB: 函数 列 f. Co) = IEO 1] 非 -… 致 收 敦 , 却 有 


lim | d. (x) dz 一 | limfa God. 
这 说 明了 了 什么 ? 
6. fu GO qon eaa. E 函数 列 { 天 (2)) 在 [0,1] 恬 一致 收 
化, 却 有 
f imf, (=li Bf. |. 


这 说 明了 什么 ? 


7 RAD - S uus RFO, 
: nci 
8， 证 明 : 函数 f(z) 一 S TT ERU EAT A, R J^ G0. 
Ti 


EITRTTLIMORISILIIITISIONM RIS) 
Bic fa GO fe R 一 致 连续 , MAR f(z) 在 R d Fiet 


10， 证 明 : HARROD lu. (m) 在 开 区 闻 (n, 5) -aa TEER 


nri 
SD, H. V&€N, B Ec us GO TED CIS [a, bE, MAER CS Ce) PE PEL EC IRI 
连续 . 


* * * * 


11. 证 明 : FARRA S Du, Gn) fE Da, 01— SEC OCT-RHR C SQ), E 


n=l 
Vn€N, Ei Mr u, Ge) E [a, b] FAR, MAEA Gc S Go) Te co, blh aR, 
- 73. 


i2 j£8g. FARA Cf. Ea, h. BRE ER B BS RUE. MAF 
[fioi igLa. b! oye Rt, 
13. 证 对; SARJA R ARANEA, BARAK AO Gn HIER 
— Slc Sx "T TREE PR RE qo Gr), RU 
gu) meet, 
Abc REGE 
14. gii 


i, zQ 
(12 lim Hmieoszm pe , , 
mimm COMED A ERA. 
xa D 
(2) lim ^ sin?misceos?ha i o ， =Q, 
moe T4 Hl, RR 


u=} 


注 O) GEB XXE Di2) 的 解析 式 . 


$9.3. € 级 数 
在 阔 数 级 数 中 有 --- 类 结构 简单 、 应 用 广泛 的 特殊 的 测 数 级 数 
Slay a)" m eb Qi 2) tog —a) 
a-ü 
Tay, 
PARR, 其 中 {os Gis "tty Gay nb ke zu, 称 为 办 级 数 的 系数 ， 
AURA gan, Lo] REA D LOU RR RUE E RH 
S aui — av aur d auri bb aur dens (1) 
ATERBE, T mE HNR SCOD, 
$558 3 C1) 89 8 — boe dE A RE cR GRE ERGO ERI 
名 称 的 来 源 ， 可 以 形象 地 把 短 级 数 (1) 着 作 是 按 自 变数 x 天 之 排 
AH TAKSIR, HARRERA, CEIS N 
ELS WERL BARAR HAARE, [oda 
可 月 它 的 部 分 和 一 一 n tk E USER TEE UU ER GUCRIER RC, KEE 
= 7c 


"iR $8 4E 38 45858 fà HE, 
AC BPEGREABUCBO RIEN: — 4A AA A Be fa 2 Er TE 
E; ERSA TRACT MR HIREA 2X. 
—, d f EU SIE 
BLA, TERCRE ERR 
Saunas aa apt b aua bee (1) 


ORKA. FERRO MAA FEE: 

定理 !，( 阿 贝尔 第 一 定理 ) | 

1) BERRO YE 2550 Medi, 则 震级 数 (1) 在 Vat L| [nol 
都 绝对 收敛 . 

2) ERR OT r Ri MERRE Ys: Eo] o is LS 
RK. 


证 明 D BARED kA hia MRR, E 


lima, = 0, MR, Kaap AR Bn 3M 0, Vn—0, 1,2, +; 有 
ENT 
la,zg| «M. 


Vz: || «| 2o], "s id 


1 aw] = 


<| 2 三 | ， 


—Á— TE REK 


GUr Vrije cle l £L 
2) ARREA 假设 Iii >in FRAO ES, H 
1), 952 C (C0 € neti ES UL mR TE. MERRIE 
Yri >lenn EUER EE, U 
* Z5 5 


4E ER 1 dgIB, 等 级 数 1) 的 站 敏 点 与 发 艇 点 在 数 轴 上 不 能 混杂 
ZIRA, App S. 2. 


RECM TER m R 
MENSES 9 [Tal j! * 
SL HEX 
图 5.2 


WETERE, ARRE (O ETIE O 的 收 敏 点 驻 有 发 散 点 , 那 
各 数 町 了 必 有 存在 美 于 原点 0 对 称 的 两 个 点 -7 与 er>), EN 
是 宕 级 数 (1 的 收 氏 点 集 和 发 散 点 集 的 分 蛤 点， 显然 ,这 个 正 数字 
S ARE 8R NC IOME OR S Re 1989, 即 

r—supir|z EER gr DRK ST ER. 

REEN, HRACE Yria] ar farsi TE Yare >r 
发 散 ， 这 个 7 EAR C S3. 

Eko Var: r| < 之 7 Hp EARE, Ipi a| nr. D 
RCDE ng WREE, Vrijer RRO Bg ues 
Yri >r, AA, AROE q ARCU KAE r 的 定 
AFD. Aik, Vaile|lr PRECOR 

我 们 作 如 下 的 规定 ; XSESBGECODDUEEUR 00k, 则 它 的 收 
POETE 10; FERRO HER ker, 则 它 的 政 化 半径 7 二 cc. 于 
Jk, ERRA EAE — M Aa EE rO t oo). 

BRRR DEA E v(O oz, YrxE( 一 7, 7) 
X GPS Med. EIEE r, 7 Ra E 7r 5S r, 大 
级 数 (1) 可 能 收 化 出 可 能 发 散 ， 将 由 知 级 数 (1) 本 身 确定 。 因 此 带 
S CL) BU cet Mop ice pore, 上 只 能 是 四 类 区 间 ; C— n, 02, (r, 
rlr rhs r r]. 


EOEODH S auc, BEBARA ANAX. AEF 


^ Z6 * 


SECUS Steine dos B 3 ECC (a) WE BERE, TEE 
RERE DIA ECL 


ERL ARARA) HUS aa, E 
n-zü 


=! GhlimV [aT =2), 


L 
now a, 


WEAR 3 CL B c S d 


HO. 
lim| 27. 


H oclo, 


Leo, =o, 
0, i — 十 o. 


证 明 HEENA RD ar" WI $9. 135 BA fs ZRORU M 


H CR RT EUR BUE) 有 
im e clim ge ll Hal 


1) OL t co, 25 zizl<1 或 |z1< 了 ,震级 数 (1) 绝 对 收 伍 ; 


当 Ls» Liu o ps EOD TE 收敛 半径 == 二. 


2) 120, WER, Æ l| =0<1, H YER, RRAC 
3k. FE tE fS r=- 00. 

8) i= Te, YER, H. r0, 有 i Ed! = + æ, Ej VacR, rg3-0, 
等 级 数 (1) 发 散 ， 于 是 , 收 钱 半径 ?+ 二 0. D 


Bl L. RERA S07 e 的 收敛 从 径 ,并 讨论 收 合 区 间 . 
u 2" 2n2*1 
NE C Hsc A BrE 


. 77 s 


DR+1 9n! - 22 
t= lim! -一 lim L2. 
Rd foa nra rl 


于 是 ， Lc EET r=- 
FAAPEA — y PAARMA: 


ESSA ENESE T 
a An a7 
1-1 2-1 
1 27 i) (—1) 
一 一 一 ,元 “i —— — lk oam 
x "级 数 之 ;)-2i-, "A 


于 是 ， RE Bc LE I] — i. 3) 
812. EAE San fol CER 


"m 1 
解 已 知 Up vi nt Dr 


1 1! 1 
Z (nM 1) fs n i 
p3 RERA Der 的 收 敏 半径 . 
dci 
EE DAAR", avum UE DIU 


pt TON 
TRU 2 —limincl D) =- o0. 


t ya 


用 -oo 


38, cM n 0, MULE 0 eek, BOREO). 
ML REAA 子 鼎 (x 一 2)" Bl CR JE PRICE, 
n=] 
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i 11 1 
—2 =y, c —25 Lm BEN a 
解 设 x 一 2 二 y 2G ) 2s 
1 H 
已 知 Qn gs, 1— ECESPLN 


1 nM 
[dim lapis EC t) b 


SELTSI "DREPER y=+1, PRES ay f 


aa” 


Sk. TETESI AKAR 间 是 [一 b 1 TE, mR 


ECD" 的 收 做 区 间 是 C1, 3 
一 、 宕 级 获 和 函数 的 分 析 性 质 
Brano NR; er wiete FAROE 
AC IBI T — NAAR S C2, 即 
8G) = Say. 


为 了 讨论 和 函数 SQGOBI ZH PEN, HASERA 
WcgkTk, — REcEUL, FRATE R SEDE IR 2E — ER ex. Pi En, 


TESUEC 1h de ic 8k EC F8] C— 1, D 3EAR — Beli E C, $ 9.2 I 0, 


但 是 却 有 下 而 的 定理 : 
定理 3，( 阿 贝尔 第 二 定理 ) 共 和 级 数 (1) 的 收 合 半 径 r0, 则 
震级 数 (1) 在 任意 闭 区 间 F--o e] Con, 7) 8E Sil 2 
证 明 Vsxe[—aa)hHl|xz!x;a (QO«acrO 


+ 79 s 


Jat" | < | n | a”. 
CARED lalat KA. RRM AS, KA HOE A 


[一 4, elia. D 

HIET UL, RARR R E ROI SEDE TRIS —3E — Sc 8x, 但 是 它 
FERA REA B EEG RECIPERE. x Sx. ESRB A TERR A 
内 闭 一 致 收效 


定理 4. US EN Mat HN CAT == Ment! 的 qd 


ni n= #=1 


WEDDE m 与 ra W r, = rg 


证 法 ”首先 证 册 rax BÜfEDUE, 2$ r 是 za "a. z" fio x S ER, 


per. 
则 z, 也 是 > Car") "的 妆 敛 点 、 其 次 证 明 nS TUE urs 
n=0 
证 明 证明 mn 近 re，Vat30<[zojl<r Iai jeo <le <r 


ELA C | am?| 收 化，YnEN, 有 
LE 


|naszo -Tl zaf” Janett 
EG wm oi"! 
已 知 极限 im I 一 09， MMC TJ 
3M7-0, YaEN, f |. "x M. 
E EE 
o BA? nE | eat. i 
2-1 


Sco OA E ARE. titio |e | =o. 


* BÓ r 


FTE, [nasr |M jart]. 
BUBLEECRIBEZE, "UNS nart Hohi gk, 即 miens. 
FRIE, TZ. Yeni Oa r| rs darla] alen Ps 已 


LUI GQGML M ME a MESE 


aag, =12ol |20|" i naat, 
. Tod 
.|xo| [zol”™’ fizo faa "1 
已 知 极限 hm o AE AIT DAR Hn 
now H 1 t 9" (d ? 
3M 0, VaCN,, 有 lelje "' «M. 


To 
93i 
TX, anzd | sc M ji 2a,2$7! |. 
MURIESPBIRRE, S S anet aaj Bk, HT viera. 
n=0 
£z ELPRE, i =r D 


推论 SUR Tasa" 1 anat = BD" 的 Ur 


BERBE ni 与 ro NIP = ra 
um multae) ens RER t pon 
"^ ^-^. D 
EN 3X 
径 相等 , (FLA S e ACH, MEAK ITE, Dim, FAR 
Di Wide — LAE IRURC L1] 


+ 8] » 


MENS, 7 n-i ` 
Swi) -Da 收 敏 半 逢 ?一 1 收 敏 区间 是 [一 9 


n-1 n 

UP a RN N T io- " FE ÍT: : 
EX) emp akuekfer Lato li C 1.0) 
n=1 ^ R= 7 


EED Ui di Dyan" (ode TR r>, MER 和 国 数 


S Go) TE E Bj C — v, 7238 £i. 

证 明 Vzel r,r), 350, f£ zc[ n, 9 ])— Cm, r) 已 知 
TAAA SUC, RS $9.2 38 0, TUER EC S GO) XE v XE£E, 
从 而 ,和 项 数 SC) Tepeln C^ 7, 7) 连续 . 


推论 Ue MEE Tos col t r>0, H TE r( 72 8c 8x, 
MAAR SGE ren EER U E), H 


re us w om 
lim 5 laua" 一 > a, v" (s aa^ = > g.C— T)" ) 
ræ- r'a 


P= aln ñ=0 n=0 
证 明 559.2 8, FAR Daa" ERRO, rI RLA. 
根据 $09.2 定理 6, MAR SQ E r 堪 连 续 , 且 
lin Slaa" = S la Clima") = Drs. 
同 法 可 证 在 一 + 的 情况 ， D 
LT TET TT. S oU CE ro 0I Vae Cnr), 
它 的 和 函数 SO 由 0 到 z 可 积 , 且 可 逐 项 积分 , 即 


Ü OLEO aU dE = eue 
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EE Vac(—rm,r), ano0, E zc[ —95,9]cC—7, r). 已 知 
考级 狼 内 闭 一 致 收敛 ， 根 据 $9.2 EB 7, Aaa Se) A o Fe 
可 积 ; 有 旦 可 逐 项 积分 , 即 


w 


[psoas 5i a,thdt = 2e p, 
银 据 定理 发 此 需 级 数 的 收 伍 半径 也 是 >。 D 
EA. ESAE Mes TET SENE ET 
SOEKE r A ER, BI Vae Con r), A 


S'(x)— » (at) x: 5 Rü a2". 


EA REER 4 RRA D nae H ii EE 
n=1 


VxC(—7r, r), 392-0, (li z€&i —m,n)C(—r,). ELAUREZR SEA BET 
—3& Sh, dim $0.2 定理 8 和 国 数 SC) dE iw 可 导 , 从 而 和 国 数 
S GoOd1E[E IR] C— 7, r)a Ẹ, IL" DER R Bli yz 一 人 r), 有 


S'(x) 52 (aty = D aeeai 0 
逐次 应 用 定理 7 与 定 埋 d, 
推论 ARRE D ez” H SE (B0, Wü E 
从 一 在 


S (o) E RE Co m, 7 存在 任意 阶 导数 ， 且 Yzer r), VEEN, 有 


S (z) 5 D ah o S n(n— 1) k-i 1) aua" "s 
qn nek 


Jt REA M BU PREE r. 
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由 定理 L7 EG, GU S auc OR SpERG T0) 具有 以 下 


TERRE: 

3. V RACE EA t AA DRIE FS] CRTRE 2E 3T EX. [83 , PEL EXC [B], EF 
区 间 , 特殊 情况 可 能 是 R 或 退化 为 原点 )， 

2、 在 区 了 间 ( 一 AA Sx 9i, 

3， 和 函数 在 区 间 { 一 ?,7) 连续 . | 

4. ERCÉE FEXKPITDCISIL a,b JC C—r,7) 8E fR, B RD DL 25, 
转 别 是 , YzE( 一 r,7)， 由 0 到 z 可 逐 项 积分 , 逐 项 积分 得 到 的 震级 
nmi bte RE n. 

5. ARREK (r, v) EERI TAS, Bon] ETE. 
35 X icr 63 38] Fg ORC S ECOCPE £54 E r 

$45. RETARA ER C: 

1) > Cpi, 2 Doet Da", 
R D AGEWOECER E DCESRE 1 
BERRAR E Ar), HU Vxc(— 1,1) 有 


en va xm 2m z 2 . 
fG)- 2 1 n T -十 T 


Hug, 逐 项 微分 , 有 


1 


了 — Tima lo |. rT n =, 
FD DD et e 


VaCC—1, D, 3I LRS EN A 0 9 c DIO 
d 


| /d= | 酝 z 或 fG)-f(090-1n042. 


Qin f(0)20. 于是, A(7)=1n(1 二 ?2), 即 YzxE( 一 1,1), 有 
n+ 


ap 


Wo E ` "4 
dete SEAS x 
z] 


1 
2 3 t 
In(1-a)ea— Ets 
根据 定理 5 的 推论 ， 当 w=1 时 ,有 
1 1 1 
ln2 一 1 一 于 十 可 一 于 二 


2) AGER TC E aic Bc C8 d Re L 
WERTE CE fUr), 即 Vae (—1, D, 
fr)= Set I)a" = 1H 2x 十 322 十 darth 
rs 
[joes Xie ona facon fn 


=ar tat ate. 


—r " 
X EXE S RBURGESHELN 
t 
fO ne 


dc PCI 1):7—1--2z4 3z?-F Ag? -F en 
n=0 . 


pI5. mE 2m RS TUER, 


解 TOELDECSE BUCO KEE 1, 
We Bo dnig dide f(0, Bl Vae C71, D, 8 FO) — 21e. 为 


了 逐 项 积分 , 将 它 改 写 为 


fe en 


=. $5 œ 


limf(z). _Jim PET Sn io 
TR ta UN] | * 


*x cu x 
EA 
n=1 n=] 70 


uia Cue 0 作 连 续 开拓 (z=0， 定 闵 ( =a) 
VzC(C— 1,1), M 0 $0 x BRR, 有 


K KPa Sw | gi Sa eSa 
n=1 a=] 
-—z(l-3z43a?43 drit eh 
由 例 5,2), 有 有 
[HE z 
Jo £ BOETH 
EAG E mk TAG’ A 
jx) (Ci—z)y-z-2(01—3) — 13x. 
æ (1— r)‘ o (1z)? 
LE ecu 2) 
PE, fas 3). 


m, FAR 

EA EET ES ERRAT, iie E RO i Me rds UL e F 
KARIA HT IER. [HAE GLUS IR SU BIBCBSIRIRE, BH S E N A e 
RR RRM, ARE ere PERUENIRE EURCR 
EREL. 

如 时 函数 能 展 成 帘 级 独 ， 那 么 入 级 数 的 系数 与 这 个 销 数 有 什 
ARRES KpE 

定理 8， 车 国 数 A(7) 在 区 间 (4 一 ?+,4 十 7) PRERA, BI 

ac(a—r,a8 -7 有 


f)- Da, (2 —a)", (2) 
4 二 0 


* B6 œ 


MER Cr Me CIE Ca r ar) EE LS EH H a e 15 9, 
1—0,1,2, em, 

IA ”根据 定理 7 HAS, HON OERKE ar adr) 存 
在 任意 也 导数 , B. 


F= S n(n—1)-- (1 k4-1)0,(2—a)7-* 
n-k 


—k1a,d- (k 4-1) &--2a,,(z— 0) 二 
4 xa, f 9 (a) — kap, H 


. f^t) 
a= Tir | ü 


推论 FRA SOFRA ar, a 4-7) fE Eg 9S RESR C2, M 
ERRARE EH S09, MA YxE la 一 +,# 十 ?7), 有 


a= Eata) 与 fG) bre) 
Wi] a, — 55,2 — 0, 1,2, ---. 
4 "s f? ta) |f" ) 
证 明 根据 定理 8， astin, bas OOD A 
dn = Das #=0,1, 2, [] 

定理 8 指出 , AR JOE a DRBRERR GAS B BIEN 
在 此 邻 域 总 存在 任意 阶 导 数 ， 并 且 千 级 数 的 系数 o ES fx) 
的 # 阶 导数 在 站 的 值 叭 确定, 即 

oL ED, 
注意 ,这 是 在 “能 展 成 ”, 即 (2) 式 成 立 的 前 提 下 得 至 的 .反之 , dn ER 
Beg( x HE o 存在 任意 阶 导 数 , ETAJE JER JES iH HM ATE 
gta) 2 (aa) e 0D (a aye 


akor aj” n, 
称 为 函数 9(z) 在 a 的 案 勒 级 数 ,到 为 
9G) SI ED Gay, (8) 


HohTES "ROO Dade 90 C ERU gr) 生成 的 . 
特别 是 , ER EE 9(z) 在 0 的 泰勒 级 数 ， 即 


g(x)- DEO, 
n-üÜ 


称 为 函数 9(z>) 的 马克 劳 林 级 数 ，， 

如 果 内 勒 级 数 (3) 在 区 闻 (6 一 +,a 十 7) 收 化 ， 那 么 它 的 和 函数 
是 否 就 是 函数 9(z ) 昵 ? 园 答 是 否定 的 (因此 (3) 式 才 用 符号 “~ ”, 而 
不 用 等 号 “=”)， 例 如 , EUR | 


EN 
glz) = f um zu-0, 


; z=0. 


( 见 练习 题 5.5 第 10 D. 函数 g (0) TE 0 存在 任意 阶 导 数 ， 且 Va 
SN, 有 


g? (0) —0. 
于 是 , 函数 9(2) 的 马克 劳 林 级 数 是 : 
g(2)-9(0) 4 £0 " £a Eu $2700. (4) 


nl 


! " f ín) 
gG)g (0) ED st 


HETEL, FER IOE a 存在 任意 阶 导 数 , HUI LO RES HEA 
数 (3)， 一 般 来 说 害 级 数 (38) 在 区 间 (a—r,ad-7) 不 一 定 收敛 
TAH g Cr). E25 54 Fas A EE TUBE ARUBCO akt ER g Cr Wn 


e 88 " 


3389. S CHEE (a — n, a r)E HE ta a, HL 
Ya€(a—r, atr), FBAR RUR RI) 0080), WI Ya€ 
(a-r, a+r), 有 


TOFD. T0) (a —a)*. 


nc 


证 明 Hp $ 6.3 4E AX, VrC(a—r,ad rH 
f(z)— SP Desc ayt- Ri)» (n-c0), 


ap Kay- $7 Goa. n 
TD 


应 用 定理 9 判别 函数 可 展 成 泰勒 级 数 并 不 方便 ， 下 面 再 给 一 
个 比较 简便 的 国 数 可 展 威 泰勒 级 数 的 充分 条 件 : 
定理 10. 车 函数 (7) 在 区 间 (a 一 *"，a 十 7) 存 在 任 音阶 导数 ， 
H, 3M 0,Vzr€(a—r,a4 7),95—0,1,2, -,7 
[f^ | x M, D 


Ru je 1574 Gay, zC(a—r,a-d-r). (5) 


证 明 hse. 3, 带 有 拉 格 朗 日 余 项 的 泰勒 公式 , 有 
Iano | Es a)" f? [a-- 8(z--a) ] (0«20«71) 


sleza" folat (a) I «TM. 
Bilim 0,9 有 limB。1(z)=0. 根据 定理 9, ORRE. 1 


(D NARAT GOHEIX I T ao XR RC. 
Q 4 52.2.9.392., MARED clo BEDS 0 (ioo). 


nad 


«a .* $9 * 


， 基 本 初等 函数 的 带 级 数 展 开 
TAA LAR RISO I SER RUN EA NORTE 
1l. f(r)-—sinz, g(r)-—cosza. 
555.5 [2,38 
Fr = (sing) = sin(z-+ n- i£) 


YER, Yn 0, 1, 2, ey 有 


sera) «t 
根据 定理 10, 函数 sinz 在 ROSDRURGEARÉC 4 r=0, 4 
j(0—0, f'(0-—i, jf'(0-0, J"(0-—-1, 
T£, . eO ue 
x? 00 (gem b 
singca— i doe C1)" mer 


|f = 


HEJA, Tim cosz Æ RJ pose 2X 


z NIS 
—3v 全 .. i 
cospol rte :二 (一 1) Qn Gor* ， Zc , 


< 

2. f(z)—e*, = A 

ELón Yn —0,1,2, H f (n) - Ce?) m et. 

f? (0) 2e*— 1. 
Vrz0,zr€(—r,r),Vn—0,1,2, ,有 
| fe (5| = [e*t ace". 

根据 定理 10, B e" 在 (一 六 站 可 诬 成 宕 级 数 ， 困 为 > 是 任意 的 ， 
MARZ e ER HERRAR A, BUT 


MON o g X 
oppi RE A 
特别 是 , 当 z 二 1 时 ,有 


* 90 * ^ 


3. f(r)xlu(14- 2). 
EX E z? — a" +- 


PEHR ARR kA EEE LRE 6, Vac C71, D, 
从 0 到 zx 逐 项 积分 ,有 


NT f. di -r ped - f. Ede 


3 g ， 
MO mata) srt t Cnr DM eden 


In = TES LL 1 ~l- 1 及 一 1 


gyr | M er 
4: fesat 是 常数 . 
Fadte), = 80— 1) (1020777, 
fe) a(a— D Go l(t), 
有 f(D=1, FO)=a, f'"(0)—a(«—1),:- 
f?(0)-a(a—1--(x—ntl-- 777 
Mati, eg Xe G + a)n B C PCR E E 


i-is a 1) aja &(a —1):-(6—n F1) ghe 
21 nI 


P5 Ei H =1 eh H 


* 


(6 
9 a—aENMEL n Vkc-a, d; f (0) S0. XS ERU 


$15 Eb vi RR SPOILER DEY 2 PL 


项 式 公式 , 即 
. "n. Bd 2(2—1) g? n nt ar 
(142) =1+11% zt 可 ne Da 
OO OR ae Oger. 
25 354€ IN Hy, 有 极限 
EA | [a—u | 
一 | 于 


*-* Of c 


MERAK EE l TEAG Ad PRO XE (6) 在 区 间 
(—1, 1) KATAR)" 这 里 选用 柯 西 余 项 ， 直 接 用 定理 
3 证明， EROR CI-- 2)" 的 马克 劳 林 公式 的 柯 西 余 项 (网 8 6. 3 定理 
2) 


R2) 097" ata 13). (8 9) (62) n7 


/— &(&—1)--(a—m) en (IDEY aces, (7) 


al 


其 中 00 —1. KREN, (7) 式 中 的 因 式 (二 二 


^H. 
事实 上 , VrID—1,4 0«1— ESETTEL 


ic) 与 (14-02)! 


Fa” ， 从 而 


VzC(—1, D, VaEN, 有 ochi <1. 


因为 Yx: 0&1, 有 Dd O0rl-4c, 
Vx —lezx 0,7 1-4 axi 8)8xzxl, 
BIER Vac(—1,1), WO 0s)" |[xmax(1, (1072)7) (5 
ER). 
Xp Vzc(6—1, D,UR BER 


"EC D (à — n) nei 一 0d 
TE, ACOR, YzE( 一 1,1), 有 
limR.(r)=0 


no 


根据 定理 9， 函 数 (1 十 入 <" 在 区 间 ( 一 1, 1) 可 展 成 第 级 数 (6)， 


D 因为 Vae CC, D, Jg S THIRD CEP ves ge, gp 
n= 
i ata—i)-(a—n 
"ln nI 


z=, 


* 92 « 


t 


NN 
VIa 7 7 IL 
Hil FE 


ee D y 4e Iu 

21 SELON 
palal). (a — ntl), 
LT , z 


Q2) iei 


£u 


RAZMERA, 
noue 
下面 是 二 项 式 展 开 公 式 的 几 个 特殊 情况 (1z|<1; 
1 
= 一 上 是 my 
二 一 是 
1 _;_k k(t+1) k(E-r 1) (3-2) 
UT 31 
为 


1 下 (天 十 1) k(E 1 (5-2) 
Un 5 一 1 二 二 TAN 2i gi ET iue 


一 工 一 多 十 2 一 2 十 ons 


a=- i 


ViTi-g4ls- 
1 
< 二 一 本 是 
1 1 1-3 
Aa ataa 


5. f(rx)-arcsinz. 


已 知 Care sin r)' = Sc- a?) EJ 由 二 项 式 展开 公 


NT 1 (2 ) wa : £ 
-or —mq CEE] (22—Dtt, LI A - 
TFT pit Ia Ted (m1 9e. [a]l A 


Vac(—1, i), MK 0 到 z 逐 项 积分 ,有 


. 93 + 


EEr 4s 


e T— E ü o (2n)t! n 
R sinr-m-L. 工 go Lael. (n OD skids ls 
1 are 2.37 (23116 yb. i) ' ' LU EL 
用 同样 方法 ， AERE arctgz TEC— 1, D IEEE TRA, 
arogeme p OnT - it ey [z| 


ERE 1 o3: 
数 了 的 近似 计算 
Zor ' 个 很 重要 的 常数 ， 它 在 数学 和 物理 中 应 用 的 频率 很 


高 ， 和 近似 计算 数 m, WE e AE R TH. 
EMES aretgz flo Hi AR RR RUE 
3 Nd tati 
arctgr=g— 4 — HODE qe ciaal 
3*5 T1 
令 z=1 有 
X gadh 1 o Q6CD*, 
4 85 22-4 
ʻ 1,1 S D* ) 
一 -二 
或 | x 4 "RE "ai A i 


AEAEE RH G e e 的 sam i: RICE 数 形式 ， 
a[ fub XR, Se vB. D) T ARE, ERA 
8 aretgz B UC ARBOR, 4 ve ^ 


z 1. i I 


6 ~ en UB 8) 


E -oat 1 oo og O e) 
或 m= 34d 3-3 5.8? T (2n-—1):3"" i 


z^ p 8 EE gti 8 项 部 分 和 和， 
[ 
. 04 » 


1 i i 1 
WA 5 (1-357 18^ 78 


1 1 1 
2873 9477 32805/ 


A EO. 1 AEE o, AURRERA ATAN o Rot (c Pu 
> < = 0.000035, 


2/3 Nx 111537 16000 
2. $ e 的 近似 计算 
数 e 也 是 一 个 重要 常数 . 它 是 我 们 就 知 的 自然 对 数 的 床 ， 表 
示 数 上 有 多 种 不 局 的 方法 ,级 数 是 表示 数 e 的 理想 工具 . 


CLADE X e* 的 马克 劳 林 级 数 是 
et- XY ca fepe, ER 
xl, 
Q1 i ,1 1 
e- 275 mtt uit 


这 就 是 数 e 的 级 数 表示 ， 用 它 的 部 分 和 S. OXE 13 
k-i 

的 和 ) 和 近似 代 赴 数 e， 则 误差 不 超过 ;1;, 即 

m, (8) 

事实 上 , YaEN, 有 


il 1 
e—S,— > 
Ziri ui 


1 1 1 
Sarip apj 8 rt 


PE rdi 


24d fip l. loo a, 
B c 212! (n12)(8 13) ) 


1 1 , 1 ,., 
«nog tii Ge) ) 
2.1 1 L1 

(1-4 1)! Qo] "TE 
Ril 
例如 ， Bt r= 10, BI RI S5 VETUR EE r e, Rp 


1 1 i 
eviTipbapt t pop 


， uel 2 1 1 
其 误差 不 超过 0110 56388000 ^ 88x 107 


应 用 不 等 式 (8) 很 容易 证 明 : EE e 是 无 理 数 . 
用 反 证 法 . 假设 数 。 是 有 理 数 也 ， 其 中 jy，9EN， 设 部 分 和 


1 1 1 e. 
S.—Vltiptzpttup 一 方面 ,由 不 等 式 (8) 有 
POT ES 
HI g1(e 一 SD) 是 9 与 1 之 间 的 小 数 ; 另 一 方面 , 义 有 
—8,)-q 2 1 l,l 
.gi(e 89-2 (icing un | 
RGEÉOR,CRJH. Th. e 是 无 理 数 . 
3， 对 数 的 近似 计算 
EL AID CER C In C1 22 R5 T2 937 BEER UE 


2 a 4 
la(z)j—£:—5 tt — —l«s€«L (9) 


ARRADA [3 208 E B IE ELEC PR AI rj; 一 是 z BE fU 
范围 太 小 ;二 是 收 钙 的 速 府 赤 民 ， 因 上 比 它 没有 实用 价值 。 为 此 ,在 
需 级 数 (9) 的 基础 上 构造 一 个 新 的 级 数 ， 屏 扩大 zz 的 变化 范 国 , 又 


. 96 * 


ERRARE, HIHET CRBT) 
在 第 级 数 (9) 中 ,以 一 2 RE rela), 有 


3 i 
(1—2) m —2— S foi ces (10) 


将 四 级 数 (9) 与 (10) 的 等 号 两 端 分 别 相 减 , 有 
"to At Ee J 


x DRE THE TE e 小 PES a1) 


$ z= Fe YEN, zug C5 Do8 
1 
1+z t nji asd 
l—-z ， 1 rR’ 


2n4-1 


将 “一 


nci. 1 
In^ x. 1t 


Bt) 
3(C2n+ D?’ M 
W In(n--1)—1n21- 2 


(mci aer ' Bm tU 小 (12) 
由 级 数 (12) 看 到 ; 一 方面 ; ELE SEE HIE, 能 求 出 任意 自然 数 
tt 的 自然 对 数 1nn; 另 一 方面 ,提高 了 级 数 的 收 化 未 诞 , 即 取 很 少儿 
项 的 部 分 和 就 能 于 到 较 高 的 精 座 , 
例如 ,2 一 二 已 知 1n1—0, 由 级 数 (12), 有 


i2 rre ny uu 
只 计算 括号 内 写 出 来 的 四 项 部 分 和 , BO 
ln2 一 2 二 十 本 55 十 下 机 十 天 入) 王 0.69313， 
AE ToS 


e 97 ^ 


apti te gera) x105, 

ELTE RCOLZ) SEES E A A E n 8 Pp POSEE lon, "E S S 
BELH PEpSDSEGE T] FOX A R A, 

4. BERKATE I 

IATE n, SARKAR B9 ESR A BO fe B ER, E E R A e 
却 不 一 定 是 初等 函数 . 例如， 在 及 FARES KA e 7, WAAR 
vOr) 就 不 是 初等 国 数 ， 其 非 初等 图 数 。 这 个 非 初 等 函数 pr) 可 
HAH EBRER TEXTS, BI 


e(r)— | -eat zcR. 


ad 
TE HEH Bl Laa E ole EO EIER, 
事实 上 ,已 知 函 数 e^ B Lr dE OE 


-aD 
e 一 之 一 一 =i ir^? , ER, 
B ed S pCIBI PA WS BUS, WER, # 


eco- | ea -| (TD) 


m Bn 1) | 2n 一 1 2nal 
> "" Utd 7-270 Dn 
nD 3—0 
x? a? P z’ 
T. LE — tt CR. 
M 3-11 521 EET. "9-4 a 


go JEU RE o(z) 的 等 级 数 表示 ， 显 然 , 应 用 这 个 里 级 歼 讨 
iL p(x》 的 性 大， 特别 是 让 算 或 近似 计算 它 的 阔 数 秆 更 为 


^ 98 >» 


Bin, dude D» 34 EMHEOTOREWUEERAE, BDJESUAEER ST, 其 
ALD REPAS CRGA. Dn. 常 微分 方程 
zy" d y! rg —0 


有 等 级 数 解 9 一 SIC (FYT. Rm o 3 第 6 n 


SEE =D COZY ”的 收敛 域 是 展 ， 它 在 及 Wm 
no I 


数 是 0 par ERDA, 是非 初等 函数 .由 此 可 见 , 知 级 数 这 个 工 
其 在 数学 中 占有 重要 地 位 . 

5， 指 数 函 数 的 分 析 定 多 

在 数 党 分 析 中 ， 用 分 析 的 方法 给 出 指数 函数 与 三 角 散 效 的 定 
义 , 对 深刻 地 认识 这 些 国 数 是 很 月 疮 义 的 , 朝 级 数 就 是 定 多 指数 函 
数 和 三 角 陋 数 的 一 个 分 析 工 具 ， 本 书 具 给 出 指数 国 数 e" 与 三 角 
LC sinz, coss 的 分 析 定 义 ， 


EN FRAIZE EC), 
n= ^ 


T5 


—ppEÉGEÉ 44,4. 
E(G)- lbi bb 


nui 
称 为 指数 函数 . 
下 面 讨 论 指 数 函 数 如 (2 的 桂 质 和 运算 公式 : 
D jui EERE R. 
2) 指数 函数 EC fee Vox R 连续 . 
3) E(0) — 1. 
4) Va, CR, dj E(x)-E(y) =E lety). 


D UziBessel 1784— 1840) dB; c 2E 3r. 
s 99 a 


事实 上 ， 
EG)-lR EE pecef ke. (13) 
1! 2t n! 
EDE Hitti eee t Q4) 
TiO) HOHE R 都 绝对 收敛 ， 根 据 §$ 9. 1 定理 14, 党 级 数 
13)5 042) ie BR Erde R dixil 87, 并 与 项 的 次 序 无 其 ,在 
乘积 级 数 中 ,z forc y Ba MC RUE » 的 共有 # 十 1 项, Bl 


E yg" 上 Z y" 2 
Li+ G DIT G-31 
gm- k y* e 
ioe k)! uit “tat! 
= - y" ko Cir E zap" 
Dra I2 al 


Të, 
E(2)-E(g) (zi) 


y" ( T uu 
-XGmetee FE LL —E(rcty. 
5) YER, € E(z):E(—2)—1. 

Sex! BLEQDOE(— x) E(x—2)-—E(0)—1. 

8) VxCR, fj E (e) #0, H, £(—2) -[ EQ) T". 

事实 上 ,由 5) 立刻 就 得 到 此 结果 . 

7) E'(x) — B(2). 

zc OL. WEJOEOS dE R 可 逐 项 微分 , 即 
ro 


* joo» 


LT T 
-ED — 09 


关于 指数 函数 了 (x) 的 其 它 性 质 和 公式 ， 不 有 有 列 证 。 不 难 证 
Jj. 指数 区 数 EC) LAE CERCA Ho ES e*- 
EKE VER, E(2) 2:0, 8 (10) X" 


E'() 
E(x) | 
YzER, 从 0 到 zz 积分 ,有 
* E'(1) = 
F 5 d -[ at 或 IaBKzy 一 mn 
Bn 
E(x)-—e*. 


6. ZAPAHE 
EX BEARD C Dr CD toe p 的 和 
Kon C (x) Ej S (x), Bil 
a E] 
CG)-1-5 5 art -Xxc D Et 


2541 


L.. 2 ,a* L - 
SG)-z-f Hii $0 =E D'ORTDP 


ROERE, S (GP) RE REPRE 
FER IB AR ELEC S ESL EFC S PE MURS EAS LC 9) 外 证 
BH ARD; 
1) REAR C (2) SERAS 3(z) 的 定义 域 都 是 R. 
2) REAR CCo) 3 0E SE ER c Cn) TEE SUR, EE HI 
. I01* 


8) C(ó)—1. S(0)—€C. 
4) Vr,rcR,d 
C(z Li) —CQG)-C(y) -8t7)-S5C00, (16) 
S Lp) — SG) COD OG Sn. (07) 
5) ARAK C COURTS OR n, ESSA ER EX (0 EE VAI 
6) TCCO 1086) T i. 
Sx) 


=- . 1—0032) 1 
; i De Lo iem L: i 
Dd os bo lm 2 


D [CG)Y- —5G) 与 DSG)Y- Of). 
D tetet (o c2) w e( 2 )oo 与 S( 圣 )=+ 
事实 上 , HARE C GO MO C ERI HZ ERR D B ACC 


有 
g? xi 0 
CG)-1—2, Hal «c. 


H 6), LOC) T HES OL) I 1, 48 1CC02) | 1. 2 2, 有 


cays-rrEieGo«-ie $-—1«0. 


RE C(O) = 120. 从 而 ， xESRER EX CC) de 8 (0, 2) 8 / b — 
As. 


sal 1— E Y Eg 
S(2) =2(1 E 


十 ， 
5 -ix) c, 


所 以 [CO(2)J'== —S0)0«0, Mak ES XI C QOO E CIR) (0, 32) 严格 减 
4d. Bano ARRAROEN DRAE- FA BEE 


iE ap TE 
ERT EH 
(5) 一 人 
5 


* 102 5 


1* 


于 是 ， 存 在 数 , 它 是 余弦 函数 CQ) EBEA (02 倍 ， 由 
6), Xf 
s(3. 1. 


“4 由 (16) 式 与 (17) 式 ，x 一 # 一 2 ， 有 
ec -«(3)e 2)-5(5)5(3)-- 
seo-s(3)e (5) e Hs Pe 


10) RAAR C Cr) SERAS S C) S LÀ. 2c 为 周期 的 周 

MEIEN, AZERO Cr) SERA RS C) 2 EUER P IU 
的 三 角 函 数 cosz tj sinz 这 个 证 胃 涉 及 二 阶 当 微 分 方程 求解 ,从 
Ms. 


£k cJ EH 9.3 
1. RT PESE iu Ue 9c ope t fo DEDE lajs 


Taa —— 二 (十 Ds 
a) zi D Da © Dar” 
n=1 


n=0 
(z—2)* a DID qa 
(4) $a TEE (5 xc 1) 一 A———--(--1)*, 


(6) XY ee. 
"m 


2， 求 下 列 函数 fm》 的 导数 FOD ma ros LXI. 
EE RIZ 


a) fæ) = S PED, 2) fæ) = S e)n, 
n=1 LIE 


- 73». 


e rc ORIG n eme n———— EN ER 


D fi) = Sr (55 Tan, a0, 60. 


m=i 


3 RF PA BaH FMEA Ble: 


0 57, op G) Sas", 


LES! n=l "cl 


ga 
(4) Fy 
R= 


4 将 下 列国 数 展 虚 蕊 疯 菏 下 nit RET A AO: 


(1) a* (a0, (2) T {3) &i—z 
(4) sin?xz (提示 : sins = DE, 
Lr ("sint 
(8) inf 1*5, (6) ) —df, 
{7} iz a(g), (8) f "Leosta, 


rs Hif JE UU HT eA Er BEUR CS SCA k 
15 (1d-De^7, (Dila HP, 


3 4 
EEN 


e WEIGHT ui) umana 


E 


xg''-|-g' eg 0. 
7， 证 明 : Yz, yER, f 
D S4) —8)CG) + On Sn. 
2) lim 62i, 


xn 


8. 证明: 等 式 (1 一 2)- Sen 的 得 号 两 端 平方 是 


n-0 


(1—z)^*— S ona. 


Hz 


. F04d 


a HEN: FERO Dan RARR RRAN, Sn EEROR 


A) 


45355) p, Mf a, —0. 


10. JEM: FERE 9 la, a fo M De 5-0 r, ELTETEC IR] Com, 0) — Et 


*-Ü 


So MERK D Lo, z* TER S] C n. 71 — Sic 


nrg 
* + * * 
1n WfG)— 六 Gagi 证明, Yz€ (0, D, 有 
2-1 


OD fG) Fr fO-2-eInz-in(—2) CORE EO, 


Hn 


(2) 0=f(D— S1. 
n=1 


12. UER: E f Dlan, leae RS Met eae M 
f 


"-ü 8 


NO $C 


"-ü 


13. WEB: 车 f) — Dar", 0,270, 收敛 半径 了 7 一 1 B mfia) s, 


"-ü 


IU T fc, BN iy =F 


n-ü 
14. E9: S 了 (2) 一 P aur IM REAR, AERE Aah aE 
内 = 让 
(—B,I), lims, 0, H f (z,) —0, 871,2, t, Hj a, —0,8—0, 1,2, ere 


(提示 : 首先 十 骨 二 了 (0) 90.3 BE e — P (0 0, 7) 
a 1555 


ttam 
a he ee AT oe i EE 


$9.4， 传 立 叶 ?级 数 
自然 界 中 周期 现象 的 数学 描述 就 是 半期 阔 数 .最 简单 的 周 茹 
现象 .如 单 摆 的 摆动 . 彰 又 的 振动 每， 都 可 用 正弦 函数 yesiaci 
BiA y= aeoseot 表示 .但 是 ,复杂 的 周期 现象 ， 如 热传导 ， 
BERAR HAE, GENE GUT T 1 IE SEER Zio 3E UR e 
未, de AR AP EC BUEBR & A XESE ERR PIS ERI D JR s 
EU std b AHA ARARO CER P ERR EE 
数 之 和 , 印 情 立时 级 数 . 
一 、 情 立 叶 级 数 
ER cy 
l, cosg, sint, COSZz, sin Zr, +», cos tip, ain ng,» (1) 
TROUIÉ RUE. 2r 是 三 角 葡 数 系 ( 中 每 个 函数 的 周期 ， 因 
此 , 讨论 三 角 国 数 系 (1) HEERE 3z 的 一 个 区 间 .[ 靶 可 .通常 
XENRDEIRIL —,: 1. 由 练习 题 8. 4 第 6 题 知 三角 师 数 系 上 共有 下 
列 性 质 : m 与 % 是 任意 非 负 整数 ,有 
p sin mgzsin axis Y mcm 
-= sz, m-—nsg, 


Ls 
| sin mr coszvdz—0, 
-， 


NC mgr cos mxdr-— M | zo, 
Mp 中 托 章 两 个 不 同 函 数 之 积 在 [一 rr 了 的 定 积分 
每 个 图 数 揭 平方 在 [ 一 rr] 的 定 积分 布 是 0， 因为 因数 之 
FRBFUI DURS RR SEPARAR EREA = fa ES Tit 
系 (1) 的 这 个 性 质 称 为 正 交 性 ， 三 角子 数 系 ( 了 ) 的 正 交 性 是 二 角 范 
数 系 优越 性 的 源泉 . A E AAR R (1) 为 基础 所 作成 的 函数 


Q forürtiFourier,:788—1830) P; sl f 5c. 
* J06 >» 


人 会 


-a cosg +H’ singt a;cosZx--hisin 2r ee 


"as.cos tir-|-D,sin arp +e 


简写 为 A Gs cosnz-F b, sing), (2) 


n=1 
称 为 三角 级 数 ， Hrt o, G,, b, R= 1,2, …) 都 是 常数 ， 
SUR BRE FG) TEBCIRIL rr] 能 展 成 三 角 级 数 (2)， 或 三 角 
P 8 C2) dE [X BID — m, oc Hir Sc T ERE f (2), BI 


f= + la cosuz-E basin n2), (3) 


那么 级 数 (3) 的 系数 Cota, b, (11,2, …) 与 其 和 国 数 六 2 有 什么 
RAWE: 为 了 讨论 这 个 问题 , 不妨 艘 设 级 数 (3) 在 区 词 [ 一 *,x] 可 
逐 项 积分 , 并 且 乘 以 sinmz 或 come 之 后 仍 是 可 逐 项 积分 
TER a . 
对 (3) 式 等 号 左右 两 端 在 区 闻 [ 一 +, 7 积分 ,并 将 右 江 逐 项 积 
D HAZARA HERE H 


ui 


E KOTI ge D(a f eosnada t b,| sinzzdz ) 


n=l] =r 
= AoT, y? 
或 a-i( f) ds. 
XukoamO. 707 X 
EGO AUS ARS E eeoskr, 市 两 端 在 区 间 [ 一 r, x] 
积分 , 并 特 右 端 逐 项 积分 ， 由 三 RODK ERTE, 有 


[ fG) soskada - [" S coskada 


* 107 » 


n=l -or -r 


LN an Í cosnzcoskrda + b,|" sinngcostade | 


T 2 
= ly cas kad =AL, 


p 


或 a= l 
OT 


再 次 ， 求 b,. 
TE COCA AUR BUASSEEA sin zz， 左 右 两 端 在 区 间 [ 一 rr] 
积分 , 并 将 右 端 逐 项 积分 ， 由 三 角 国 数 系 (1) 的 正 交 性 ,有 


| f(x) sinkġgdir = g F sinEzdz 


" fr) coskrdrĖ, 


+ 2 p cosnrsinErdz-- baf sinsrzsin rizr ) 
一 下 | sintbedz- ban, 
或 a= fo sin&£zdz. 
让 此 可 见 ， 如 果 国 数 fGO TED IR] L— 0, x1 能 展 成 三 角 级 数 


(3), 其 系数 ao, Ggs belk — 1,2, EE BER X TORE. 
EM FAR SOEK — 0, 0 0T 89, 则 称 


aL f(x) cos negde (n—0,1,2, ^, (4) 
b= +" f(x) sin ardzr (n—1,2, 3,2, (5) 


是 函数 P (2) Bo fl sr HERR BC. 


Q X2k-e 时 ,oo 一 二 | fias. 因此 三 角 级 数 (3) 的 常数 项 取 为 ge 。 


© HB58.3 EA 4, Eo EE fiziainmnz Fg fr eosnz TEL — 0,1850] 8. 
* I08 


UL ER Bk f(z) 的 傅立叶 系数 为 系数 的 三 角 级 数 


T2 (a, cost -| b,sinna), 


nz 


FAAR fx) 的 傅立叶 级 数 , 表 为 


FG) SC cosnz-- b, singz). (6) 


LES! 

AUR ER f(x) 在 区 间 [ 一 zx,x] 可 积 ,我 们 总 能 够 形式 地 写 出 
函数 f(z) 的 全 剖 时 级 数 (6)， 于 是 ,产生 了 肉 个 问题 ， 

2) MRAR jz) 的 傅立叶 级 数 (6 在 [一 rr] 收敛 ,那么 它 
的 和 函数 是 否 就 是 本数 f(x)? 

这 两 个 问题 的 答案 都 是 否定 的 , 即 函 数 Fe) 的 傅立叶 级 数 (6) 
在 [一 r,z] TERR MERRE- a lka, E 
BURIEE EH — ERE 函数 f(z)。 那 么 ， 函 数 f(z) 在 什么 条 件 
TEGERE CO) EL -r x] 收 仑 ， 其 和 函数 就 是 函数 f(z) 
Wir 这 就 是 下 面 将 要 讨论 的 博 章 叶 级 数 的 收 化 定理 . 

二 、 两 个 引 理 

在 证 明博 立 叶 级 数 的 收敛 定理 之 前 , 先 证 两 个 引 理 ， 

设 函 数 了 (x) 在 [一 x,x] 的 健 立 叶 级 数 是 


fG)- 24. z Cta cosnz +b, sinsix) 
为 书写 简单 ,将 它 的 22—1 89 2-0 29 8, G2, HT 
B. (2) 572 (arcosket bu sin z), 0) 
k=l 


称 为 三 角 条 项 式 .、 将 要 证 间 的 收 笋 定理 是 : 4E— ERIT, BRA 
天 他 的 傅立叶 缴 数 的 部 分 和 S OAT A fs)， 即 需要 证 忆 ， 
* I09 a 


IF) 8,2) [-0(2- 20), 为 此 ,一 方面 , EE O 8.0) 
TG ARERR TEA GS Tii JE SO MARE SE ZI: (127588 
nd 3i—J 08,3 £22 1 £00 — 5.062 | fb MR DEAS EAA 

> (EJP RA 0(n— 00). iX P [ei fg 2| EB 2 及 虑 推论 和 
" 


q4 


、 、 1 
d£ D.(x)c , + eoart cerae i tej coant, 
E 


Fi $ 9, 1 例 12, 不 淮 得 到 


re | $ 
Dali) =— - E 


5[3 1. FRR fO 是 以 2x 为 周期 foc Ee, dEL— m, x] 可 
TR. 9L CO SCR RI. 9, (02 RE 2 


Sale) = fe eo foo o.c, (8) 
o sint) 
其 中 五 (4) «d cost + cost +- 十 coazí 二 一 
2sin-*. 


证 明 ”将 傅 立 时 系数 e. 5. AMORIO RERIK A 


n 


S.) =% 1253 Üi,coskx-i b,sin Ex) 
k=l 
-;-[ FG) fu ES este [ f OO coskudu 
2r 1_ —— x el 042. 


-上 sn F sin tudu 


1 - ， 
Q o akBCUSDPsiaoitre0pgjbHGuX. fL Unida iaut TE o EE R 
ET 
ME LE DMPA T EXE 3. 
- iis 


tf r Ža 
xL Jo » +- 2a (eosbzeoskt 
L k- 


j 


- 


-Hsin kasintu) du 


下 r * 
i[ fon à IE J eos 2) ts 


E 
"E 3 -Ge 一 可 


2sin 5 (u—z) 


= 元 | fo du. 


JT, 


iE u—zr-—ti,ducdgt,H 
an- 


Zsin--i 
sin 7 


5S, e-T GT -di 


FG OD) 


ti 


Fat 


aje &|- &|- 


` 一 一 一 t 
1 L a 
a 4 

Á 


[ JG OD Cd | Fett) D.C) at]. 
在 上 式 竺 号 右 端 第 一 个 积分 中 ,将 t 换 成 一 t, 有 
[fe cop.ayu - l'te-op.aya. 
于 是 8, G) - S DEG tt) ID (Edt, n 
当 fz) 三 1 时 ,由 (8) 式 ,有 
推论 -i [D adt. 


T EEUETUSNE fd CDRAs 为 周期 的 函数 ， 由 8.41 例 14 知 ， 在 
长 度 为 := 的 任意 区 间 的 定 积分 缘 相 等 . 


III 


根据 此 推论 , METIR A F(2) 改 写 为 积分 形式 , 即 
fG)a- 2| fo). dt. 
32 (RRID FRA FCD EDS 的 可 积 ，Yp>>0， 则 


5 
lim | f(r)cosprdz—O 与 lim fc sin gzdaz-— (0. 
[5071 Dr 


p 

证 明 ”两 个 极限 证 法 相同 , 只 给 出 lim | fG) sin pedes 
ME. 

对 任意 有 界 区 间 [a, 22,8 


| sin pzz 一 | :os PB — cospa PLA 
a | p © P 

DAR f(x) TEL a, DITRA So EDo, P UE, BL A0, 
Vrela, b] Hif(x)sA. TRIES 8.2 定理 1, Vez 0, 存在 [a, 8] 
的 分 法 T, 部 


faq g eae e—r—b, 

t Dos <e/2, Reb "ECT SDE- JORR. S 
自然 数 暂时 国定 ， 于 是 ， 

faingeas| = | 3^ Creo Co — eim pete 


一 » B f(x) sinpadz + [ ' CFC) — fler) Jsin pzdz | 
k= Fa tX. 
«xí HG 让 全 ”sme 人 Lien FG sinpas) 
SA : | sin prdx ix EN EI 
b= “El Hs 


x * LS Toi e EE 


pur 1 


y ?> 人 m 


no sin pzdz| M ti e, 
即 lim | FCD sim pads 0. 


三 、 收 你 定理 

定义 ” 汗 函 数 了 (zx) 在 区 间 [a, 5] 除 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 外 
党 连续 ， 则 称 函数 了 (x) 在 [a, 6] 逐 段 连续 ， 尘 函数 f(x) 与 它 的 导 
函数 户 (2) 都 逐 段 连续 , 则 称 函 数 f(z) 在 [a, BERKA. 

显然 , 逐 段 光滑 的 函数 是 可 积 的 mu 

定理 1 G 1(z) 在 是 以 2x AA Hte — n, EBEN 
的 函数 ， 则 函数 f(z) 的 傅立叶 级 数 (6》 Te n DU, AMENE 


TESEO)  f(6—07, I Viet —, 21,48 


[f+0) f (20) E Cas cosnz b, sin az). (9) 
注 EE Up ECUESE RE 3: UB WEL[T E; o Ean 
级 数 (9) Vr SCCT ER fm 在 点 4 的 左 、 布 极限 的 乎 均值， 即 
f(r+0) —f(—09)1. F r EA a 的 连续 点 ,有 f(x 十 0) 


= 了 (z 一 0) 二 f(z)， 则 对 数 f(z) 的 傅立叶 级 数 (9) 收 化 于 £02. 
Mh HOHER £O 是 以 2r 为 局 期 ,所 以 只 AEN, Vae 
[rn] H 
lin iS. a)-e +0) £603] 0. 


* IlIj- 


为 此 , 根据 引 理 1, 将 S.(x) 改 写成 积分 形式 , 即 
8, ee Cfa +t) +F) 20, Gt. 


再 根据 引 理 1 的 推论 , 将 过 ; 4G F0) tf a0] 也 改写 成 积分 形 
式 , 即 


玛 [fGz 二 0) 十 f(z 一 90].1 


1 ma aa 2[* 
gU G0 Eo-01 S o. coat 
- | E0) fG-020,)4t. 
Ü 
TA Saa) f G0) f(—0)2 


-l[pfenp TfGiG-—t)]D,(Q4t 
Mig 


— tfe 9 efa-0)15,0)8t 
= 去 | CC f(G-—1)—f(z4-0) — f(i—9)12, (tat 
p EGO - FG 015,0) 


+IP- -fadt 
40 


因此 , RADEN BES AA Ao RT BU 5 SER SR 0(- 0). 
证 明 Yecla, z], 由 引 理 1 及 其 推论 ;有 


S, x) -Efe 40) 4-f(2—0)] 


f [f(z4- 0 — f 4 0)]D,G)dt 


17, 
al 


t [te 0-fG-015, (ut 
rọ 
* 1149 


A USE Est IRR S AUD. 
eo 


-| [f(z-- 0) —£(24-0)] 


- [76 D) —féx4-0) 
-0 2sin 2t 


sia(a+ unt. 


iE Pe) ETD GIO, cisa. OH 


2sin — 
sint 


lim PCD cuia f D — £6) 


£29 2 EF 
sin ; 


i 
et) ft0) 2 
im 站 


i -Ó* 


=f' (z1 0). 


sin—í 
2 
4 F(0)—f'(x--0), MER FOE DEEE T aR 
ÍCtO-fGtO. ro a] 是 + 的 可 积 芍 数 . 根据 引 更 2 
Asin lg 
2 
2.2.1 
(i) 
lim | CF (e £) — f(7-0)] D, CO4t 
iin Ht et sin(a | EL 


Row. 1 


Zsin—í£ 
sin 


HETE lim rfc 0 f(—9)72.0)4:—0. 


* F15: 


于 是 lim | 8460 — f G-0)-- f(«—0)1] «6, 
BI VaCC—u, r], ft 


dU GEO £G—0)1- f 4-7 (a, costa b,sinnz). [ 


n=1 


定理 1 给 出 了 函数 f(z) 可 展 成 侍 立 叶 级 数 的 充分 条 件 ， 显 
然 ， 可 展 成 傅立叶 级 数 的 函数 ( 逐 段 光滑 ) 惨 比 可 展 成 臭 级 数 的 函 
数 ( 存 在 任意 阶 导数 ) 要 广泛 得 多 

玉 下 三 例 的 函数 者 是 在 长 为 2r 舶 半 开 区 间 上 给 出 的 , 不 难 将 
它们 在 R 上 开拓 为 以 2c 为 周期 的 周期 函数 ， 显 然 ， 它们 在 区 间 
[一 #5,#] 满 足 定理 1 的 笨 件 . 这 里 侧重 于 将 函数 展 成 傅立叶 级 数 ， 


'» 一 下 所 <0, 
Bi. 将 函数 foo s T 0 二 一， 展 成 傅立叶 级 数 
解 首先 求 傅立叶 系数 . 

al fais Li" prc. 


a =L [ fc coszadr= 1f" Tcosmuidzr 
"Toml.. > zl. i 


1|zsinzx tz]? 1 
一 一 | 对 costa =—y (1— cosna} 
f| Rn .n* |.. mh 


2 pt 
=- 1- C nr» fra? dis 
0, nii. 
b= 二 | f) sinnede — f rsinmrdzr 
Alos mlo, 


nr o 


加 al ECOSRT | Pj 


- RB a n 
将 上 述 系 数 代 入 (9) 式 ,有 
fi) E «M |ti J] coste- CD T sin d 


*1l64 


r 
= — i HZ eost sing 一 本 sin 2x 


2 i. l. 
二 (和 cosac 十 于 sin3z) 一 于 sin4z 十 os Iz]. 


4 r= tr kh AHR LU UE IRE 
f(—s409-Ff(n—-0) ato _ om 
2 ^ 2 8a 
48 Xr RC a f ES 数 是 EA 2 为 周期 的 周期 ER 数 ， 它 的 图 象 是 
Bi 9. 3. 


0, 一 TAU 由 


8,2. 将 函数 fp 加 一 人 c, BUROERPRER 


i 1H 
< 一 d —— d =Í, 
解 ü r Cz) mila 


a= pz) cosnzdz A f" sosazar 一 0 


b= 二 |” gp(r)sinnzdz 一 二 | sinnads 
= 过 (一 cosaz) L-CO 
-全 n" 是 奇数 ， 
9, n ERS. 
将 上 面 情 立时 系数 代入 {19) 式 ,有 


. I7 +» 


_ i 2j , , Sinir 
px) 37 T | sin 一 3 


pepati.. 
^— ti ^ ^r 


O«|z| m. 
当 x=0 时 , 傅立叶 级 数 收 化 于 
£(--0) i9(Q—0) 1-0 1 
2 2 27 
—LIELE ME RAE TI 2 
eC— zT 0) H-p(x--0) 
2 


_0+1 d 

2^2 
博 立 吁 级 数 的 和 函数 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 ， 它 的 图 人 象 是 图 
9. 4. 


B] 9.4 
£3. BAAT) 一 2 在 (0,2z]3 展 成 傅立叶 级 i. 


_ lf OI, 
解 4 — |. fGMs- ， z de=- 


8 2 
Sog Ea 


atf f cosuzdz — N "ga cosnede , 


3 
Ta ^ A $n 
一 一 2 Wings 


XH (oa p DI 
i 


2* 
b= FG)sinnads— - z!sinnrzdr 
0 
2x 
=f zeosnzdr = — 37. 
n Hn la 


TX, 


D HHBS EE BUS IEmEA ERI BEsiT 
"118 


4 Z 00882 sinn 
z? E dme. sh ——]) artar, 
na n 


PEEPAR AAS RERO A 2x 为 周期 的 周期 函数 ， 它 的 A S REI 
9. 5. 


图 9.5 


四 、 奇 偶 函 数 的 全 立时 级 数 
如 果 让 是 以 2z AAMER, M f(x) cosnz E (ER 
数 , 而 f(z) sin nz ERARD, 于 是 , 国 数 了 (+) 的 但 立 时 系 数 多 
一 地 fG cosnzdz = AEO cosRZdr, R=0, l, 2, en 


5 一 二 | f(z)sinaxdz =0, mn-—1,2,3,--. 


显然 , (SER icd 08 ver A RS Arp t E ERU BEL, I P RE IRE 
如 时 Fz) 是 以 25 2 Hsu PERRA, WU fC) coser 5t PER 
数 ,而 f(x)sinnz ERAR. TE, AA fsz) 的 傅立叶 系数 
an= 1f* f(r)eosurdz—0, n—0,1,2,-.-. 
T], 


QU EA consc E [BIS sinne Ape d, aT HL LE UAE TAE E; IER 
S53 x E BUS RN 

人 | B qG)drz-2 Decus. 
者 ICE IP ut piridr= ia 


s. Jf9 


b.— E FD singzde-— 2f sinngdr, m—1,2,3,--. 
QR... DU 


SER. RARR ARAA IESEER T P EL, 亦 称 正 弦 级 数 ， 
9i 4. 将 国 数 Fa) = |e EC rn] RISO EARN 
Wt HO FD = jel EL-s, alta, 8 


P 
2 [= 2 a 
an TX E cos nada ^am —1)*—1] 
4 - 
qo n jk 34, 
0, n Add. 
b,=0 


于 是 ， lepsi eose ptT oE.. aca. 
HHE, S rcm, 
? 之 1 1,31,1,. 
$72: Ltgrtgrt rt: 
$15. 将 函数 f(x) 二 zx? 在 [一 zx, zt] 展 成 傅立叶 级 数 , 
解 HA f(x) = 二 x 在 [一 zz] 是 偶 国 数 , 有 


oo 人 | diat . 


a=] "4 costzdz = (x cos na) 
Tlo AR 

d 

PL R 是 偶数 ， 


4 . 
gU n 是 奇数 ， 


O BÀ FDF GSBIDOX BO ARER- m x1. PI. 
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六 .一口 
于 是 一 42 cos2x 
; = 污 一 


cosg emp Qe ss), da]. 
特别 是 , 当 r= a, z= 0 BM, 分 别 有 
r? 1 1,1,1 
& 2c tatta t * 
SE D 1_1 
T D cb Ry 


pU 
Me- HAR a)r 在 (一 z+, r RREI AA 
E 函数 fz)=z 在 (一 zx, REPE 


üq— 0. 
b.— 5 |" zsinnzdz 1) 2 
| n 
EXT z= (22 sinas sinte...) TP 
特别 是 , 当 t= zs 有 
(—1)rt 1 1 . 
iN m1 1 3*8 7" 
—1, ~rest 
WT. ERN GT] yo 0 过， ” 展 成 传 立 叶 级 数 ， 
解 dE gE a, 0) — HE SEES E, 
n= 0. 
b. S | o) sin nada A [^ sin nede 
—.2.(]— costa) = 二 [1 —1)*] 
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TE, gc - i (em sináz  sin5z, -小 Occ] «a. 
E 1 B 2 


PIT Bo FEWER EC RS JLfRCEC LAE, 34 noo 时 ， 它 的 部 分 和 
S. Co) BS ERRER ELEC ERLIIC 9 C2 B8 ELS, BL 8,02) EE S EEUU 
就 是 g(2) BOTE Sc, Ru 9. 6, JR fe o0, 但 立 计 级 数 收 化 二 
g4) +g- 1—1. 5 
2 2 


i Zi say- ins, siese 
二 一 人 i mA d 3 
y 


=. A a 


JE um ] Y T 
_ ‘ne sid swim 
-— lis Sae) ES Hn 3 5 ) 


图 9.8 
市 时 需要 和 将 贸 数 OEA, x1 RHR S. T EF 
HH xm, 将 函数 fF(0JE4In $C — x, 0), E COT Hn uy En TE 
[X |i] C— o, x) AE A DRE OX Ip, 0,0, dul 9. 7) e sSEER ES GER, 


Q Mf w.Bp. ES AD, 4 foo o0. 
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图 9.7 图 aeg 


a4 二 0, 如 图 9. 8), HIAR AS f(z) 的 偶 开 拓 或 奇 开 拓 , 亦 称 函 数 
f(z?) 的 偶 式 展开 或 奇 式 展 开 ， 由 傅立叶 系数 公式 ,有 
L BREF 


( a,— L| fce) cosRzdz, 
| b, 0 
2 FARF . 
ap = 0. 


b.,— EO sinnzdr, 
fi 8. HAR FG — zt dEDO, *] 展 成 傅立叶 级 数 ， 


MES FRISZXURJT, 开拓 的 函数 f(z) 二 2” (EC — n, 2278 TRER RC 
{如 图 9.9), 它 的 博 立 上 时 级 数 是 例 5 的 结果 , 即 
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at £osX  cos2r soiz u 
nil ( 17 a3 tat ) 
? ÜOzrzlc 
RASERT, pao t ue 
=z, —sei« 
dE C2, 2) SE ERE CAEDE 9. 10), "Bg ir HER OE 
a, —(. 


| sinazdr —2C— DÀ Dm MATES ERI 
o 


aR? 


— F sindet, (aiim 


当 a= a 时, GTR ROAT 
fir Di fix —0 —— a: 
五 、 以 2L 为 周期 的 淄 数 的 侍 立 叶 级 装 
A AERE AGORA WAM, AERX MKA 1 
UTTSIOLTLAI EX LUI DNESE E 5: ETT MA2 
为 需 戎 换 成 新 畏 数 e 以 22 为 局 斯， 再 按 已 知 的 公式 展开 . 
*f24 5 


= 0. 


设 oc-iy Mysia tta f(z) 之 中 , 令 
fe) -f(Lr)- o, 
则 e Cyr) JE DA 27 为 周期 的 周期 函数 ， 
事实 上; e(y T 2m) -f|Lahe ju en) 
-f(is)-oo. 
已 知 p(9) 在 [一 *,z] 的 傅立叶 级 数 是 


piy) = Ei d 2j 《aa cosTH T5, sinzy), 
你 二 并 


其 中 a=] piy) cosnydy, | qn sinngdg. 


FE, RA y= PRALE WERRIET, 站 的 傅立叶 
级 数 


1) = (asco 2 Eb, sin T), (10) 
*-1 
t 
其 中 | f(2) cos? 77 d, n—0,1,2,-- 
-i 


i 
b= f(z)sin fT dr, n-l Bee 
一 上 


0 一 2<r<0， 
w »i Cp 是 不 为 0 的 党 


B9. TERRE UOTA, ocio, 


BOR BE HE ERU, 
B 【一 2. 傅 立时 系数 是 
«A [feo p temo 
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"E 
am FCE) cos gde = ze 
y. Xe 
ns N ĝ 
hel f sin dr = zi psin To dz 
Lo P nazg]? Pp. a 
"P 2 | nret (-D'j. 
于 是 ,由 (10) 式 ， 
fx)— 242 Hsin A tin Peg sin), 
ü«lzr|«2 
f 1, cre, 
例 10， 将 畏 数 fa) (22-0) JR Ve de az 
ET 2 crga, 
2 
国 数 5 即 偶 式 展开 ) 的 傅立叶 级 数 。 
ao = Z| a [« Dd; eo 
Gilo -a 
2f z omma a TE 
ami fee Idee Des ras 
i 
2 . Nari! 2 . nux|? 4 LE 
| 一 一 一 si in 
n a |o nax a |a RI 2 
EJ 
a=4, m= acd a 4 
1 , ug — 3r’ 5 5m-' 7 Fx? E] 


Hak —0, k=l, 2, en 
于 是 ,由 {10) 式 ,有 
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a 3 P" 5 a 
a! .a 
oefe DEA 
Mg EL RA e F 9. 11) 
a a 
Katoa) au, 


2 2 


傅立叶 级 数 的 和 函数 是 以 2a 为 周期 的 周期 函数 ， 它 的 图 象 是 图 
9. 11. 


FE 33.11 


i$ 2) EHE 9.4 
DE RELECDri pra IA mA CROICDEILTEN 


(dy, rAr 


(1) fi — ' (a 与 6 是 常数 } 
lb, Dara. 

D fo)e cmt 
Ts UOcreGm. 


(3) F Sre, CT 
(4) TD coszi, gadar. 


2 TAARA S R R e e e, E m e a EN 


(QD Fr KrK. (2) ID= bargan. 
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8. EAAS OOR TARN ERRAI RR HE RTT 
A, Orat, 


(D jt - [zl — ut. (2 rosie lerap 


(DFD = re, ll, 


" 
4. WB Ti Emt P. 一 ` (a, costr + 5, ain En B5 (8 se H Sg e eh 
&-0 


是 三 前 多项式 P.) 
5. QE EE foc c sgXdH 证 明 : 
Q) dif (—2 —fG) if ir 2) - — f6), MA e FG) 9 PE vp HE ER RE 


fo = Das eos On — 112. 


nci 
(2) Xi f(—D-——fu0 83 J0—0-f£o), WERTE FO [iofü rn S t 
是 


eo 


f =D asin (28 — ] z. 


a-i 
eg AR FOA m, l, WEA: 
Y, Pree a n1, fis Ma 0 
(2) HVa€[— rx, xi, 有 Fr) Hl] db 
其 中 a, D, 都 是 函数 fz) 的 传 立时 系数 . 
4 * " » 
7， 证 明 : RRA FG TEIL — e, 1L BAS HL aus bi EUR C GO IE 
BIA Bic, 则 YEN, ARR 


n 
z 
(TD S. iG Ds 
无 =1 


-| 


AT 
Xo. 


Cfi). 
(2) G+ DI eiD SF Lf ts. 
n-i 


后 着 称 为 内 塞 尔 ? 不 等 式 ，( 寓 东 : 还 明 (1), 讨论 积分 | 
参见 练习 题 8.4 第 6 通 的 (4)) 


D DL (Bessel, 1784—1846) HAE FK. 
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* 
Gd 


WEES — Sn dr, 


8. 证 明 : EBRE OAT — r, n ELE, 


T, (a) 一 学 十 >= (d, eos Er + B,sin£Ez), 


k=1 


EJH As Ai Ba =l, 2, an) EA O S RS, Aei 


7 一 | [ST ade 
取 最 小 信 . 


2. 
fo, ps iae dz 
+ EI to) = S" tesa. 
n=1 
10. WES,CO = 也 + 了 coskr, So) - 


k=l 


oa Sg) ES, GOD re TED, 


n+l 
pl X 
1 fs 2 
-H = . 
证 明 0D eC EGTA "m 
2 


{2) r c.p) dz mr, 


(D dup (Oarseval 18861—1942) ARRS. 


T B3; FRR fr) 的 傅立叶 级 数 在 区 间 [ 一 x n] — EC DICT OR IHR 
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BTE SERRATA 


e COREEA AA AEE 1288 E D: 
数 ( 两 个 不 两 个 以 上 自 变 且 的 函数 } 上 来 ， 并 上线 有 些 野 念 和 定理 尚 
可 得 到 进一步 的 恬 展 ， 这 种 推广 ， 从 数学 角度 来 看 ， 不 仅 是 可 能 
的 , 从 实际 应 用 来 说 , 出 是 必 震 的 .尽管 多 元 函数 的 微分 学 与 一 殉 
函数 的 微分 学 有 许多 共 间 点 ,但 是 二 者 之 间 也 有 一 些 差 异 之 处 . 这 
些 差 异 主要 是 由 多 元 消 数 是 “多 元 "这 一 特殊 性 产 汪 的 ， 因 此， 读 
者 学 习 多 元 函数 的 微分 学 ,经常 要 将 所 学 的 概念 ,定理 以 及 处 理 问 
题 的 户 法 与 一 元 函数 的 微分 学 中 的 相应 概念 定理 以 及 处 理 问 题 
的 方法 进行 分 析 和 对 比 ， 这 样 ,一 方面 有 助 于 理解 和 掌握 多 元 隔 
数 微分 学 的 丹 念 ,定理 和 计算 方法 ; 另 一 方面 岂 有 助 于 复习 和 和 丽 圈 
已 学 过 的 一 元 函数 微分 学 中 相应 的 知识 , 

本 人 草 名 日 多 元 孙 数 微分 学， 但 在 氢 述 上 者 主 要 是 二 元 畏 数 的 
微分 学 ， 这 是 因为 , 由 一 元 函数 到 二 元 函数 , 单 与 多 的 共 异 已 能 充 
分 显 馈 漠 来 。 而 二 元 ,三 元 以 至 一 般 的 元 国 数 之 间 ,; 只 有 形式 上 
的 不 同 ,没有 本 质 上 的 区 别 ， 突 出 二 元 函数 脱 能 使 书写 简 侯 ,形象 
EN, 又 能 反映 出 “多 元 "的 特点 ， 


$10.1. $ 7L H X 


一 、 平 面 点 集 
将 有 序 实数 对 (xz, 的 集合 , 即 
(G2, 4) IER, yeeR}, 
称 为 二 维 空间 , xe Roc RER Er -AAEE bA 
对 应 着 绕 标 平面 [一 个 点 PCa,6); 反之 ， 坐 标 平面 上 任意 一 个 点 
P(a, 所 都 对 应 着 一 个 有 序 前 实数 对 (ce 六， 即 二 维 空 间 R7 iode bs 
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平面 的 所 有 点 一 一 对 应 ， 因 此 ， 我 们 对 二 维 空间 肥 * 的 有 序 实 数 
对 与 坐标 平面 的 点 下 加 区 别 ， 例 如 ， 将 二 维 空间 民 * 的 子 集 说 成 
XX B Pirey) 5 Pray R 的 任意 二 点 , 非 负 数 
A/ (n, — 4)! F QGi- 325, 
称 为 点 Pi 5 P. HEM, RLP Pl. 

不 难 证 明 ; 对 R^ 的 任意 三 点 PoPa Pa 它们 之 间 的 距离 满足 

AURORA, HI 
01 [PiP <] PPa] -H IPS PI. 

—3E PR HRS AE BR AESCAESER 的 子 集 ， 一般 情况 是 区 间 。. 区 
闻 分 为 开 区 前 与 例 区 闻 . 虽然 开 区 间 与 用 区 间 仅 相差 两 个 端点 ,但 
是 它 对 讨论 函数 性 质 有 很 大 影响 ,因此 这 种 区 分 是 十 分 必要 的 . 同 
样 ,对 多 元 函数 也 有 类 似 的 问题 ， 为 了 讨论 多 元 函数 的 性 质 , 有 必 
要 把 数 直 线 上 的 “ 开 ”,“ 闭 ”概念 推广 到 平面 点 集 上 来 . 

不 难看 到 , FKA 总 或 闭 区 间 ELa, 8] 内 (两 个 端点 4 与 8 
除外 任意 一 点 x, BERET r(rgER SE XD a Pb, 7 越 小 ) 邻 域 
(rrt tr), dE(r—r,zd-rT)C(a,b). ERREKA 加 或 闭 区 
间 [La,58] 内 任意 二 点 的 线段 都 属于 开 区 间 (4,3) 或 闭 区 间 [a; 5 ]. 开 
区 闻 (a， 站 或 闭 区 间 La， 总 的 两 个 端点 2 与 5 EEA m, 
a v) (b —r, 6 v) B CR RTT CIR] Co, 02, AE CE REPRE 
ib inICa, b T. 

XX UAA Pia, b) 2 SEES 720 AEM LET S BU 5 


, y), RH Doc 
(2,4) | (2—8)* 3: (Q1 702^ n] 
称 为 点 P(a, b) ff e ORREO SERE, 表 为 了 IPT， 以 点 Po b) Ayd 


B 2v 为 边 长 的 正方 形 内 的 所 有 点 (7。 幻 , 即 
(| 


+. Iji- 


RA PCa bol e H8) Gd, AAUP, 0). 

iX PS [OR bi ELE E SX SI I. 

没有 本 质 的 区 别 、， 这 是 因为 以 虚 

忆 为 心 的 贺 形 邻 域 内 总 存在 以 点 

P p 1935 JEU px ce ge S8 Gm 

图 10. 1)， 以 后 所 说 的 “成 了 的 

7? 邻 域 "， 可 以 是 同形 邻 域 ,也 可 

LA: 75 1E S 图 10.1 

EA P(a, b) B v 4| IR UCP ro rh dob P, 即 点 集 

(GG, g) | OA (z —a)? 3 (y — b)? ez) 

3k {Cr gral «n, ym bj r, Gs gh Ca b)] 


REA PU) r Abi AOP, D. APR ERRER 
E r h, ARRP E bR e OU CP), 

EN BERRRPRAR PETHE- A, 

1l dPde0,4 UCPQP)CCE, MEP EE HAAGA 10.2. 
(4)), 


(a) (5) (c) 
B 10.2 
2, 48 Yr>0, BR UP, T RBETEPRCF. EUR SOR RT, 
则 称 点 于是 五 的 界 点 (如 图 10.2(8)), ERARA HQ 点 集 
合 , Eco E POR. 
132 


3. 3b 3120, HECU, D), Wifi 已 是 有 界 集 〈 如 图 10.2 
Ce), 其中 品 是 坐标 原点 ， 反 之 , 称 百 是 无 界 集 . 

EUH 

1) E= (Gr, | 十 之 1， 好 吾 是 以 原 成 为 心 的 单 伞 贺 内 
部 的 所 有 点 ， 百 的 任意 点 都 是 百 的 内 点 。、 单 位 回 周 2 二 六 =1 上 
ay dE E R. SE tyl E EguuhYe, WA. E 
ACH ALS, 

2) F= ((z,y)[z*- y* 221) 由 五 是 以 原 虚 为 心 的 单位 国 和 单 
位 加 局 外 部 的 所 有 点 、 单 位 圆 外 部 任意 点 都 是 王 的 内 点 单位 贺 
Wz'-y—1 上 的 点 都 是 五 的 界 虞 ， 单 位 图 周 x* 十 9 —14b Fits 
DR. 显然 ,五 是 无 界 集 . 

D G— ((z,y)l ca^ g^ 4), BUG EARRA FED 
是 1 与 2 的 圆周 和 这 两 个 贺 周 之 间 的 圆 环 内 部 所 有 点 。 环 内 部 的 
ERARE MAA HA rty =l 与 天 十 拓 一 4 是 如 的 边 
Jt. 显然 ,人 是 有 界 集 . 

4) H — ((z, y) |z€ R, y >0}, MEERE z 轴 的 上 半 平 面 
的 所 有 点 ， 上 学 平 断 中 仔 意 点 都 是 吾 的 内 点 . 工 加 是 五 的 边界 . 
显然 , 吾 是 无 界 

由 此 可 见 ， 一 个 点 集 的 内 点 凯 属 玉 它 ， 一 个 点 集 的 界 点 可 能 
B&- T: ^5 Chr 2) fü 3)), Me fe IR T CR. 和 0). 

XX 设 五 是 坐标 平面 点 集 . 

1， 若 五 的 任意 点 都 是 它 的 内 点 ， 并 县 轧 内 任意 两 点 都 能 用 
AF E yp iE BUE CRI 吾 是 连通 的 ), 则 称 点 集 召 是 开 区 域 . 

(2 车 吾 是 斤 区 域 添 加 它 的 边界 , 则 称 召 是 闭 区 域 . 
^ da EXE 10 5 ORENA, DA DREA RC, 

外 此 可 见 ， 坐 标 平 面 上 的 开 区 域 与 闲 芭 域 是 数 直线 上 开 区 疝 
与 闭 芝 间 的 推广 ， 今 后 ， 如 时 不 涡 要 指 册 区 域 的 开 闭 狂 或 区 域 的 
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开 闭 性 比较 明显 , 就 简称 为 区 域 . 

XX 设 豆 是 有 办 区 域 。 正 数 

sup(| P,— Pa] | Pi, P;C E) 
Py m E MES, C, B) 
d(E) -sup(iP,—P.! [P,, P, E). 

su, Mii Rin eA fe. EER h AIE CES 
线 的 长 , 

以 上 关于 至 标 平 而 点 集 舶 … 路 概念 不 难 推广 到 一 般 铺 况 ， 将 
n 个 有 序 实 数组 (zx, 22 x) B8 RS BI 

{rs a es Ka) riER, k=1,2,.., n); 

i n RE, EAR, EEA n ACH OE En Gn. zuo, 
ta) 也 称 为 二 维 空间 揭 一 个 点 P, RA PCE Eats m0, XB 
g,(k —1,2,-, DRAA PRSE KP Sei, 

R'GBIEREBRIS PG za m2 53 QGuo Fo cs ZZ 间 的 中 
离 表 为 |P 一 8@1, 定义 

| " 


P—- [全 (rs 一 加 ) 
IP=- y 


k 
可 以 证 明 , 及 ”中 的 距离 具有 下 列 性 质 ; 
D |P—Qiz06, |P—-Qi c0 P-Q, Bn 
Xe—= Yr k= 1,2, fH. 
2) |P—Qi-|Q—P|. 
3) R^ 中 任意 三 点 Py Ps Ps 有 三 角 不 等 式 
[Pi Pa| SiP Pal + [PiP]. 
AT R” 中 的 距离 ,可 定义 点 PG x70) A ri UOP, 
7), HI 
UCP, r)={Q] P-Q] cr, QER”. 
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CET LETT NEA NA LEX AI EI ET 
区 域 和 有 界 区 域 。 我 们 常 将 三 维 空间 中 的 区 域 称 为 体 . 

二 、 坐 标 平面 的 连续 性 K 

为 了 建立 一 元 范 数 极限 与 连续 的 理论 基础 ， 我 们 曾 用 几 个 形 
式 上 不 同 的 竺 价 定理 描述 了 R 或 数 直线 的 连续 性 ， 如 闭 区 间 矢 
定理 , 确 界定 理 , 有 限 巴 盖 定 理 与 到 点 定理 等 ， 同 样 ， 为 了 讨论 二 
元 函数 的 极限 与 连续 , 需要 将 数 直 线 的 连续 性 推广 到 二 维 空间 Rs 
或 坐标 平面 上 来 ， 

定理 1. 〈 闭 矩形 套 定 理 ) ” 设 坐 标 平 面 上 H A AED EX ERI 
(D,), 其 中 VnEN， 

D,— ((x,g) la.sirb,, e,xcy x d.). 

dE ARE TIL, RP A Hs 

1) D,OD,o2---5D,5-:5 

2) limd (D) - lims/ ta) F (4, 0)" 0, - 


则 坐标 平面 上 存在 唯一 一 点 疡 属 
FE 章 一 个 用 矩形 区 域 D。( 如 
图 19. 3). | 
证 明 由 条 件 1), YEN, A 
[Lass 5, ] 3 85:1, pt]. 
由 条 件 2), 有 机 5 z 
lim (b, —4,) —0, 图 10.3 
根据 $4.1 PHIDCIRISE E RB, dETESE-—— 4 to VEN, H reas 
b, ]. 
同 理 可 证 , 存在 瞧 一 一 个 go, YEN, 有 ge Cou dsJ。 因 此 ,在 
坐标 平面 上 存在 唯一 一 点 Pin gy.) 属于 任意 一 个 闲 给 形 区 域 
De I] 


EX Ver EH uERDEAR GG (S). S VPCE, 
(SI 中 至 少 存在 一 个 区 域 @， 使 PEG， 称 区 域 集合 LS1 MEAE 
E. 

定理 2. (GREAD 者 坐标 平面 上 上 开 区 域 集 合 {S} 覆盖 
HRW D, MS 中 在 在 有 限 个 开 区 域 也 覆 诊 已 | 

证 靶 “ 用 友和 证 靶 BRARED 不 能 用 {S} 中 任意 有 限 
EERIE, 就 说 D'RECRCH REOR. DO DNI, 所 以 存在 
一 个 用 下 方形 R, DCR, 通过 R 的 中 点 将 闲 正 方形 RR 分 成 
四 个 相 和 车 的 正方 形 ， 其 中 到 少 广 一 个 闭 正 方形 所 包含 的 TE 
D 没 有 有 限 覆 盖 ， 如 此 号 续 进 行 下 去 , 应 用 闭 区 域 套 定理 ,将 得 到 

证 明 用 及 证 法 ”假设 有 界 闭 区 域 人 没有 有 限 覆 闵 ， 因 为 DP 
有 界 , 所 以 存在 一 个 闭 正方 形 Am, HODCR. EREDE A 的 一 
边 长 是 1 R 的 直径 2( 访 ) 二 ~ 21， 通过 附 正 方形 R 的 中 点 将 
R, 分 成 四 个 入 等 的 正方 形 , 其 中 至 少 有 一 个 闲 正 方形 R Rag D 


(s CIE TJ D BARRAS, 0) 1， 再 通过 闭 正 方 
形 有 的 中 点 将 Rs 分 成 四 个 相等 的 正方 形 , 其 中 至 少 有 一 个 闭 正 方 
JE B Bio DIS CIERO Te Do f E, Jn XERUUL 
d, EFIE HE DOR I Ut) , 它 满足 下 列 条 件 : 

VE 


1) &2R,2-5R 5-5 2) limd( ,) limo 4-0. 


4^ R PREA DIS GIESO TF 3E Dio CHEER DES. REEE 
lCHABTE BUE FD , 存在 唯一 一 点 PERO -1,2,-). 

FREUEN PED. ARL ik. BOXE PD. WA Di H E i, 
PEA P ETE D ARGIT D A R Ir>0, WR UP, v) 
PUE DMR H2. «352 XM, A EOS) r. 已 知 PER, 

. J36 


Aat E,CU(P,r), ARA R 不 包含 卫 的 点 ， 这 与 R, 也 含 D 的 
{ 非 空 ) 子 集 D, FA. F, PED. 

由 于 PED, 由 已 知 条件, {8} 中 至 少 存在 一 个 开 区 域 @, 使 PE 
G, 妈 P 卫 是 站 的 内 点 ,也 就 是 36>>0, 合 VUP,6) CO. HH 2), Ma 
充分 大 时， 有 É,CUCP,0)CG. 一 方面， QA R, mte DS 
FE 空 ) 子 集 D... ARBRAR Bi, Dai MEUS 中 一 个 开 
Ki GamE. X8. 0 

定义 设 召 是 坐标 平面 点 集 ， 已 是 一 个 点 (点 已 可 以 属于 E, 
BALADAT E). SP Vrl0, WEU, RGA EXIRET 
BR Wf PERE E uem 

TOR, P RRR EMEN, UP, NED. 

定理 3 (RARD ”坐标 平面 上 有 界 无 限 点 集 召 至 少 有 一 
T3ÀX 8. 

证 明 CLAU EAR, 则 存在 有 界 前 区 瑾 D, f EC. D. 

AEI ir Ega R, R YPED,P dE E 5X. 从 
V3r»70, 邻 域 U(P, r ESER E Bu Ge PEE, MUC, 
TR)A ERR P; Xi PARE, MUO, roS EMA. TE, FE 
域 集 

(UP, rp) | PE D) 

BOR BIN D. BUB NEUES ERA EEG 
| {U (Pr, Pp I IE=1, 2,.., 2) 
AO SH RHIDOBR D, 从 而 也 有 覆盖 辟 Aa EEE SAR 
限 ) 个 点 , 与 已 知 条 件 了 矛盾 站 

定义 ” 设 坐 标 平面 上 硼 点 列 {P}. 若 IPER, Ve0, INE 
N,Vn—N,f 


| P,— Pol «e, 
BU BR ERA] CP.) TEE IR ERE Sce SE, 极限 是 已 下 为 
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limP,—P, 或 P,—P.(n—co). 
n 


AXI EB tb 8] Fl SE E Ez. RA AN] {Pnl aas bn)} 与 点 Pof as, 


ba). 
引 理 lim P,(a,, b,) = Pollo, b.) > limga, = d; Ei lim b= bo 
Tee PENA nos 


证 明 B YEN, 
P, —Po| =v (an ao) F (baba). 
TÀ, 1a, —as| x | P,— Pa] x ]a,— 9| + jbs — bol, 
lbn bo] «| P, —Ps| x [e,— 09] + i05 — bol. 
由 这 两 个 不 等 式 , 引 理 得 证 . 口 
因为 点 列 收敛 笔 价 于 点 列 的 每 个 同名 坐标 数列 收 敏 ， 所 以 点 
列 收 伍 也 有 相应 的 柯 西 收 北 准则 
定理 4. CORPER SEEN) HA P Ua e 
Vez-0, INEN, Yn,m>N, 有 | P,— P, | xg. 
WE JI SESS. 
EN PARTAP REN AR, BIER EAD P.I. 
EN IRER EK HARAP, {ns} 是 自然 数 集 NN 的 无 限 
TE,Houuemm ame 则 称 点 到 {Pm} 是 点 到 {Ps 的 手 虚 
到 , 也 简称 子 列 . 
定理 5. (致密 性 定理 ) ARAA) FERRAN, 
证 明 W(P.Q,b) EAR AM ER, (a. ib Ahe A 
FTAA, HE $4.1 定理 5 ， 数 列 {es) fru SEU T yd (e, X 
lima, —a» ERU (b,) 也 是 有 界 数列 再 根据 84. 1 定理 5 ， 


(0,, Hb fec fS T- RI (5, 设 limb, — bo. PE ARAI 


(P) Text e a f c gl Oui IN 
以 上 定理 1,2, 3, 4,5 Tae ius — HE f] 民 * 或 坐 pj mii 
= I38 = 


续 仁 ， 撒 述 实数 集 肝 的 连续 性 还 有 确 界定 理 和 单 调 有 界 数列 存 
在 极限 定理 。 因 为 这 两 个 定理 的 共同 基础 是 实数 集 的 有 序 性 ， 而 
二 维 空 间 RO 没有 定义 有 序 实 数 对 集合 的 序 ， 所 以 在 二 维 空间 R 
中 设 有 与 这 两 个 定理 相应 的 定理 ， 

=, SRAME 

-THERE TER RA AER. SERRE 
描述 了 多 个 变量 与 实数 之 间 的 对 应 关系 .例如 ; 

例 1， 物 体 运动 的 动能 环 与 物体 的 质量 和 和 和 运动 的 速度 两 
个 量 联系 着 ， 对 尾音 有 序 对 (my oz 都 对 应 着 唯一 一 个 动能 夏 - 已 
知 它 们 之 间 的 对 点 关系 是 


W= jue. 


例 2， 长 方 体 的 体积 了 与 长 方 体 的 长 m du 及 高 z 三 个 量 
联系 着 . 对 任 意 有 序数 组 (x, y, 2) (2770,92 0,2220). 都 对 应 着 唯 
一 一 个 长 方 体 的 体积 -已 知 它们 之 间 的 对 应 关系 是 

V =g 

例 3， 教 宝 内 一 点 P 的 温度 与 点 P 在 三 维 空 间 的 坐标 
(2,9, 2) ;以 及 时 间 6 联系 着 ,对 任意 有 序 四 数组 (x,9, z, 引 都 对 应 
着 唯一 一 个 温度 了 TT， 设 它们 之 间 的 对 应 关系 是 

T--T(z,y,z,i). . 

上 述 三 例 都 是 多 元 函数 韵 实例 ， 抽 去 它们 的 物理 和 几何 意 
文 , 仅 保 留 它们 的 数量 关系 , 则 它们 有 一 个 共性 ， 这 就 是 多 元 函数 
的 概念 | 

定义 设 4 是 有 维 空间 R 的 非 空子 集 , 若 存在 对 应 关系 
对 4 中 任意 点 了 (zi, zw…yzn)， 按 照 对 应 关系 万 对 应 唯一 一 个 
yCR, 则 称 对 应 关系 了 是 定义 在 A EO n 元 函数 , 表 为 

mm J:A—R. 
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点 五 对 占 的 数 v, TROU ERE P fr P ARA, 表 为 
y—f(P) 或 g—fGurs0 
B ARDAS F 的 定义 域 ， 隙 数值 的 倚 Ai ORR 了 HER, 
RA 
fiD-i(rg-fiP,rcA cR. 

E n ARARA nep ERE sm. BIRETE. (4 
定 一 个 函数 ,没有 特别 指明 它 的 定义 域 , SETA OD E f xt XC EAE f T 
计数 有 意义 的 点 的 集合 , -~… 般 可 由 涵 数 解析 式 确定 . 

与 一 元 国 数 相 同 , 我 们 约定 将 n oci FEAR, RA 

=f) 或 g—fGn, 27,21. 

根据 多 元 蝴 数 概念 ,不 难看 到 ， 上 述 的 例 1，、 例 2 和 例 3 分 别 
是 二 无 国 数 、 三 元 果 数 和 四 元 国 数 ， 二 元 和 一 元 以 于 的 国 数 统称 
ISTAR. 

注 函数 #8= 了 (P), PER, d fj ER PBSERÉE, (Fired. 
ALFRC RSRE ZR ES— RARER E Hsu P Su Ux jab fry fe 
数 无 其、 因此 点 疼 娄 形式 简单 ， 芝 具有 一 般 性 ， 对 点 p Myc 
f( 户 ) 得 到 的 论断 , 对 ?在 任意 维 空 间 都 成 立 ， 有 了 时 为 了 书写 简单 ， 

1 


18] 4. RAR FCs, y, 2) ATL IQQ 的 定义 域 


解 ” 因 为 函数 值 是 实数 ,分 县 不 能 为 0， 所 以 m, gs cz BARE 
不 等 式 


1—a?—9?—z*0 或 Heel, 
即 随 数 的 定义 域 是 原点 发 心 的 单位 球 内 的 所 韦 点 . 
£35. RAR He, 3) 1n (2! Eg! —1) 十 AAA3 一 站 一 六 的 定 习 
域 ， 
SE k ln(x? 十 六 1) 的 定义 域 是 
E 140 . 


zi-.y?-— 170 ge lar Hy 
E Bt /2— £1 — y? 的 定义 域 是 
2—2z—63)20 或 kr. 
它们 的 公共 部 分 是 1a ty a, R Fx, g) 的 定义 域 是 以 原 
点 为 心 ,半径 分 别 是 1 与 V2 的 环形 过 域 G， 贺 周 r+ = 不 属 
FER G, 圆周 x 十 亚 一 2 属于 区 域 G. 

二 元 函数 在 三 维 空 间 的 儿 何 图 象 ， 

设 二 元 蝴 数 z 二 J(x，#) 定义 域 是 区 域 D，Y(x， 站 ED 对 应 
nE——-^4- z—f(x, y), Mmi fE — 3E zs R? p 定 唯 一 一 点 
P[s,y,f(v,y)]. JE 

{Pla y, z) | (z, y) ED, z= f(r, 2) 
称 为 函数 2 — f(x, i) BUER SR. 我 们 经 常 遇 到 的 二 元 菌 数 z— fn, y) 
的 图 象 绝 大 多 数 都 是 三 维 空 间 的 曲面 ， 例 如 ， 由 空间 解析 几何 
|l; z=az 十 By 十 c 是 定义 在 RO 的 平面 ; # 二 1 一 2 一重 是 定义 
存单 位 圆 2? -- y^ 1 的 上 半球 面 ,如 图 10. 4; z= 十 六 是 定义 在 
R RAA TAJ D I E BS US iii, 如 图 10. 5. 


图 10.4 


n5 — AE zx iR] — HES, Ffr DERESE S E TF— 
7, Wi ih ip S E TATA z= 二 f(x, 办 .曲面 8S 在 2 于 而 的 
-Ite 


t 


当 函 数 的 自 变量 个 数 #2>2 B3, m WARA N 865 JL f8f EST 


象 ， 习惯 上 也 把 三 维 空间 的 L 何 语言 应 用 到 维 空 间 ， 例 即 ， 


(z—a)'--(y—b)* 4-(z—e)'sg 
是 R? epp di&a, b, c) DEL R A PAARE, 也 称 


(x,—a,)^« R* 
b-l 


Æ R" 中 以 点 (et ez 7) ADEL E AE RERE, 
2: Plin, 
ar+by+ez=d (a,b,c,d dE MEO) 
Æ R" 中 的 平面 ,也 称 


Mlas—b 《ar es an 是 常数 ) 
b=i 
是 R" 中 的 平面 . 


练习 zE 10.1 


1. 描 给 下 列 平面 区 域 ， 并 指出 它 是 开 区 战 、 闭 区 域 、 有 界 芝 城 ， 
Ki: 

(OD tap egyh (2) dae pal 

G) iay, syl lh, (D (Gn | |x ga ET 

(5) fog lel + Ig, (69 (Gi | Ix] Hg D. 


2 CE EA E ES SE 的 图 象 , 并 指出 筷 是 开 区 域 迁 是 财 区 域 : 
D K= yp 的 

(2) y—(G gn I E een 

(3) Vot(,g, x) | rat mat inp), 

(0 Vit, y, 2 zd atu, 242), 
CHIALEZCUEPIBEEIEDTIEHEIE 


x5 


3. WEN: A PREE SERATE PRT RR, EDD, Em P 


* 142» 


T6) 25 3E £E5 f AA o dp TE às P is op 2 4538. 
4. WEBH: BORED ge— p DE) 
d(D) -supii P—Q! | PED, QED} 
XR ER d 
, 5. TRAE PUE SE THEE DSA E Bc ET: 
"£D E— (2,3) J0cz?- Eg? 1), 
(2) E— (tr, r0 l0-cr t 0 recl,m, 二 rs 是 有 理 数 }， 


(3) E -A( o Ljan. 
(4) E={im m [ m, 2 0A) 


6， 证 明 : ALPIRHERAREDUN He Vr-0, UP, nEzZg. 
7 证明 : 车 点 卫 是 集合 了 的 谷 点 ;但 不 是 集合 百 的 内 点 , 则 点 卫 是 集合 
EPA. 
(B WES]: ARPER OD 的 meg, Hu JiPQp, VaN, PD, dp 


tim, - P. 
3， 求 下 列国 数 的 定 芯 域 : 
1 
= z= In({—2y), 
(D z Va y Iy? (2) nid zy) 
(3) 23= 4- areto gy, (4) UN Az! 
(5) z—/ zd dg, (6) 2—v sin (z* -y*), 


C) 三 第 形 三 边 长 分 别 是 z y, z, (ín x-d a. D u2p, MZ AE R 
A I pO) ipa Gt y B. 

10. SRF FBA Rc (E GE A FO e C: 

D Efa pwt, kf(I3) S fQ-D. 


D mfep-U, RIED fon». Hi, i} 


2rg 
for jn - m ECT )N 


TES: fen PF)-s-sofGa. 
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12. ghis P Füpr rhon i: 


(Q) zs Ir (2) e- E X, 
(3) g-is? yt, (4) = 
roga? 
5) z—— -L. 
(5) ag? bt 
* * * + 


13， 在 定理 2 B, Wn RHR DHUR TOTZ D EERIE D, 
TA ZA PES PAIRE PIAM EnS RER RaSh 定理 2 
AIR Y, 举例 和 祝 明 . 

i4. HAER E GERE IEH] WEA GER, 

15. HEDE 4 faf Ai r D. 


§ 10. 2， 二 元 函数 的 极限 与 连续 
一 ， 二 元 酒 数 的 极限 
与 一 -元 顽 数 极限 半 似 , 可 定义 多 元 函数 FPP) 的 极限 ， 
EA Wei FO de pc D HAER, Py i D SE 点 ， 若 3.1 
CR, Vez-0, 307-0, VPC D; Oc | P— P, 6 (i, PEUCPS 6)), 有 
|fCP) — A| «ce, 
Wi Sk p 3x 了 (CP)C 关 于 区 域 四 在 点 Po FERR RRE A, EDS 
lim f(P) «A 
PPa 
如 果 SPRETT UR Er, 3EJH 5E b o, BI PG, y), Polen go), 
MACETA f(x, y) ER PoGo yo 的 极限 4 就 是 5 用 方形 去 
iD 588): 
Vem90, 3870, V(z,5)€D; [s-z] <8, ly— nls, H 
Cr, 的 天 (zy Yo), A 
Uf (2, 30 — A| e, 
也 表 为 limf(g)-A W dim f(r y) =A. 


Ly EN g? 
gun 


注 “Jenlai, jyy A, HGgo s Gro 07. RR 
Da e E 


Polio 4 BUE T6 Ao HR. — BOR VL, uc — E ER ILE Iz 
JOBS LEE D. 当然 这 里 也 可 用 点 Pelto 29). 的 IUE 
AOIR, OAN er) U e) 0. "AOT XB. PR EK 
f(x,9) 在 点 Potzny 9o [ER ER. "SER C Fn, DER Palto yo fH) H 
UER. 

Dii. iH]. lim (375 - 2) — 14. 


证 明 限定 bozas 与 jy 一 1| «10& ó— D, 
[z--2] 5 [r— 2 A| xz |a — 2| 4- 45. 
| 32? —25) —14| = 133*— 12 -+ 2g — 2| 
x3|z-2||z—2|] -2]g—1] «15]2—2]-- 2] 9—1] 
«15C]z—2| t ig—11). 
Ye> 0, 要 使 不 等 式 | 
| (3? 232-—14| «5(Iz—2] + ty lle 


RY. jt ó- mind 3,11. FÆ, Yel, 36—min| 5,1120, 


Yag): 1z—2| <å, |y—1] <å, E.(2, 327 (2, 1) 有 
| C3zx?-- 230 —14| L8, 
ap Him(3z* +28) — 14. 


yl 
182. 证 明 : RUE 
int sin 工 
fe n- E 
9, zy—0. (z, y) A (0,0) 
在 原点 人, OD B CER, AE 0 
证 明 
TuS "S 
gena [mtm >» 03970, 
9, rg —0. 
.145> 


下 面 分 两 种 情况 讨论 ， Ve. 
1) zg—0, (2,9)26(0,00.. EAR, VOL 0, V(z, y): [e] <å 与 
FIL SE: 
lf 5, y) —9| 26s. 


-G,V y): lel 5| gl cà, 


2) ayz-0. 38= T 


fr, 30 —0| — jsin ysin zl 


1 ! H : I 1 H 
glej sind +lyi demi 
Slr- fy] «26—e. 
于 是 ,Ye>0, J= 250, V(z,y): 1x|<6 与 1y1 o, B. 


(2, y255 (0, 0), 
HfG,4)—0| «e, 
即 函 数 f Cn, p ERACO, ORRE O. 
注 EDU HH, ECCO, OHTA T ERE Pn) lys S0, 但 
ETE SO, 0) D ER dE E BEUR. 
VERRE fn, DTE Poo, yo a A EA U (P) AEN. R 
35 — SC ERR BR PRLOE XN TEES, AAM Ox) 在 点 Pero, Vo) 
存在 极限 , 设 
limf(s, 9)—4A, 


Y E n 


出动 点 (2, 幻 洛 任 意 〈 注 意 * 任 意 " 二 字 ) 一 条 曲线 (或 点 列 ) 无 限 
ETAP o 99, DILER RS Go) AIETE IB H HERES Bo A. 
反之 , 动 点 P Ge, gp) EAE PS A n ad 9 E £x C AID JG REETA 
Py(ro, Wo, DIAR f Gr, y) I bed ig ER”, Me XC fr, 9) 
在 点 Pito, go) AER. 
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Bi3. 证明: cA ER fm D — M (Gv C, 0)) 在 原点 


(0, OA fe TENURE, 
WA SAA Py) E ER [CLIUEUPE aVR 
HFEA, OR, RIR aE 0, Bit 
limf(z,0)-0 与 limf(0, y) —0. 
当 动 点 P Cr, p TOCEDIS EIE (0, 00 f 649 2x 9 — 5 无限 趋 近 
T JR ER CO, Oh, A CE y HR, 27) 


iy 


limf(z, z*) -im ar- 去 
于 是 , 函数 f(z, pp ERAO, 0 不 存在 极限 . 

一 元 图 数 FORK TE ETC (to, 一 cco) 的 极限 
AWEZA. SMit, ZEAR STG, pe 有 各 种 业 型 点 (z, IDEE 
无 穷 的 级 限 和 无 穷 天 ， 我 们 可 仿照 一 元 盟 数 自 变 量 趋 干 无 穷 的 根 
限 和 无 穷 大 的 定义 , 写 出 下 剂 符 号 的 定义 ; 

lim f(s, y) = A&S YE, 3B>0 tj 6-0, V(z,g)ix— B 5 


Fy 


ly— 3416,78 
I fév, 90 — A| e. 
lim f(z, y) — —c0«— VCT0, dB0, Yir, y) r—B 与 
raa 
y- B," 
fü, y) {1 C, 


A46, -RRR RE TRIR EA DEERE BUR 
保 序 性 , 四 则 和 运算, 柯 西 收敛 准则 等 证明 方 莫 与 一 元 函数 极限 证 
法 相同 , 从 路 . 

上 述 的 二 元 函数 极限 im f(4, DERNE ER > 与 ?分 别 独 


yy: 
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宣 的 任意 方式 无 限 趋 近 于 xo 与 yo 这样 的 极限 称 为 二 重 极 限 .多 
元 国 数 还 有 一 种 极限 : 

定义 EHra RERO, 函数 Fa D ERR, i 

limf(z, = pg). 
当 yb kh, pa ETETERPR, iE 
limgty) 7 limlimf(z, y) — B, 
则 称 B ABRE Ka 妨 在 点 PC, D) 的 暴 次 极限 ， 同 样 , 可 定义 另 
ARTA 3 CERIS , Bl 
limlimf(z, p -c. 


352, — E ERIR ES UCEREE ZA RUE EE Z XRXRÜE: 一 般 来 说 ， 它 们 之 
(al ARGADOCA. adu 

1， 两 个 累 次 极限 都 存在 , 且 相 等 , 但 是 二 重 极限 可 能 不 存在 - 
An EIE ipu 3 ， 


li Y dmlim 于 

lIilr -—— m Tr 

lintin 4 ty 420 230 TIT g’ 7 
rt 

而 imc Tit 


$20 


2. DERRETE, EST NE UOREUNBSIBETUTÉE. mE 
x& min 2. 


f. 1 . 1 
1 zsin—-L-4gsin— 1-0 
za A y iy 1) » 


1 ] 
limlim| xsin - -L-3 ini) 
而 limlim zsin ysin- 
E limli imf as ai ad ysin a) 
ray 0A x 


BREE. AAY r->0 时 Q 看 作 常 数 )。 sin 寺 不 存在 投 限 ; 当 
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>O 时 G RE RIO, sind TEIM, PURA E UHR 


都 不 存在 

由 此 可 兄 , 一 般 来 席 当 累 次 极限 存在 时 ,不 能 用 黑 次 极限 计算 
TERR. BE, 累 次 级 限 是 连续 两 次 一 元 路 数 指 极限, 而 一 元 国 
数 的 极限 又 是 我 们 所 熟悉 和 的。 海上 比 ， 希 望 特 计算 二 重 极限 化 成 累 
次 极限 ， 即 

nie n mm Jon 

或 limfz, y) — Hmlim f(z, y). 
35Z. dE TT I ARTT PIX XEOrUES 有 下 面 的 定理 : 

定理 1. FA y) 在 点 Pozo, 90) 的 二 重 极限 与 累 次 极 
限 ( 首 先 y do, 其 次 n n) BEI TE, 则 l 


limfí(z,g)—limlim fir, y). 
X-cEü aroy ka 


$35 
WEE 设 limf(z, 0 — 4 与 lmlim f (z, y) =B 只 须 证 明 
A= h, HI Vez-0, d 1B— A| ze. 
HIER EX, vYeL0, 3620, Ying): zrl <i 与 
ly —3o| <å, H Cr, 9) Cr, go 有 
Fir, g) A| «s. (1) 
B RRR, Ve; 0 | z— 2. ] «0, Ulm FG, ) f HE, E 
limf (æ, y) ^e (2). 
从 而 ,有 limlimf (x,y) =limg (2) —B. 


TATON -Y x 
HERRA DRRR O>), 有 
Hmif(z—4|«e Bm IeG)—A[«e. 


ERER lim [p(s)—A| Se, BBIB—Alxe. 0 
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=Z. CORREA E SENE 
ENM ” 设 图 数 PERKE DAEN, H PED, 4 
limf CP) = f (Po), 
HE VeL0,3ó0,VPECD. iPP, <0 PEU Pa 0)), A 
FLP’ — FCP |] «e, 
Wis E dx f (PO dk Po 连续， 
EA (PE Pu 不 连续 , 则 称 Po 是 函数 了 (CP) 的 间断 点 . 
XEM. FR JOER DEAE, MPAA FCP) 
在 区 域 D 连续 . 
zi 大 中 是 二 元 申 数 ,并 用 坐标 表示 , BL P Cr, y), Po Gro, 992, HB 
d. 36H fF On, g) TE A Polio #0) 连续 是 limf Ce, y) —fGs Yo)» 


Ee 
好 (用 方形 邻 域 ) 
Ve220, 0720, V(z, g) C Di [rem] <s, |#— | 0, 有 
Kf Co, 3) — f Cro, 92) | e. 
Plin, 函数 fm, y) = 3a* t 2y 在 (2,1) 连 续 ( 兄 例 1， 事 实 上 ， 
limfG, y)— Jim (32^ +29) —14-—f(2,1). 


ysl Hl 
4 3c XE BE ERI Ros PES PIE 3 — Sc XE ECRIRE. A 
定理 2， 车 函数 (P) 55 9 (P) dE ER, P 连续 , V t 
FP, FPP, IU. — (gio #0) 


g (P) 
在 点 P 都 连续 . 
WEB MER. 
定理 3， 若 的 数 u= (n, y), v= Oi, ER Poto 9o) 连续 ， 
并 且 函 数 fu, 四 在 点 (aoy va) — D Gra, do)» P (xo, yo) 1E Bt, — WE 
合 国 数 fL Cr, 9), b Cr, g) ER Pero, go) 连续 
证 明 TAAS fu, OE E Cuo vo) E EE, BI. Vez- 0, 392-0, 
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Vu, 9): |u—uol «n Siv—vol «nf 
| f Ci, v) — f Cito, 29) | «e. 

XER a= plr, y) 5 o= plr, y) 在 成 Pofzo Vo) 连续 ， 
即 对 上 述 的 220, 3670, V(z,9):1z—2.1 «8 iyli, A 
时 有 

lu wl = IpCu, 8)— oo, 20) | < 
与 [e v| =| Pie, 3) — V Cro, 9o) | m 
TÉ, s jx 一 Xo <ih] yy] <G, 有 


es 


LAE RR AE AREE DAE ERE RE M AERE IR ABER ER 


ov Tl; v9) E86, 

由 复合 函数 fUe(G, 30, Co, p TTE RÀ PoCro, go 连续 D 

定理 4. CREDO AR TOEA PQCD 连续 , 且 所 Po 二 
0, J 3670, VPCUCP,, O (YD, 有 J CP) 7-0. 

证 明 已 知 fCP)TE Po 连续 , 即 zoo — f(P,) 220, 3670, 4 
YPED, |P—P,i—óst VPCU(CGP$4ó0)(|1D,di 

HG») — FCP) | «e =f Po), 

Bp FCPS f Pa) -fG-90. 0 

注 -TRAR oa), 六 ( 妨 可 团 作 是 特殊 的 二 元 晴 数 。 例如， 
g(z) 可 看 作 是 YER, A plr) - FG, y). Mi, —3cE8 Sx plr) 
在 x 连续, 也 就 是 二 元 函数 Fer, g) 在 (ro W0XE SR CV VERO, Bg 

lim F(z, g) -limo(z) 一 $ (zo) =F (zo, Yo). 


Hik, LIE XE xf — 2c 88 cab, BE ESH OTAR. DE, -2A 
$ 


u sin r-4 z?e"J-3 
Fan = gn 
RS zc BC sing, E E a e* 等 在 民 都 是 连续 函数 ， 所 以 它们 都 
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二 元 连续 苑 数 ， 根 据 定理 2 和 定理 3 ,二 元 函数 了 (x, 四 在 使 分 
母 sin (2? 1.37) £0 Bü Cn, D ARE AG, 
O 闭 区 间 上 过 续 苑 数 有 四 个 重要 性 质 。 这 些 性 质 也 可 推广 到 有 
界 闲 区 域 的 多 元 连续 函数 上 米 ， 
定理 5、( 有 界 性 ) FAR f(P) 在 有 界 闭 区 域 D 连续 , 则 函 
数 (PTE DAR UD 3 M>0, YPED, E |f(P) Lc M. 
证 明 EUST I SI QUALIS DE, Do 
VPCD, Je — 1, I8 >0, VQCU(P, ô) ND, A 
HORN IPSEE SEPCOISESECOIESS 


即 国 数 AP) 在 VCP,6p) 门 D 有 界 ， 开 区 域 集 
(UCP,0,) |PC D) 


覆盖 有 办 六 区 域 D. RUE HR DESEE 理 ， 则 开 区 域 集 〈 即 邻 域 集 》 
(U(P, 65) | PED) rp EH MR TP AT BCRC(U (PL, de, ) | E 1,2, 对 
也 覆盖 有 界 闲 区 域 D, 并且 
YQCU(CP,, 65 P VD, EIOS) | 1, 
k1,2,-::7,m. 
^ — M-max(|f(POl If(P210, 7 HÉCP |) 1. 
FE, VQCD, 有 
£69) | « M. 
XXX E, VQC D, FERA UCP,, ôr), E QCUCP,,05, A 
[FO IH Pol tis M. DB 
定理 8. (ME FAR 1(P)7 在 有 界 闭 区 域 只 连续, HER 
数 fOP) dE DRAME m 5 XEM, WIPED, PED, E 
JEP =m, [(P4) - M, B. VPED,R 
ms f(P)«M. 
证 明  MASHDRHECKI[RBUUD3I. 根据 定理 5,0KÀ& (PE 
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D 有 界 ， 设 sup(f(P)IPED) =M. RANEH IPED, 使 (Ps) = 
M. 

HIER. Rit VPCD,QdPfQO- M. UBER, BRE M — CP) 
fr D XE, HL. M —f(P)720, TE, HR E 


1 
d N-—KP) 
在 D 也 连续 根据 定理 5 ,了 C0, YPED, 有 


AM S 


MUREX UG) PED) fS E8857, 矛盾 ， 于 是 , 必 存 在 PED, 
使 IO =M. I] 

定理 7. (MEE FAR flr, DERF HKR D jE, H. 
m 5M 4 BIBE ERE F, y) TE D Po MEUS RC, m Em SM 
T8] Ro CE St Cm MD), 则 3Po(xo, 9))—D, A 

fs #0) 9. 

证 明  dRiEGETROS, HKR FEM EX Pim, y) Palts 
32), 使 
f(x, gi) —m 与 f(x gy) —M. 

Xi m=M, W[g—m =M), BH go—f(Q, y0 GE n— 
fs yd) ERRA, ES 可 之 并 ,分 以 下 三 种 情况 : 

1) 如 果 P(r y B Pi, 加) 者 是 五 的 内 点. 由 区 域 的 定 
X., Pi 与 Ps 可 用 属 干 区 域 吕 的 一 条 折线 工 连接 起 来 . VE TRI 
的 参数 方程 是 

rq), =P), ats. 
Hirig) —(pG), pla), Gu, 92 = (OD P). REE, | 
ESSA elh PEREKRE. ARE, H Epela, polny 
Leg, p] 根据 §3.2 定 理 6, 至少 存在 一 个 to act B, 
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f& fLeCto, $ (101-9. & eO = zs PL) = Yos V] APo (zo, go) 
— (gto), $(19)))€ D, 有 
f(x, gd) — T. 
2) NUR Pin, 905 Pins Ya) 有 一 个 是 有 异 闭 区 域 的 界 
点 . BRP 是 中 的 界 点 中， 征 fles go anfen y). BB 
数 保 号 性 (定理 O0, MEEDA PGy, Eag m. 
于 是 ,了 i 与 P 都 是 也 的 内 点 ;由 1),3Polxo，y0)}ED, 有 
f(2o, 39) — n. 
3) 如 果 Pin, y) Palta 32) 都 是 有 界 闭 区 域 号 的 界 虚 , 加 
样 可 用 ZBSRERRWEBB, O 
定义 ” 设 了 (P) 在 区 域 了 有 定义 ,其 VelL0,3020,VP, Pa 
D, | PiP <å, € 
FPD PD e, 
MPRA fCP) TE D 一 致 连续 . 
定理 8. (HERH FAR SERRAR D YE k, 
UR (PEDR VES. 
证 明 YQED, 已 知 f(P)te M Q Et, HI YeD, 36970, YPE 
UQ, ôa) ND, Æ 


£0 -f(90 <5 
YP P,ED: P,CU(Q, 09) E PC CQ, ôo), 分别 有 
FPD- 与 FPD- 
TR. 
FPD -FPSS | FOD—FODI E LÉGD — OP | e, (2) 
(D AFERZE FRE DR EERE IURI HIT AR ICT DIEI ERE EUR. 


开工 域 加 上 它 的 边界 是 闲 区 域 , 从 闭 区 域 的 定义 ， 直 接 香 不 到 闭 区 域 凸 的 一 个 界 点 和 
一 个 内 点 可 用 属于 五 的 折线 连接 起 来 
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Hil VP, PÆU (Q, Ög) ND, 有 
| CP.) — fCOP9) | <e- 


邻 域 集合 0 (o, 79) oen] act npo D. sse 


Gm, cuum ea] o(o, 2e 


k-1,2, s, n AGE D. 


4 à min Pet, Še t... Sed. 下 面 证 明 ， 这 个 3 就 满足 一 致 连 


RUER, 
X YPu PED, HiP, Pcs AP UE TE n Aep BS 


某 一 个 ， & pien(o., 5o) miP,—Q,i— p. iim AUR 


有 
|P Q] Pe Pl 十 | 瑟 一 -Q| <+? -5t «6e, 


HI P,CU(CQ, 09). 于 是 ,由 (2) 式 ,有 
[FPD — KP xe. tj 


£& 22 NE 10.2 
1. BRBOECOUEBDT IRR: 


(1) lim 2? --3g) —19, (2) im Gg? sin sind 0, 


==? 
F*i r-o 


(3) lim =0. (提示 : 应 用 - 


maig 
2. WEB: d op LP (24-4550) , I 

Wt 与 lim imf i, p =i 
3. REA F p= ci ai ss EH 当 点 (z, p OR XE 厌 点 T EE GRE ÉL 


Eg (gy — inz) R& Ft, td Pc D ETERRA IBMI, ing, RAR 
a 71555 


在 原点 不 存在 极限 . GE füpmbikg-i 上 讨论 ,) 


4. ERAR f p 一 =E UNEEI De (Gr n p] ca) NER 
3c 了 人 有 在 原点 (0,0) ZEER XT DJ. 
5. 证明: lim f (s, $)-—4 (Ez—zxQre0580, g= + rint, e> We 


GE 


S0 i0, Yr Ü«r«có, V8. aban, 有 
|f (2, Hreosð, Yat rsin) — A] «e. 


98. KT ALERT: 
【ID lima ep rg (2) lim Ett, 
^2 | 


(3) lim(-r 4) In(z* +g} (提示 : WUbr—rcosp, g—rsag), 
py-2 


V O-F42*) O63?) T. 


7 号 出 下 列 等 号 的 定义 ， 
(1) lim fin, 3) —À, (2) lim (z, y) = 
iim r3 
(3) lim f(z, y) — 4-65, (4) lim fiz, y) =B. 
pte ita” 
并 证 明 ling, gg + 
re 


8. EH: 车 lim piy) =A, lim $n) 0, HAE Gu, go RR E 


dfs DN pA, N p ie =A g 
yao i tataas Du» 


9. um "E vo Po, T). ft n 且 极 限 limf (Q) $ Himg (Q) 
FE, Hd limj (Q <limg (Q. 
g+ TF 
10. 3K' FIER E Tr HC CE 


ettr I 
(1) In (2? 4-33), (2) riy G ort gn?" 
l 
e» sinzsing 
11. 证 明 ; 函数 
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ME Uy zo i ; hr 
在 原点 (0, 0) 分 别 对 每 个 自 变 显 7 Ry CB —AURHIEEBO OSAR, BEE 
函数 在 原点 (0,0) 却 不 连续 . - 
i2gf 证 明 EA HARRAN m P, 连续 . 
13, RER f(e) 在 [o 5] 连续 可 导 , 定义 
gD 10 1D, (s, DED {Deeb abono 


有 
14， 应 用 致密 性 定理 证 明定 多 5 
IEH: SERKIS C a fn ta e 连续 ， 对 变数 乡 满 足 李 
ERRAI BT V Gg), Gy) EG, 有 
| fie, yo — f(x go LE | y 
HPL RRB MAR ap UA 
16. 证 明 : FAH fir pte R? iik, H. limf (r, 3) — A, Ma f nan 


Pt 


在 R: — iik, 
17. 应 用 数 密 性 定理 证 明定 理 8， 
* * LÀ * 


18. A; WR tm f GO Xp Ee VeL 0,3870, YP P,:0- | PL— P, 
FP>ro 


<å 5 oaj PP ead A l fP ee a EM. 
19. ER: FAR fO, pAn EET y 都 连续 ， 并 对 了 X 
Misit, WERE f, gy) 连续 . 
20. 证 明 : ER fn) YE D= (x, 3D pax AL bag cB) EE, AUC 
到 {pa GO) EE [a, do 1— SEM. EL bo, e B, WU gR e vl 
Pa Qo = f z, Pn (x) ]; n=l, Z y 
Ela, A SUE Si, 


$ 10. 3， 多 元 图 数 微分 法 
、 偏 导数 
我 们 已 经 看 到 ， 一 元 隔 数 的 导数 (或 导 沙 数 ) 是 研究 函数 性 质 
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的 极为 重要 的 工具 ， 同 拌 ， 研 究 多 元 函数 的 性 质 也 需 紧 基 似 于 一 
TAR TENORS. 由 于 多 元 罗 数 的 和 变量 不 正 一 个 ,情况 比 
较 复 杂 ， 不 难 想到 ,可 讨论 多 元 阔 数 分 别 关 十 每 一 个 自 变量 (其 余 
WA ERRE 得 作 和 常数 ;的 导数 ， 这 就 是 本 段 的 篇 导数 ， 

EAL RAR =f, DE CIL DUREE XL. Palro J) JE D ff] 
内 点 .车 3 一 加 (常数 )， 一 元 畏 数 Fr, go) TE ro 可 导 , 即 极限 


lim fein dU fe P (Cat Ar, ue p) 


存在 ， 则 称 此 极限 是 国 数 z— fr. TE Po(zo， 扣 ) 关 于 > 的 偏 导 
KRH 
az! of! 


zl E az | 或 zl Yo), fle yo). 
eT |o V | tzq po 


类 似 地 有 ， E: zc, —-35 ES Xr fn, y) 7E yo 可 导 ， BI 
极限 


lira 
&yüu 


FE, MERRER z= f(x, y) Palto yo) 关 于 # 的 偏 导 
数 , 表 为 
az! of 
2y AME 'gy Urges Wa 
TEES z — FG, y) EKR D 3€ G0, 扎 都 存在 关于 x{ 关 于 y) 
HATA, MERAH = f(x D YEDOR D FERT x( 关 于 办 的 信 
FAR, 也 人 简称 仿 导 数 , EA 


eu 
dz! 


HET pro LEE e) (Gro, got Ag) D) 


p Zy (3g, Yo), fs (ro, go). 


于 或 st. fup. 


(2z, A x ox, PG. ) 


一 般 情 况 ， n 3CER Pt uf, Tys ty zaj 在 点 Qa, Tos tty Zn) 
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SR" 关于 a (81,2, —, "OBS SCIT | ARR 


| -ji f(x, Fst Mey V Hn) — fF Fis se, Tr) 
Jim HEN 
rr ie azQ20 k 


HETE, £ccHUNSR SOEUR STARSET — AM 
自 变量 的 导数 . D RS TARA LIE EET II 
` 则 和 求 导 公 式 进行 . 


: Ju Ju 
H1 iese, K ga! gy 


解 sya y 看 作 常 数 ). 


Sorge (r 看 作 常数 ). 


9(2. uL, ra) TOD EGO. 


or Oy Jz 
Coh ARAIRE, A 
2s duOv — 1. 2(z—a) EN 
Əz br3g — vr? 2-/ (z—a)* + (g—b)*-- (z —e)* 
一 一 和 3 


E Qu — y—b Bu_ z—c 
WA, eign, TUS 


例 3， 理 想 气 坊 方程 是 PV—RTO 是 不 为 0 的 常数 ), 证 明 


ƏP cV eT —— 
eV 2T 2P | 
. _ RT SP RT t 
us à P-U.,4 IL. TUS (TARREI 
RT 2 R 
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PV OY Et 
T- A gpp 《7 看 作 常 数 ) 


3p cV oT | RT RV RT 


ar 


OV VPCIP VPR pr- 

-二 元 国 数 f(x. D TERR Po(z0， 如 ) 的 两 个 偏 导 数 有 明显 的 几何 
ELEZI IR ^b rp, RITEAR e — fO a0 ig P SR JE— 
曲面 S. BE iw; 的 在 点 Polo yo ET m hie five, so. 
ESTAM =f, y) E n WR bE onis oci E EC 
HLH, fai falo g) 就 是 平面 y= yo EER 

G: poren, 
y Yo. 
T£ i Q(xo, Yos zo) (zo fCxo, go 的 切线 斜率 tgal knl 10. 8) 
同样 , 偏 导 数 Fs Cao 6) 是 平面 * 二 zo 上 曲线 
oD 
在 点 QU, Yos zo) (zo — f Cx, 90 W DRR E tg8 (如 图 10.6). 
RHA, FAR y — FOOXE zo Xj, RUE gy — fO Er 
连续 ， 但 是 ， 二 元 国 数 f Ox 0 TE FR Poo, DERT x y Hy 


图 ree 


* J650 * 


RER, f IER Polip yV ARE, ENA RICH E 
点 Po(xo, go) 存在 关于 * 的 偏 导 数 fiu 如 )， 只 能 得 到 一 元 国 数 
z= f(x, yo){ 即 图 10.6 中 的 曲线 CE ro 连 线 , 同样 ,由 Fon, Yo) 
存在 ， 只 能 得 到 一 元 函数 z= f (2o, y) ( 即 图 10. 6 中 的 曲线 C.) E 
如 连续 ， 册 此 可 见 , 两 个 偏 导数 falto Yo) 与 fp to 90) 只 是 过 点 
Polo go) 平行 z 轴 与 平行 y 轴 两 个 特殊 路 线 的 变化 率 ， 而 二 元 色 
数 f(x, D TER Poo, go 连续 是 与 它 在 点 Polzo, #0 ARA K 
念 , 即 不 仅 与 过 点 Po 的 平行 + 轴 与 平行 # 轴 的 线段 上 点 的 函数 值 
变化 有 关 , 而 且 也 与 点 Po AR HUE EE o E UN X, ON 
如 , 函数 


+y, zg—0, 
Ga) ut yn 
n 20 FHeAz,0)—4(0,0) (A)? 
r — — Moe; 
六 (0 9) 一 Hm Ar im T 
= lim Ar= 0. 


E, /1(00,0 —0. TR, Bu (n 的 在 点 (0，0) 存 在 两 个 篇 导 
T. (HA, . 
WB EAR y 0,7 limf (s, 0) lima? —0, 


WAHHH y 2:(:250), 7H limf(%, z) = lim1=1, 


BERE f(z, 妨 在 点 (0，0) 不 存在 极限 ， 当 然 ， 隙 数 f(z,y) 在 点 
《0, 0) 不 连续 . 
二 、 全 微分 
我 们 已 知 , 一 元 函数 y 一 F(z) 存 zo 可 微 ,有 
dy—f'Gy)Az, H Ayzdys-o(Az), 
即 微分 dy 是 Az 的 线性 函数 ， 并 是 dy 与 Ay LEHE Ac EENE 
穷 小 ， 一 元 函数 微分 dy 推广 到 多 元 函数 就 是 全 微分 . 


NIE 


EX BA% =y E Pofzo go 的 全 改变 量 
Àz= f(r Ar, ya Ag) — f (xo, yo) 
DE T . 
Az— AAz+BAy+o(p), (A) | 
其 中 pcm Ar) FCAg)!, A 与 五 是 与 Az 和 Ay 无 英 的 常数 ， 则 
BIRD Cr, DE Pt( 志 go) 可 微 ,51) 式 的 线性 主要 部 分 4Azr+ BAG 
称 为 国 数 fC, y) 4E Palro yo) 的 全 微分 , 表 为 dz, BI 
dz = AAt- BAy. (2) 

由 爹 微分 的 定义 不 难看 到 ， 全 微分 的 两 个 性 质 : do XE Az 与 
Ay 的 线性 函数 ; de 与 Az 之 差 比 Pp 是 高 阶 无 穷 小 . 

ER, BAS fC y) E Polzo, 加) ai, BAR fx, 如 在 
Pol tos go) 连续 ， 

AUSEER T 六 rz 及 在 Pofzro yo) 可 微 ， 全 微分 (2) 中 的 常数 44 与 
B hp HR. f(z, 办 有 什么 关系 呢 ; 有 下 面 可 微 的 必要 和 条件 ;: 

ETHEL (可 微 的 必要 未 件 } E= fir, yp EPC, go) 可 
$i, ME e s= fir, pE Pofzro, 加 ) 存 在 两 个 偏 导 数 ， 且 全 微分 42) 
中 的 和 4 与 了 了 分别 是 

AcfLG.WXw 与 B-fyGayo. 
证 明 已 知 国 数 z— f(x, y) dE Poo, Yo) PIi, BI 
Az= ANx 4- BAy t 0(p), pA Aat Ay. 
当 Ay=0 潮 ,有 
fro Az, go) — fro yo) — AA al Ar) 
用 Az 除 圭 式 等 号 两 端 ,再 取 极 限 (Az-30), 有 
Fro Ax, yo) —- f (r9, #0) 


Ax 


二 三 十 lim glór) _ 


rod Ax 
同 法 可 证 fy yo =B. [] 
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RETTE lim 


3n 


A, 


Z— iW Ere 规定 : FpXSEüusETE GCF ERAS RUPES, 

即 Az-dz,Ay-dy, FÆ, A f(x, 站 在 点 PG» yo ff E SRI 
dz = fy, go de + fy Yo) dy 

x ds — (8 n as (55) dg. 

注 这 里 的 zx, dy 是 与 自 变 量 ty 无 关 的 独立 变量 ， 可 取 人 性 
意 值 . 

类 位 中 有 n GL ERE u= flt, 3, *'75 z,) TE P Qn, Xa, 77, £z.) 
的 全 微分 
i 2 as. 


du 


aeo, AARETE SUL E A 由 定理 1, 二 元 
图 数 可 微 一 定 存在 两 个 偏 导 数 ; 反之 ,二 元 图 数 存在 旺 个 偏 导数 却 
不 一 定 可 微 ， 例如 , Er 
fz, PD zy] 
TE Fi 2 (0, OO) TE YE ALI Pa E 3, Bh 
f(As,0)—f(0,0) 


fz00, 0) U lim Ax lim Ar =0. 
; Qo OSA —f£(0,0) ac 
Hh C0, Q) — lim Ag Ji z Ag =0 


JH AE, EER 8 C0, OD o foit, 
事实 上 , 假设 它 在 原点 (0, OTH, A 
df =f (0, Art f$ 00,0) ^g — 0. 
Af - f(0-E Az, 0-- Ay) — f(0, 0) 2 A/[Az- Ag[. 
p (Ax)*- Ay). 
特别 是 , 琅 Ax=Ay。 育 
Af :A Az AI A NEU = Arl, 
p (Àa) AY) R A) ~ 2 LA]. 
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Tis, lim s- = im a JF” 
BH Af—4f E 6 不 是 高 附 无 穷 小 Cp->0)， She fE. TE, 
因数 fC, p — ley e c e C0, 0) RT RR, 

FREE z= On 如 在 点 Palro 的 ) 的 全 徽 分 da= Poo, yo) Ar 
f Go YD Ag PERAS 站， 及 在 点 PoCto, ga) AERA BEC P fr ER 
iE, miS furo, d) 与 了 Cros Vo RUE RP € FC i TESTOR 
Polso POA ELE xa. I3 y^ 3v BARSA ee, PU, DUNS 
fiii Ec falto, ya) F Pa Gn, fe E JE E TEE ER RE S a FEX 
Palro 89) 可 微 ， 那 么 在 什么 条 件 下 可 保证 锯 名 在 局 Polo qon 
VUE v CT BERT (3E 2) A. MEERA, 

5I IER FOr, 及 在 点 PoCro, $2 Ro SRI G EER Pr la F 
Tic, 30] YEr t Az, gor APEG, 全 改变 量 

Az ftd Aa, yo d Ay) — f xo go) 

fg 8A, Vo ADATE P ry, got 0259) Ay, 

Hp 0o 1,060, 1. 

证 明 iwi ITG HAT, yot AyEG, MAC y tây) 
(Gro Aa, ga) GO, ILD A Gne tAr, yt Ag) iair P> ^g), 
Tw) HLR ERT E (如 河 10.7). 
Zt, AER DEAE dk As 改写 如 下 的 形式 : 

Az— f(x rAz, gpt Ay) — f(xo, 于 


"十 起 


10.7 


= T6444 * 


=[ flr tAr, got ^y) — fo, Pt À92) 
Ff (2o, Jo - Ag) — Cy, $0 l- 

上 述 等 式 等 号 右 端 第 一 个 方 括 导 内 ,J 二 如 十 Ay 是 常数 ， 只 是 + 由 
ay AES zs A25 55 — 47H48 A 02. Je TEC, FUE y E vo 变 到 
如 十 Ay.， EUR TARRA P CER A 

Az — f (rot Az, go Ag) — Fro, Yo) 

= fd Oz, god Ay) Ax fuo, Vo G,Agq)Ag, 

其 中 0«0,—3,0«0,—1. D 

这 个 引 理 亦 称 二 元 函数 的 中 值 定 理 ， 它 是 用 一 元 因数 处 理 这 
3& o6 ERE ORE n 元 函数 ?问题 的 典型 方法 . 

定理 2，( 可 微 的 充分 末 件 ) CEDE Cn, De p Po Gro, go 的 
Abk G Xe vs TRSA, 且 两 个 偏 导数 在 点 P(zo， 的 ) 连 续 ， 则 天 
数 f, DER Pofzo YOTA. 

证 明 YC(xo 十 Ax, 癌 十 9)EG， 很 据 引 理 ， 将 全 改变 量 Az 
5; 

Az= firit Az, fot Ag) — fro, do) 

= fylte Ar, go + Ay) Az fyl to, po 84A) Ag, 

其 中 och el, 0-01. 

已 知 偏 导 数 在 点 P(xo, ER, A 

f (Go 3: 8,2, or Ay) = Fe (0o, fh ta lima 0, 


23 


fas, yo - PAg) — f, Cio, gs) + B, limf —0. 


从 而 ,有 . ! 
Az— frs, fo) Az - Py (2o, go ^g Fa BAy. 


而 «Ar BAy 
p 


或 aAz-d BAy- o(p). 


! , 
[<lat +g T RG 
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FE, Aa fn Nr, Ay) — Fito yo). 
= falto V) Az fy, 8) Sg -o( o), 
BUB EE fév, 四) 在 点 Potro, #0) fw. O 
注 偏 导数 连续 是 国 数 可 微 的 充分 条 件 , 又 不 是 必要 条 件 . D] 
pu: E; 


1 kon 
( o cT sin- yt ty À, 


fen =S 

l 0, i5 y*-— Q0. 

fE iei ki (0, OTIS, mi f 0r, 30 fo G0, 4. TERES O, 0) A, 
SESS h, 4€ 1200,00) —0, f[$(0,0) —0. 有 
df—j1(0,00Àz 4 f4(0, 0) Ag —0. 


Af =f (Ax, ND — f(0, 0) = (Ax? TVAE) sims gr 


从 而 ， lim— 


indt p p23ü P ac 
BIER fO, DE oe CO, OD um fit, 
V(z,q):a Ey v0, 有 


f Gy) e Briin i 
特别 是 , 当 #y 一 xz 时 ,极限 
limfz(a, r)— lim(2zsinz = cosz ) 
不 存在 , 即 大 (zz 有 在 原点 (0,0) 问 断 ， 局 法 可 证 ,六 (zy 的 在 原点 
(0,0) EAB. 


三 ， 可 微 的 几何 意义 
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Lm CERE ym FG dE cs 可 微 的 几何 意义 是 平面 曲线 y 
f GO £z E Gras gn) Gra 7 f G0 TE TE ED ER, 我 们 将 要 证 明 ， 二 这 国 数 
z— f(x, y) TU Zi Geo, 9o) "p aki JL fap 3e Sce zx il dias := f(x, )1E 
点 os Yo zo) (2o — f (2o, 90) ) 存 在 切 平 面 . 3c HA E Inn, 何谓 切 
平面 ? UE i RE UIERE —BHETSIRIRGSEU. BUE, MAE EARE 
ETEA EJER B tE, 

JTEEX, ihik CEP ADi PT Ea rO 的 极限 位 
置 ( 当 点 @ 语 曲线 0 GREITA P) mE 10.8. 这 是 切线 的 
定性 定义 。 由 此 不 难 给 出 与 它 等 价 的 定 基 定义 ， 


图 10.8 图 10.9 


EC 上 动 点 @ 到 直线 PT 的 距离 是 h--19 一 以 |, 点 到 
点 @ 的 距 亢 是 4 1P 一 |， 二 者 之 比 是 sing 一 全 -点 @ 消 曲线 0 


， zà 
无 限 趋 近 于 点 P, 即 d—0. WAR, 
PT 号 曲线 局 在 点 了 HDR limsin p lim = . 
————————————————Àá89 o. i29" 
将 这 个 切线 的 定 基 定义 推广 到 三 维 空间 就 是 切 平面 的 定妆 
E KARG S, M $S E-A, r 是 过 点 型 的 一 个 平面 . 
AES bana QE c HES k=l R], HM SIS Q HER 
d—|Q—Mi ,如 图 10.9， 当 动 点 怠 在 曲面 总 上 上 到 任意 方式 无 限 


* I67 a 


BEFAM, HMo0B, dimi 0, WÉBCEDD dun S E 


MHF, MES. 
定理 3 二 天 本数 s fug PGs 10 IBS TR v 
2—12, — fL xs, go) (x —t) + fh {xo g (8 — 98). 777 
ET LNLUODLU UIS Fan HERI. 
证 明 GEEA s fi D YE POS, yo) DI NM 
Az fixo, yo) Áz Ff (ro, d NI Fo (p), pav As Ay. 
设 Ax 一 2 一 x0; Ay — gy — go, ^a 2 —2o, 上 式 可 改写 为 
2—20= fi ro, o) Gr — r9) + P Gro, o) Cy— $9) op), 
或 Z—429 — f (to, Yo) (£ — ro) — Py (o, Ho) (Y — o) olo), 
ABO o-4G-—r)'--Q-gwe. 
曲面 仿 圭 任意 点 QG, y, OPPER e AER h, h mr [RI eT JL 
何 知 ， 


ha [2-7 Za — fileo, s) Gt — $2) — falto, o) (Y — yo) | 
v/1-d fi s, 4) + fi ZEN Yo) 


—__ alp) 
CAE fU Gng) Cf Gs yo) 
35M sys ORES 
d= (z—353)54- (3 — o) + (z—a9)! — M ph (2— 29) Ze 
^ Lo lo(phl | 1 oo —fd-»0 
TE, 4^5 " p A 1-4 i fz (zy, go) +i? (15, de) 0€ » 


BE SE TET c thti S: 2 — fr, DERM Cro, Vo, 20) 的 团 平面 . 
Zat) E. D 
HEM rph E 
Tz Co, Yo) (2 — zo) 十 及 (ze 9o) CY — o) — (2— 20) =0 
或 (fL, m) , fy (wos D, —1) (x — ro, 4 — Fo 2— 29) 77, 
HR EUSEB Eb (xo, Yo 29) PU FER IAE dk (0 — to Y — o, 2—20) 
. i58» 


都 与 常 向 最 CP Ct, Moa P C0, Vo). — D 3E RE, 
ix E] i M (2, go, zv) 与 切 平面 # 垂直 的 直线 称 为 S; z= 
一 一 一 一 一 一- 
f, 30TE XM Eris, BRL UE IR E e CI Gre, go) fir 0, 一 1 
就 是 法 线 方向 向量 。， 从 而 ,过 点 型 (xo, 如, z0) 的 法 线 方程 是 


+ , 
. t—to _ #¥— 4 LAT 
fin, Po) fos, y) 一 工 \ 
Wt a, B, y APRIRE TESE n by c, y, e AT A RR fA Mi a E n 
(Filato Jo) , fil tos Yos 一 了 的 方向 余 嘴 是 


fede) 0g fin. v) -Z1 
TA , cof = RA T (3) 


cosdcd— 


其 中 AE fL Go 4) tfo Gs do) “十 "表示 法 线 两 个 不 同 的 
友和 
”与 一 元 函数 微分 的 几何 意义 类 似 ， 二 元 函数 z==f(z, 办 在 点 
PGww go 的 全 微分 
az = fiw g) AE HF Eo Y) Ay 
f JL far zx sc A digg Sz =fr, DERM Eo Jo, 29) B9 ED XE- TL 77 f 
(CERS) 
Z za = ftro, go) Aa t filo fO Ayr 
fE HO. qu) rer Am, gr Aui PEE 
z—zp— fr d Az, gy Ag) — f Cro, yo). 
Di 4. Rihi 2— 27 y! —1 46 8 (2,1, 4). 的 切 平面 方程 和 法 
线 方程 以 及 法 线 的 方向 余 荡 ， 
角 fale, y) =r, file, =29, 
fz,1) 一 出 (2,1) -2. 
切 平面 方程 
4(x—2)-4-2(g—1) —(z— 41) -0 
或 4z-r2y —2—6-0., 
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法 线 方程 
z—2 gy-—1l z—4 
4 2 1' 


A-MAT E 二 V21. 52 08935 TL A3 COCPALEROO 


4 2 —1 
cosQ— 1 7 eos — Lai 0087 —Á LY 
注 二 元 函数 4 一 f(z, PIER Polany) 可 微 的 几何 意义 是 
曲面 S: z= fir, yp EA Co 20, 282 C29 — f Co, 442 HE iE USE i, E 
为 我 们 认识 可 微 和 全 微分 提供 了 直观 的 几何 各 型 . 例如 ， 锥 面 
z— rP ETAO, 0, 0) NAETEDI EB, DIE -tE 数 z= 
va d y! 3E RC, 0) 不 可 微 ， 


Qu. € GRE AME 


dE 2x db cy dU e 
WEB] HATER 上 一 个 改变 量 At EUN Ax Ay, Kam x 
有 Az。 由 可 微 定义 ,有 
Az= fi, g)JAr-- fi, pAg -ta p, 
其 中 p= 二 ~ (Ar) t Ay , lima 0. AAE Ato 的 进程 中 ，Az 
~ VES DO ioi Fs 
与 Ag 可 能 同时 为 0, 即 o0. 规定 : 当 0-0 i, x— 0. 
LEZAR mH At MAE 
ÁZ _ Ax : Ag p 
APO y) Kg tts, y) At IAT 
58 ^5 PLA BUR PE CA £900,783 
J 
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A z 
Um efr Hina (A5) HY -o, 
dzo ez dr es y 
m di de di Syd 
类 伺 地 有 ， FAN Z= f(z £a, "sy Ya 在 (zi Cay trs mu) np 88, 
MI te= p tE E TEk, 2, n, MEARAN =p), 
PAE r p. CE) 在 二 也 可 导 , 且 


d 


dz_ 3z dx, | 2z ed 2z dr, 
di dr di 2m teta dé (5) 


推论 tane nse DAM N0095 
FEC, TEE a TA EL 


Jz_ DZ ðs 9229 
Bt rəli gyOt 


9z. dz es | 979g 
ds dras dyes (7) 


证 明 将 :看 作 常 数 ,应 用 定理 4, AOR. Ht RAR, 
FRAMES 4, 得 (7) 碟 ,， D 

如 果 中 间 变 最 的 个 数 和 自 变量 的 个 数 多 于 2， 并 请 足 相应 的 
Fi MERHAR Ai, Æ u= fi, y tE, y, z), 
mi r= alt, 8), g =g, 8) 2— z (6, 5) 在 (s, DO BB Ir te i 51 3c, M 


Qu cudr,2ucy, du oz 
Ji arai Oyat 9z At 


(€) 


du Zusx , Zu 3y Ju 2z (8) 
Bs cr20s ƏðyJs Qs ds 


例 5， 设 函数 2— 2" 而 zx= sint, g= cost, RË. 


解 ” 由 公式 (4), 有 
dz 2z dr az dy 


dà rdi 3y dt 
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=y"! cost tr! Ing-(— sin£) 
— yz" eost —x*sin t-Inr. 


ncn _ -一 人 
例 6. JZK == ? hi y—^4/1—z?, D 


dz adr 22 dy 
i dx jrdr oy dr 
Lodi. T2 gy 01 
i^v Wlar? rË lr 
二 
z* y r^y 
47. t zn, ni r=e V y= olg, ROS, 
az 
ds 


解 ” 由 公式 (6 与 公式 (7), 有 


Jz 9z 9x ,.929g.. 22 ema 2 
di xdi dogot xz” y t-t- y 
=- (vers+tt), 
zt y 
Jz _ 232x dagy_ 2r Sgen d 
Js OrOs dyas gy TZ Fy 


Ll. (4zse! 9*4 1). 
ax rg 


up IF 2F IF OD 
pi 8. ie F= f(z, 2Y, y2), Jr? dy’ zt 


Nu 设 T= u, TF LF wW H F= flu, v, w), 并 用 fi, f, 


RAURETI AL 于 是 


(D 这 里 应 轰 求 于 三 fiws vua OUT ECHOS, MOS. DUE RERRLTRERSOI RE E 
是 如 此 ， 
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_2f ĉu 2f 2w, af 
- 


dr Judr ovx cw Sa 
=fi+ fryt fyz. 

F Efeu, cfiv, ef Zw 

Jy cuy cvog Cw Əy 

= fi fix. 


IF -2f eu ifer, of Aw 
Oz cudz dv Jw Jz 


— fiy. 
$19. EM: di u= ule, y}, ii =reos0, gy 二 rsin0, il 
23] PrE -(2y ， y 
rJ ^ r!X30 ax *(5, ' 


cost 二 芝 sing， 


` du_ Ju dr An ey Qu 
证 明 3r ^ Oz 3r Jy Dr Js 


du _ Dr3r Juy 2u au 
28 3:287 rsinĝ + ET cosh, 


3y36 Jz 
£3) Y n HY 
ari ^ 
2 
=(Z cos B. + 下 sing) 1 +(~ sind aed) 
» uey «(ay 
~ Nay n 
. . d 
15 10. iz w—für,y, z), 而 y—yG),z—a(2), T 


E na DAC), 有 


du 9f "9f di , af dz 
dr dr 2yda ddr 


五 ， 方 向 导数 
RETTAR f, y, 2 TE FP Qro, yo, 2o) 存 在 三 个 偏 导数 
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TE, 


fz Cro, Yos Zo) , f CXos Yos 20)s P Co, Hos Zo). 
宅 们 只 是 过 点 五 祝 着 平行 王公 标 加 的 方向 的 变化 率 ， 在 实 球 应 用 
OETIDUUTT TEC YE GUEYI I S 

MK, P Catos go, Z FETE TERT. VE E RTA 6] A IE cose, cos B, 
cosy. ÉRI LIT x P Cr Ar, fat Ay, zai 2). Y 
-[P—P'| =v (Ae) c Ay T Az. 

如 图 10. tn, 有 

ÁAÁr-pcosd, Áy—pocosf, Az= prosv, 


图 10.10 


定义 “在 过 点 P(zo dec) BNR L LIER A P Ct às, 
Po Ag, zo t Az), jZ p—|P—P' E TRIR 
”一 一 一 ”一 一 一 一 
uim FEDT OO 


pag: P 


存在 , 则 称 此 极限 是 函数 Gn S) EAP RENA [的 方向 导数 ， 
A 
XA QE fi (an, Fis 29), EI 


af| - 1m IP) E 
Ii e 


X323. SERE SROER DEJES DETTETE 
LL A 
EAP EEA 0 9 2 ALS CEDE TEE 


= cos B2 oos Y, 
© 


其 中 cosa, cos B, cos y 是 射线 了 的 方向 全 纺 . 
Hi hH, 有 
FCP) f(P) & f(x Az, y Ag, 2 Ag) — f(x, yz) 


2f ef CAL. 
一 了 xz tay Ay- a Aa Fóp, 


其 中 o-—A/ (Az)! - Ap - Aa, Hm ĝ=0. E TS mE U o, 
并 令 p0*,X« 
ua KEDIP) lm [2 Az 3f Ay af Az, +a 


»3n* p sso Ot o Cy p Oz p 


= cosa} cos Baleosy, 


即 


91 fuost? 9f us 
73, 9**3, eos B-- ^ cos y. H 


定理 SH, ERR foy, TERIS, MEAP RER 
PATA AOA A SRA A ERER, CIN RERS 
非常 特殊 , IgE n BEDAE TUEURESEdUR AE 
T ”如果 用 天 表示 在 点 互 与 射线 工 反 向 的 射线 ， 刚 -的 方向 余 
张 与 志 的 方向 余弦 相差 一 个 符 导 ， 因 此 ， 若 函数 f(z, #2) 在 点 P 
可 微 , 则 有 

. 2f. — af 


在 点 P 沿 平行 z 轴 正方 向 (==0, B v =FR ES GROS 


ndm =#, f= =a ennaa 
payal aay. 


2r 


2. -2 n ORA i 


注 meer 
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TLITUTDIS 例如 , 二 元 函数 
MM 

fir, #7 = Aa? yt ty 
在 点 (0,0) 丁 个 偏 导数 都 不 存在 , PERI RE D. 


事实 上 ， 35 Az—0 EF, 
f(03-52,0) —f(0,0) _]Ar] 
Ar Ar 


不 存在 航 限 , 即 靖 数 ftz, EAO 0) 不 存在 关于 > indi UR A 
车 可 证 , 它 在 点 (0, 0) 也 不 存在 关于 的 偏 导 数 . 

可 是 函数 fna) m/z y ESO, OERA 7 的 方向 
导数 都 存在 . 

设 在 点 (0,0) 沿 任意 射线 L WYER s (cosa, cos B). TERT 
AL LISIR— gU Gy) = (peosa, pcos P), rp o rh, y) UL BR 
AO 号 的 距离 ， 根 据 方面 导数 的 定义 , 有 


Y- up Koesno BOO g Bon 
即 在 点 (0, 0) 沿 任意 射线 L 0825 f HARRE 1. 


练习 题 10.3 
I， 求 函数 
M ， etp, 
fap - Tt +y 
D, rI.ggq"-0 
前 人 篇 导数 ，{ 提 了 东 ; 在 原点 人 0 全 用 依 导 数 定 区 不 在 原点 (0,0) 用 公式 ) 
72. 3K F EUER irs s S 3: 


" -—— 

CD urea? Ey? sin (ag), D ROG 

" — (4) u—In(z-p/z* F), 
zł We 

(5) u— arctg im Pd (6) sein gfs; yn 
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(7) uem, 
(8 «f£ Y, 
z) 


3. WE fir, y, 3 = In(zg- m. ok fa, 20, fp 2,0), f1 0,2,0), 
4. 


n 
i 


(1) iE r=rteosp, i (2) i$ z—rsingcos6, 
y—r8nqg, : y=—rain 六 sin 外 
i z—reosgu nE 

I 
$ |7 əz | | * |3 2 29x 
9r Jy ar 2o 8286 

i uu r p 

a 2| T. |] a w a 
127 Ip | l 2r 2p 30 
gz S: 3z 
| ar ap 28 


5. R FALA r ER ES a Ens 

(0) &—f(x.i.mp x—sdt, g—st. 

(2) u= fiag i), gor? bs! Parm rt st d, 
z=rt > stpt l 

(3) u=f (z, y), Wi r=r+ts-Țd £, y=r 4st ttt, 

8. JEt T £r: 

(1) Mgrs zy hre EHP 区 1 光一 十 的 一 个 和解. 


(2) 畏 数 s= aretg LP 是 方程 S as y3,- sint 的 一 个 解 . 


7. WEB: Wi gii, "V Gr, D TEE TE GR D HR, Re fn ED 
一 臻 连续 , 

8. 证 时 FARTO p EKR DIEE r 连续 (对 每 个 国 定 的 变量 
JD, HL fy Geo, ED Ai, WIES P FO yo de D se f 

9. WEBT: FAS FG. nep RD TEAN d EE. HBoVOQED, A 
f Gy) = fi p) 一 从 BRE FG D TED REMO 


10. R FAAN 4e f n 
(D uc (D u-inVrys (uut 
1775 


1. fs v, oc( EY Raan. 


12. RTARTA RE APO DE BU; RER TE: 
(1) =T fed LD. 


(2) z=arctgĖ, 在 点 (1 1,2). 


13， 求 国 数 =r ayt 在 点 各， Diis Gh a 角 的 射线 1 
的 方向 导数 ，a Apiri FaFa: CIO RI C fü; 23; 最 小 值 ; OO ET 0, 
14. GÈ F Fb CHE ERE cf IEEE 2 00 80 2 1 S S 
(1) u—zg2, TFA 0,1, D iE7E [0]. cosa, eos p, ens y. 
(2) u—zt—zg-z* Man (1,0, 38] 28 G, 一 1 3 的 方向 ， 
+ * * * 
I" ry 一 加 
15. MEHR HOM finn ef -— 
在 原点 上 0 所 存在 偏 导数 ,但 是 谋 (0,0) FRI BT. 
16. E: 函数 fim, oc 
9, zi-yt-0 
在 原点 (0, 0) 连续 , ELE fet TA, EEE Bai pet (0,00 A p. 
17. EHA: Min xyz—a*(a— 0) EERS Gru yos 20 BS USE SEA 


gas 


标 面 于 或 的 四 面体 的 体积 是 常数 -本 


zi-py* 70, 


$10. 4。 二 元 国 数 的 泰勒 公式 
一 ， 高 阶 偏 导 数 


二 元 函数 一 f(z 的 的 两 个 (一 阶 ) 偏 导 函数 DE, SEU nt y 


的 二 元 尔 数 .车 它们 存在 关于 x 和 3# 的 偏 导数 , 即 
araz az% P[I g /92 
2 ey s 2G ES 

RENEZ TAR =f, 3089 — Bir RR EA., ET (SP UE 


* į78 >» 


多 有 2 个， 通常 将 


已 faz Dz ' 
297908 £2 或 flay) 


32 下 为 D 或 guG,. GARFE) 


3; oz, 9r9y 


yes DZ 或 fno. (混合 偏 导 数 ) 


26s BEGEJ 


gi " 

EP 2 (S5 tb 3j 或 fnG,pn. 
一 般 地 , 二 元 函数 e fn, y) fg n— 1 Bra T ER Po i S BUR 

Xi n Erf ui. CAR P0 «Pr EHE RUH 2 个 . 


一 
ZEA% z= 二 f(z, yi n 阶 偏 导数 的 符号 与 二 阶 偏 导数 类 似 ， 例 
一 


如 , 符号 


xeu m PNa&Gn 


表示 二 元 函数 =f, 1D B9 n Br SIEG, 首先 对 = oR 2 E Bras 
数 , KRIZAH y cR e Hp i S c. 

二 阶 与 二 阶 以 上 的 偏 导 数 统 称 为 高 阶 仿 导数 . 

3 E npa X. — 36 ER B, — X n 元 陪 数 的 高 阶 偏 导数 . 

$811. RAR 2 2g? —2mg E z^ 3 的 二 阶 偏 导数 . 

解 S gaty — Sry H 2, =3 g - Be! - Day. 


dz 


at TZ 6zy!-6y. 

9'2 gat y! —6z4- 2g. 

drdy ar) 
Bray dyox 

AX = 9t y7 —6z-2y. 


Sn H 3 
Jy br y t 2r 
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£i 2. 证 明 : Eu Lor Ta) (5*3 (9). aj - 


Pu Fu, Du o 
ar? gy ‘ga 7 


证 明 4 810.3. 例 2, 者 


Ju r—ü cu. y—b cu X z—c 
E vr" dy P? dz YE 
Fu r (mr a ar  z-—G 
PL r? ox 23 
v5— (z—a) s 1 
= 一 7 = 
同样 , 可 得 
Fu 1 3 a2 1 3 
ty, EE 六 c)? 
z 
Te guti A R-—A sLlr a)? t (g— 5)? t (2—05*] 
3 3 


£03. 证 上 明 : 若 z= fir, y), 2—pcosp, y— psing, Wl 
- Ff 2f -Żf 12 f 129fq 


or? dy Jp! ' p*3g* p 9p 


. 2f 2f 9: ,3f Əy 3f 2j. 
证 明 dp drop 233p =u nP Tay? 

2f 2f2x ,9f M__Əf . 对 

Jp 2s2p {or 一 LEM 


2f 3 (2)- 2 /af ) 
Jp 25 3p -55 RE f np 


G 根据 310.3 定理 LOGS SERA Prou 525, pgs XT 
SARE, DATO fa S MUS DDR AR AR a E n, 
«1805 - 


2 3? 
-Ft 05 "ec 35; f yin eeose t Dine 


z 
de ip. 


Sf -a -3 Əf ) 
a og ap Jp 4,0 sin v t3,^7 "7 


Ëf z 3f 


=e sin p z” sin peos p — posp 


ie orco fo cos *e— S sing. 


aa 1 2f 1 af 2f 
TAE p E Jr? 


(cas?g 4- sin*g) 十 


9f, 。 3 If cosp _af sing 
tag O eos g) ox. p QQ p 
48f cosp fsing | a*f af l 
ar pp dy p I dy 
" f rf Pf r2 1 of 
m a8 3,6 Ca pue EE 


Faz 
由 例 1 E Em fuo 即 二 阶 混合 偏 导数 ( 先 对 < 后 


和 人 先 对 # 后 对 2) SCR SERO 20 X. 那么 是 否 晴 数 的 高 阶 偏 导 
数 都 与 求 导 顺 序 无 关 呢 ? 否 ! 例如 ， 函数 


snl z* 4 a 0, 


在 原点 (0, 0) fio BEA ff HR. P1, (0,0) 5 fs C0, 0) 都 存在 , 且 
f1,(0,0) »- f£, (0,0). 
事实 上 , 由 偏 导 数 定义 ,有 
f:00,0) = is LO 9 £0.90). 
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f; (0,0) lia ORA o, 


A0 
hy —y* 
; ENNIODOEHOOBNB 
六 (0， y) Slim h i Slim -p = — y, 
aok 
— TR TI pE 
fi 2,0) = lim 6129-1689) y, s th =z. 
A h-ü R 
NEU — f! — 
£20, 0) = limf OAOD 4, 7 
A6 à 
t — f£! i 
E0, 0) «ig OOD -lim 生 -1 
^9 #0 


于 是 ， srC0,0) 5 fy (0,0). 

那么 多 元 函数 具有 什么 条 件 ， 它 的 混合 高 阶 偏 导 数 与 求 导 的 
顺序 无 关 呢 ?有 下 面 的 定理 : 

EHL FAR fr, DER PC 的) 的 邻 域 如 存在 二 阶 混合 
偏 导数 Fou, 殷 与 及 ez 打非 且 它们 在 点 PKxo yo Eek, 则 

fino, Yo) — Fi C20, Po). 

证 法 ”根据 一 阶 二 阶 偏 导数 的 定义 ,省 

fr Go, yo k) qim Jo 


fzy(4o, 90) = lim 
ko 


= lim lim 
PLN -A >U 


—lim tA Ya) LEEN, 
h+ R 


Eti th, 加 TE)— fito yo tk) 
h 


—lim lim f Gro 4- hrs +k) Tf Goo tk) — f (ro ky) d- f Cro gro) 
ka h-ü hk 
设 PCh, k) =F Cao th, ro, yot &) 
—fGy rh, Ya) tf CE $9). 
. J92- 


从 而 ， 
fiy (o Yo) — lim lim £O 
RU hc hk 


同样 方法 , 有 


h,k 
faltos qi) lim lim rp D. 


定理 1 Bas UE EXRPASGRDCHRDRGHOS, WARR 
以 交换 次 序 ， 由 此 可 见 , 证 朋 定理 1 要 构造 详 数 eh, E). 
证 明 当 | 让 与 |t| 充 分 小 时 ,使 Crit h, yot &)€G, 从 而 ， 
Crot h, go) Can go - K)€G.. WE 
eR, k) = rot R, doc E) — f Cro, got E) 
— f Cro A, go) t fro, o). G) 
4 g(z)— f(x, 十 有 一 (x, y. (1) 式 可 改写 为 
q(h, k) 2g(z9 Rh) —g (29). 
egl) 在 队 vo 与 rth DWARKA T, REDE hE 


理 ， 有 
pih, kb) —g. (rot Oh) — 0«0,«1 


=f (toH 0h, yo dk) — fL (xo Oh, yo) ]h. 

E, f 2,5, 90 XE G EAE, TE r tih BERS, 再 根据 微分 中 值 定 
理 , 有 

Qi, kb) — fus 4-8 5, yo 4-0, E) hi, O«B,, 8, «71. (2) 

HA 二 了 (zo 十 拉 一 f(xo,9), 国 样 方 法 ,有 

POR, E) 一 fr no t Pah, Yot 9,E) hi, Uia 8,— 1. (3) 
于 是 ,由 (2) 式 和 (3) 式 , 有 

fire v Oh, Yo - 0,5) — fg (rot Osh, yo 0,R). 

已 知 fio, 30 E fos, 40 TE LP (ro, 90) 连 续 ， 当 o — M rt 


0 时 ,有 
fzyGo, Yo) = fy, go- D 
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定理 1 BE ROLE A n oc ERR o ru E GF ER. 例 
如 ,三 元 函数 f(2, 4, 2 关于 ms, grs 的 三 阶 偏 导数 按照 不 同 的 顺序 


sf sf 2f əf əf of 


车 它们 在 点 (x, DWE, 则 它们 相等 ， 若 二 元 函数 FO BU 
的 混合 高 阶 篇 导数 都 连续 , 则 偏 导数 ( 亦 夭 一 阶 偏 导 数 ) 有 二 个 ,二 
价 偏 导数 只 有 三 个 ( 背 : 一 改 。)， 三 阶 储 导 数 只 有 四 个 ， 一 般 情 况 ， 
n Eri dE FUE # 十 1 个 . 

二 ， 二 元 函数 的 泰勒 公式 

一 元 函数 的 泰勒 公式 能 够 推广 到 多 元 国 数 上 来 .关于 多 元 函 
数 泰勒 公式 的 帮 用 和 痘 义 与 一 元 绷 黎 秦 鞭 公式 相同 , 不 再 重 述 ,为 

写 简 货 ， 只 讨论 二 元 函数 的 素 勤 公式 .讨论 二 元 函数 泰勒 公式 

的 方法 是 作 一 个 辅助 函数 ， 将 二 元 函数 化 为 一 元 函数 .应 用 已 知 
的 一 元 葡 数 的 泰勒 公式 和 复合 函数 的 微分 法 得 到 二 元 函数 的 泰勒 
AX. 

为 了 将 二 元 函数 PCs, dE QCa bh, 8 十 本 的 国 数值 f(a 十 
À, b E k) ft y Pa, b) ft d 8 ZG, TE RO ERU 

g(t)-—f(adt ht, b- ki), ai Sl, 

即 g= fir, y), z—acthi, 3 一 5 十 大， OKIL 

TAR, £—0,9(0) — f(a, 095; t—1,9()) — foh, bk). F 
是 ， 国 数 flath, b k)tg js P Ca, D) FR 6 Bo ARE 2G ERI 
数 et yf n 0 的 泰勒 公式 {( 即 马克 劳 林 公式 ) 在 二 = 工 的 值 . 

定理 2， 若 函数 f(x; 办 在 点 Pla bink GEE n — 1 Erie 
S Bu lia eec, M VQ Cap A, bt OEG, A 


f(a--h b--E) =f Ca b) H (PZH), D) 


ETE 


ACAR fa, b)+ -+E h2 eL) fla, b) 
al 


4 Zay” flat 0h, b-- 0b) , 0201, (4) 


cip 


3t e( 2) (2) fis 0304265, 1t PG, bibli, 


(43. 12y F(a, b) = S OLME 97 f Ce, b). 


t= 


Fr m-i 
(4) 式 称 为 二 元 函数 f Cx, p de jx P Ca, D) EIER IC 
证 明 设 oO)—f(ad- hib AD), OSES 
HEAR PRSE g(t) 在 区 间 [0, FE «c 1 Brie SR, 
Jti, RRAZ q(t) 展 成 马克 劳 林 公式 , 即 


= L9! (0) z 0 PEN qi (0) a 
e(t)2 eQ) 十 十 tt 


p^ 1 i 
— Occ «1. 


| MCESIT 
特别 是 , 当 # = 工时 ,有 
go) T D e?(0) ,p*'»(8) 
90) e) t tT 
Oc UI. 


p= flath, b+, e(0)—f(a, b). 
sk pO), 9" (0), 7 9 7* CE), Ulo REA ERES 
fíz,3), z—a-A, y=btkt 

bwi A. phe KR MEN, 有 


ef de | oj dy. .,9f | pof 
vG)- ar di F3; di iei a dy 


ipo na. 
-(& +42 Mort, bean). 
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eC) Ce'COX' - (88 AS ie 2) 


29" f PF ,of ua f f 
=P a ht a tt 3 


p 2f of a*f 
=} SOLIS Ux {根据 定理 1) 


= i 2 i 2 之 Lr) - 
ne 2 H2MSEL d kt M(a-- M, b Et) 
=( 碌 H2) f(a-- ht, b-- ki). 


DETLEF e')- (a2. 2 Y Fatit, be 1. 
4 t 二 0, 有 
go O) (A2 +2 Y fa, b), m—1,2, «n. 


PEN PEIPER " 
go? (8) -(a$. 42) f(a 6h, b I-0E). 


将 上 述 结果 代 人 人 eO) IG BOFXB, WAN -TAR J(e, y) 
在 点 Pla, 路 的 泰勒 公式 ， 


Flath, bk) e Fa 机 十 -上 3 H2 f(a,b) 


"ES 
TIN 2r 

A2. 489 LL n9. nay 
Hg 4B ZY fs ee HA2 RIY fla, 8) 


dz 


—P ul 83. -£2. n 
toig A» fat 6h, b--05),00—1. O0 


ERBAS P, F a—0,0—0, WIAA TRR Fn, D B8) 
ARHARO kt aA r 39 Xa: 


- 1(,2.,,49 
fz, 710,0) (22. 92 Mc, 


D 2 与 区 部 是 zx 与 y 的 阔 数 ,而 5 与 # RA t ARR. 
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7U 


"ao ue) 160 e RR y feo 

taipGCEUZ fOr, By), OZPL. (5) 

在 泰勒 公式 (4) 中 , 当 %=0 时 ,有 
flath, b-- k) 2 f(a, b) -- tat 8h, b-- OK) - f, Cat OR, b-i- Dk) E, 
XX f (Gr B, btk) — fta, b) 

-fL(ac Oh, ba Gk)h-- fi (ar dh, bt OE) k, O61. (6) 
(6) RE TAR CE RE RU 9 -HER KERHA 8. 

fd AX Gp, 24 1-=1 了 时 ,有 

Fath, b k) — fla, b) — fo (a, b) hd fa (a, b) 


+5 ifi Ca 05, B+ Ob) * 2/2, (2-1 0B, b — GIO RE 

Tft 85, b-- 0k) &*9), 0« f « 1. (7) 
TR EER C TARRAA A n EARLE. f 
in, XP GERE Ta, y. 20 YE IR (0,0, 0 WIEG ES + 1 Ero 
EE EEG, M] Vi, y, 20€ G, HUBER Fx, gy, 20 2 y A 
式 ) 


fG, 3,2 10,0, ^ (reg t$ )f(,0,0 二 
2 2 
ra AE EE 3j f(0,0,0 


MEG yt 229 f(x, By, 6z), 
其 中 08-1. 
LESE SI fir, p =e 3:421. 1-1: 322: 
RO EE aps MENU R? 存在 任意 阶 连续 偏 导数 , 且 


gm E am 
o"'f ze Vo 


Gray ep 5: £(0, 00 — 1, m Eg EL E EIE PE 
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由 公式 (5), 有 
ets bb GE a Goes ap” 
tuin tpe e. OL. 

不 难看 到 ,将 et 中 的 rty 当 作 一 个 变量 ， 用 一 元 函数 的 马 
克 劳 本 公式 得 到 的 结果 与 上 述 结果 是 一 致 的. 

9i 5. Bjel, ylh 1z1 都 很 小 时 ,将 超越 函数 

fiz, y, Z) —- cos (z-- y+ 2) —coszcos gceosz 

近似 天 为 +, 纪 2 的 多 项 式 . 

E HRR 1(z,y, z) 展 成 马克 劳 林 公式 (到 二 阶 偏 尽数}, 有 
f(x, z) =f (0,0,0) + 2f,(0,0,0) -tyfs C0,0,0)+ zf (0,0, 0) 


HATSO, 0, 0) 十 yf (0, 9, o 十 zi zf 0, 0) 


4 2zgf1,(0,0,0) -2y2/7,(0, 0,0) 1-221/7,(0,0,0)]. ^ > 
f[(0,0,0) —0. 
f1(0,0,0) 一 [一 sin (z y4-z) + sin zcosgeos z] leono = 0: 
fa FE fe (0,0,0) —0, £(0,0,0) — 0. 
f2,(0, 0, 0) — [ — cas (x+y +z) + coszcosgeos z]| aue 0. 
同样 f2,(0, 0, 0) — 0, 2 (0, 0, 0) 0. 
fz,Q, 0,0) =[ — cos (z4- y3- 2) — sinzsin yeos z 11 io s 
| =—1, 
同样 f5.00,0,00— —1, # (0,0,0)  —1. 
二 是， f, y, z) ~ (ry ga zz), 
Bj cos (£t y+ 2) — cos zcos ycos zzz — (tyt yat 2x). 
=, CEARR 
ERE p, RARE 2C ERU BO BR A f HE E e eA 


ErüsBR[d. ERIHEZ THARE, HAE AE 3I e R 
' 188e 


Ne ES. mE 
EL REAR Pn, pA Pla, DERRAT. 
X WVlatk, b+ OEG, A E 
Flath, bt f(a,b) (lath, b+k) f (a, b)), 
周 称 Pta, DERS £C. D RA A GRR AACR) 
的 函数 值 (azb) 称 为 函数 f C, DRA EOR). 
极 大 点 与 极 小 点 统称 为 极 值 点 . 极 大 什 与 极 小 值 统称 为 极 值 . 
Pra, RC, DEAR f (o, 9) — (—1)* E (y —2?* — 1 3 lins 
点 , 极 小 值 是 fC, 2) = 一 !( 如 图 ,10. 11)。 


m 10.11 


FOTOS y); diG-—D'4- Q-— 2)!220, 于 是 
2 5 JPG,pmlO,2. 

Host AEE M 了 (x, 扣 的 极 值 点 呢 ? BP b) 是 函数 
ftz, 引 的 极 值 点 的 必要 条 忻 是 什么 昵 ? 有 下 面 定 理 ; 

53383. SEPA f (n, 四 在 点 Pla, b EENAA g, HP, 
如 是 函数 f Gr, y) PARU E, JUI 

e fala, b)=0 与 fega, b) —0. 

证 明 cn P(a, b) j& ERE PG, 40 FER [E R, BIT * 一 4 是 一 元 
EE für, b) BUR UE X. ARE TERR CBAR AA EAE, 0 是 一 元 
Rie DBEA M 
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f (a, 5) 0. 


IDE: fs (a, 52 —0. U 
方程 组 » (2, 9) 0, 
fs tr, =0, 


的 解 (zy 平面 上 某 些 点 ) 称 为 函数 f(z, p AMEA. 

定理 3 pA ARAR SG BRAS- ERREA RZ, 
Xu. Min, E% OK ih Am) 

f(z,y) -a* g. 
F: (r, 9) = 2, fy (zx, yp) = 2y. 

显然 , RO OD dE ERE r, p= y 的 稳定 点 ， 但 是 点 (0,0) 并 
PERR ayp Sat —y* RE, i9: [:， 在 点 (0,0) 的 任意 
邻 域 , 总 存 丰 着 点 (x, 0) (2750), {Ef Cr, 0) = 27 f(0,0) — 0; A 
TESO, y) (3750), BE f (0, y) — yfo, 0) 20, EARR, 0) 
不 是 极 慎 点 . 

那么 什么 样 的 稳定 点 才 是 极 导 点 昵 ? 即 P Ca, DERES, y) 
的 极 秆 点 的 充分 条 件 是 什么 昵 ? 

定理 4. WERT ftx, 站 有 稳定 点 Pab), HEA PG, b) 
4B5R G f£ ik — Hr XE Sk fa SE 
4 A— f, (a,b), B= fi,(a, b), C — fr, Ca, b). 

A— B* — AC. g 

D X A0, M] PCa, DEAR Fr, y) BOR IC A: 

(G) A-0039 C>0), PCa, b) RAS FOr, o BS Rob A. 

(i) A«O(gE C0), PCa, b) JEFES f(x, 纪 的 极 大 点 ， 

2) E A0, P(a, b) A E efe fx 0 I BE FR 

证 明 已 知 Pla, D) EAR FC, i) REA A 

fi(a,b)—0 与 fi(a, b) —0. 

SCA sibl ES MR, E fia A, b E) - Ca, TES, im 
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RIAR), d OU f10,5) — fi (0,0) 9) 
flath, b 1) f (a, B) 


= 二 [fse(a+ 0h, b+ ORR + 2f 2, (a - OR, bi- GE) kk 


T fat 6h, b+ 9k) k*], OLL 
XU. 51 — Brita RE PCa, Ogg ER, 4 h-»0 Ey k0 KT, 有 
f(a th, b t 8R)—f7,(u,b)—a—- Aca, m0. 
zeat 8B, b-- 0E) — F2. (a, b+ B— B4 B, B—0. 
filat Oh, b UR) — fs (a,b -- p Or y, v0. 

TX. f(at-h,b FE) —f(a, b) 


= 去 (A | 2Bhk + CRT) + jM tL 2Bkk-- yk), 


Hop ad 285b yk pb o* ERRED (o — M EE). 因此， 
34|A| 与 | 寻 充 分 小 时 , 闭 flath, bk) 一 Fo， 区 的 符 导 由 AR?-- 
2B^k--Ck' BTE es. [oS A 与 不 能 同时 为 零 ， 不 妨 设 大 0 
(34 k—0 Ib, 5750, 可 得 相同 的 结论 ). 


| 4( 主 ) --2B (2)-c 4 


i-i MÆ fiath, b. k) — fla, 5) 的 符号 由 


十 2BEE Ck? = k? 


D-4Àt* -2Bt --C 


网 符 号 决定 ， 和 由 一 元 并 次 方程 很 的 判别 , 有 

D RRRA A— B* — AC «0, 对 任意 实数 1,D 与 4( 或 中 有 
相同 的 符号 , 即 PCa, DXEER E f Cr, 1D RA C 

G) A0 (R C0C>0), A flath, bt k)—J(a, b)>0, Hp 
P(a, b) RE ERR T yO BL RN A. 

(i) A«O (EE CO), ^B flath, btk)— fla, b) «0, Wn 
P(a, 0) RE iR PG 0 LB ACER. 
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2) IA AT BI—ACIO, 方程 D=0 有 两 个 相同 的 实 根 
UG 与 ta VEL LG DERE CGo tz) 内 与 在 区 间 Ltl，ts] 外 有 相反 
的 符号 , 即 P(a, b) ARX ERI fr, D BR FER. O 

HOPES A SO BLEU US Pa 区 可 能 旦 函数 Pn gy) 的 
DICK SE ODE SET A, p RR. DA, 函数 

fj eG ray, fal y= letty, faa = ary. 

不 难 验证 , PCO, 0) REDERE -的 稳定 点 , 且 在 总 定 点 已 (0， 
0 每 个 函数 的 判别 式 A 二 琅 一 4C= 0. fh, Erin; PCO,0) REG 
数 户 (zy p= (GI - y? B Beo P SER Pans 的 = — (G? ea)! lig 
HAGAE B fy) = ry IBEX. 

ROTRA f Ce, ag BO EROS S Bg ID E: 

EXP MES EIE PIE 
sc p) —0, 
六 (的 一 小 
求 稳定 点 ， 设 其 中 一 个 稳定 点 是 PG, b). 

第 二 步 ” 求 二 阶 篇 导数 , 写 出 

Eft Gr 300! — fiel y fox, FY). 
ETF BEA Pla, D) DOSE ER FAL LR ARA 
A- [ft,(a, b) — ft (a, b) f Ca, b 

再 由 和 的 符号 , HS CEHE PC, 0) ES UR ELA 


AGRO | + | -= xx 
PG, b) | Amos | 。 是 级 大 点 

例 8， 冰 函数 z—a* tg ey 的 级 什 . 

解 ” 解 方程 组 


(fu, a 一 3a* —8gy-0, 
in (2,9) —3g*! — 320. . 


AREE MCEUEUE CO 5, D. ROMEIRO 
Fisl g) = Ge, fiele, y) =m 3, filt y) -6y. 
[Fe 的 下 一 在 sf y) Fiale, y) —9 — 3623. 

在 点 (0, 0), A=9>0, (0, 0 不 是 函数 的 极 值 点 ， 

在 点 (1 1), A= —27 «0, H 4A—67»0, C1, 1) RE tf Bc P BL S, 
Ari HE rty? —3xylcon 1. 

ARTEA S VER t PIE RSCSIC E 
TI GICOIGTET RW LEIITLIZE 
D 的 边 罩 上 的 最 天 (不 ) 值 ， 将 它们 放 在 一 起 进行 比较 ， 潜 中 最 大 
(小 REEERGE TU, D ED HROTE REED PTT 
fa, HEDOUR LURR CTO KERREN 得 是 ,有 很 多 实际 
TUBE NUR TIE Bo sc cd o. ERO " DIO PSCSI ar. 
DO 机 以 是 无 界 EOROVUES PR, Xie FG DAE DARE 
Lu 


TORT 用 钢板 制造 容积 为 的 无 盖 长 方形 水 箱 ， me 样 选 择 
KRIE, E wu X E LR 
T Bkk. AO 高 分 别 是 mm 扩 和 Bániye— y, 从 而 高 


多 aT 水 箱 表面 的 mm 
S-ep Ertz) uu vt 2 


Spy 5 D—(CG, y 0- xd oo, 0 g« d coj. 
这 个 名 题 就 是 求 国 数 S 在 区 域 刀 内 的 量 小 值 . 
ED EHA 


Gera (ea 


98 etar ( 2 -X= 


. J93529 


在 区 域内 解 得 唯 - :稳定 点 (3 2 ,3 2F) 0. R - Bri 
oS 4V Fg , 28 4V 
Jr = r) , Bray 3 dy* y * 

PS y PS PS 18V* 

dady ar ay ry 


AV, AV) R8 Ba dos. 因此 , PCS Ear, yay) 
PuMa. Si2—A/2V.y—A2V i, 


即 无 差 长 方形 水 箱 zx=y= VIV, -VI gat mg, 

例 8 在 已 知 周 长 为 2p 的 一切 三 角形 中 ， 求 出 面积 为 最 大 的 
三 角形 , 

解 、 设 三 角形 的 三 个 边 长 分 别 是 2, yz， 面积 是 md 
BR A 


q^ p(p—z)(p—y)(p— az). (8) 
已 知 xz 十 # 十 z 二 27 或 z=28 一 x7 一 5 将 它 代入 (8) 不 之 中 ,有 


因为 三 角形 的 每 边 长 是 正 数 而 且 小 于 半 周 长 gp， 所 以 ww 的 定义 域 
— M —— 
D— ifr, g) Oca p, O-C y p, x y» p). 


E ji o PURGE 465377 86 Ro ANI. 为 计算 简便 , ok 


$= (e+ yp) 
的 稳定 点 ， 解 方程 给 


DEED Tq ILIEMERT SA GEEILTEDLLIPDIWDELRET:: 
一 稳定 点 . HE gg SGDIEGEUULSOEURCRIR, EL 下 在 理 GL b 验证 稳定 点 是 GA 
n. 
” f94^ 


PL, i0: — (p— aD (xr Eg — 20 ipri y) 

( v(p—uy) (2p—2g— y) — 0. 

("e #) = -(p—z)(z4gy—p-t(G-z)»-y) 
< ip—r) QpP— 2yr) =0. 


TER AED AUR Koo. 2, 32 )， 求 一 阶 偏 导数 


VilOng)— —2€(»—3)0, Pir, y) —2(00 y)—3P, 
Vy, Gy) — —2C(p— 1). 
1, Gr, 403! — ps Gr D 9L, Cx, 3) 
== dz? + Axy + dy” — Bpr—8py + 5g. 


2 D 
tego S (LP TP), A- -在 一 0 A- r0 Am, Rok 


点 ( 25, 2P yc int v, Me folic iE, o Bza AF 


URRIRA, 277 a TÀI oo 2p ry fP, 即 三 角形 三 


边 长 的 和 为 定数 时 , 等 边 三 角形 的 面积 最 大 ， 

f 9. 经 过 实测 得 到 个 数 对 (zegp 一 12 n Hon 
是 在 21 油 得 的 值 。 在 坐标 平面 上 , 这 %% 个 数 对 对 应 ?个 点 , 设 它 们 
天体 上 分 布 在 一 条 直线 附近 ， 如 图 10. 12， 求 一 条 直线 y 一 az 十 了 


B tote 


使 其 在 总 体 上 与 这 个 点 接近 程度 最 好 . | 
将 点 (zi yi 的 坐标 代入 真 线 方 程 y—ar- bip, 
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Et = mr; t b— Yi, . 
BR e 基点 (n, qi) SER ycsar--5 的 篇 整 ， 如 图 10. 02. i 75, 
XS On go TE AER gard bE, WaZ e= 0; EL Gn y 07 XE HC 
f y-—at--b b, Phage 820. ERO, e: TAEAE IE BOW» D HE 
He. ATHARE. WJE GIO 于是, 念 差 至 方 的 Riff AL HI 


t 
Seb (art hy) 
irl 


HADER EJ TGX n TAIE yo arth Mt EE, 为 
了 使 其 接近 程度 最 好 , 也 就 是 求 以 a 与 5 为 自 变 量 的 汪 元 辐 数 


a 


fia, 5) = 2 (az, 5—y,)' 
Bs EM. ki fo DD) 最 小 值 确定 4 "y b ms BExZI 8E 
y — az 4- b) [fj Jj ik M c IR n 7-3 3 
EE Ak Fo, 加 的 定义 域 是 R. RFEA 
fala, b) -25 (a + bri— xy) = 0,. 


Pul 


fi (a, 5) - 2 2 tar, b— y) =O. 


t=1 
kid " f^" ` 
de22U bine Dapa 
t=1 "E izi | 
a us 二 Bn -$ y. 
i=l i=l 
RITHE — FRUE HE Cae, Ba) E; 


或 


A E= E TE TEE: KAHM CIE ICID Bo BA 09 TRE 用 归 FUE Up UR 


aP 有 (系数 行列 式 ) a oa a 
DAZ -{ Dr ) En 
i-i | ME i 
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ELI (of Y > 
nÈ g= ( 224 À ze) 


信人) 


根据 问题 的 实际 意义 ， BOR f (a, b) dg P? AUTEM, 又 只 有 
唯一 一 个 稳定 点 . 因此 , 函数 f(a, D) 必 在 稳定 点 (am bo) 取 最 小 值 . 
于 是, 稚 求 的 直线 方程 是 
F= aqz + by- 
注 用 取 极 销 的 完 分 条 件 淹 别 也 很 简便 . 


aalto 59) — "SER fs (ag, 5.) = 2? ms fts (a, 5,) — 2n. 
3-1 i=l 


A-—[ f, (ao, 55) T! — Fan tos bo)" fao Cos bo) 


Z (3s ) < 


RALO, f^. Ca, Dy) 2-0, 从 而 ,唯一 的 稳定 点 (ao bo) EERE (a, D) 
的 极 小 点 ， 于 是 , 函数 f(a, 在 稳定 点 (ai bo) IR, MER 
方程 是 y= ax bo. 


£k 3] BE 10.4. 
1， 求 下 列 活 数 的 二 阶 偏 导数 : 


(1) Hw (2) 4 一 arelg P, 


* J97 + 


(3) u—rsin (r4 y), (4) 天 一 一 


3. ， 求 上 列国 数 的 指定 防 s En c: 


; FPH 
(1) u=rlniry), AN 
i i 9i 
2 zr? P a 
(2) mox? sing |-y* sin v, ar ay 
(3) = Bt, Fu . 
argysz 


(4) fix, in —e*uing, fI (0,0). 


8. WEB: EE ucareigm 4 5 w= IRI 


4 iy— $b)? 


x -i 


拉 斯 方程 DI-51.0 的 解 , 其 中 与 5 是 常数 
ELI: 
jap- mm 
lo, zt -pg 一 0 
的 一 阶 偏 导数 产 。(0, 0) 与 f2, 0,0), 
5。 求 下 列 复 合 出 数 的 阶 偏 导数 : 


D u — f (3, M), z-gscd, yai. 
(20 wsfiz,gp), =s, y 


6， 证 明 : WP actam, Er m-Ha=ĵ}, 则 
u Ju (Z; 


Ej 
au au fau 0 (0g. 
2z5 sj* Z) 0 m0 ym 


7T. E: MP ou—fíünaD, r—seosa- tsino, gy-—ssina-d-£eona, W 


8u^* guit guy Jut .,. Siu, Pn A'u 
(2) +G = ^) S tai a a 


8. WE: Eg um fix, go TESRIHLEE ER 


z=0 rts tod, gy-üu.rdbsce, =ar thst eat 


Findon MERN” A 
atu Fu 3u 23u, u, 3u 
Fr 3g8 Jer ri^ 355 | Hts” 


-有 22 3t N VET . 
(ass RET, DAS Dri 然后 作 和 ,应 用 直 交 的 条 件 . ) 


as 
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5. 3E PoXUETEHS GE UR Ed S: 

(1) fg) —2x*—xy— gy! —-62—39-5, TER, —2). 

(2) fiey, 2) =e 4 y*d-x*—3BAmygm, EAL’ d, D. 

10, VE ER, f (m, yi fe P (a, P0 463 UCP,. "7) 存 存 任意 阶 连续 偏 导数 . 
证 明 : E 3AMC0, VG, EU CP, 0), VC NE Com) 


arfi, yp 
EXE «M, 


则 Y (a 4-h, b--k) U CP, r), 有 (二 万 素 勒 级 数 ) 
foh bebo fa 4 Fe DENS 2104274] fia, b) 


4 ND 2) fia, b) + 


Ct UEBER, | = I 0 十 下 d) fat0, 40b) >00) ) 


… HR fa, p ets 在 点 局 一 1) 展 成 项 级 数 . 
12， 求 下 列 函 数 的 极 值 ; 
(1) u= at- Gn». 
(2) u— (2ax—z*) (Zbg— y). abs£0. 
(3) g-a* 4 Srg* — I5x— 12y, 
(4) u= (ax? hyh er 
13. HER a 5 HELM GESETZ RU CON REEL SE, OREL 
14. TEEGA a ICE XR LORD EPIO CK PAL EZ (EDS C. 
15. B ám i E EC RUE, 其 面积 为 4， 问 等 厦 梯 形 的 底 与 商 
LI EUER ESSE PEE RE a ER hr 
+ * * + 
16. 证 明 : # wf (3.2, r—rcosq.g-r85ing,z—2,MW] 
Ju Anu Fu Pu 1 Fu ld Ju My 
2s ay jan ar gn 95 T 3r azt 
17. WEB]: 者 cefu, t), u= uit y) v=o ia y), GbR u 5g v EET 


su NL ae Ju 
西 - 整 冯 方程 : 2: 3y x 一 gy " 


| 
18. EW: B pte nm Ici n PU, 20889538 dg AC, 
* [99> 


L[EMEIODET P(n yA E, W y. (e, D TEP ay) ALERE, 且 
F y {ros Jp 一 Yx Gr, gu) (bx I HRE 
19. 征明 ; FAA fap EA CO, UD 4B 2E TE TE — Vr ik S f Ee e, Fd 


一 .上 -L . 
FR e **) —2f(h,e *) E f00,0) 
"i ma - 


a (0, 0) — lim 
ht 


Gi fb e D, fü, e OUR IVICERAS SICH RS TO 
20. Si fx, fx.) SEFF numus n), BEER EAR Fn m, 
Q4) JE EICTPIREREE. 证 明 : YE ..,2) np. Ai aya) RINGT 
afi tgfh taf: = bf r, y2). 
GE: GEH. YFA fm 0g f) =t fiy m FE EG 55 
Ki4 td. at HARPA r y 分 别 换 成 437912, 有 (7 
taft a, ty, UO Ey C, tydz) e Ef m Ey tz) — kf (Er, ty, t2) 
gi ESO 
ia 一 和 od frt ee b 
两 端 关于 + 求 积分 ;再 确定 常 表 CO 
21. 证 明 : E fy, 20 JE RI BR IO e kK kA We. WT, Gn m P ims gs 
Dfi gp 04 k—likJjriXIBdM. (提示 ; 由 第 20 NDA fb yid fi 二 
Ef, A r0 p! TOES CE IE 再 应 用 第 20 是 的 充分 性 ) . . 
22. rH: fco EIR nk IE EU T r v, ws 
LICREREOMEAURNDRESE MESE REF A a ge M 
F(u,v,w)wf[z(u,o, w g tan aun 


Enmig. (WEA: 3B 20 RI, ADE, uF, Aoki wF, am.) 
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第 十 一 章 Bà m 数 


#5.3 这 给 出 隐 羡 数 的 概念 和 隐 函 数 的 求 导 法 则 了 .本章 将 在 - 
一 全 方程 所 确定 的 隐 国 数 的 基础 上 ， 进 一 步 推广 到 方程 组 所 确定 
的 隐 函 数 ,并 证 明 隐 前 数 的 存在 性 ,连续 性 、 可 微 性 ， 讨 论 方 程 组 - 
所 确定 的 隐 带 数 要 用 到 多 元 函数 微分 党 中 的 一 个 重 变 工 具 一 一 孙 
数 行 别 式 ,我 们 将 给 出 函数 行 判 式 的 人 性质 及 其 简单 的 应 用 , 


8 11. 1， 陷 国 数 的 存在 性 


-—, BRAHA 
TE.8 5. 3 vB, C,22 8 HH ER ZR. P (n, 3) 二 0 Brio i fe en Sn. 
£41. H F(z, 9) —rg 333 —5y —7 —0, YER (25), Et 


X ROSE —A y Ru 99 —T gus A 


321*— 7 . 
F(s, Bx )=0. 


be e a yg Ele, D 一 7 一 0 所 


Hi ES eR cx 3, # 二 


确定 的 隐 函 教 ， 它 的 几何 意义 是 ， 平 面 曲线 6-57 — e is 
Bi :一 2 十 32 —5g—7 与 平面 := 0(zy 平面 ) 的 交 线 ， 

862. HE FG, y) =r hy —0'—0(270), Ya€ ( —6,2), XR 
过 方程 对 应 两 全 WR ig y Hy XdUASHDO-—y-—em-m- o. 
y 0, lll Vx€ (a, a) ELSEBZME—- —^- y . B 

p= atr 或 及 = 一 a —a*, 
显然 ,有 
F(a, y) =F lr, a —2)-0 
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与 F (2, yj) S F(x, — al 21) =0. 
BEHAE X. pava y, —v/a! —a Bk; RR 
F(x, 4) =at- g* —a*--0 
Bru BS ER M. IEnSUL fS E AE. Fihi y = va —2c 与 
加 一 一 wa 一 下 原 点 为 心 以 a 为 半径 的 .上 半 阁 与 下 半 图 ) 是 空 
HH =t y'—a* {旋转 手 物 面 ) 与 平面 :==0 的 两 条 交 线 . 
H3. Jj&F(r, gy) —zy-- 27—24—0, TE I 8 AE 5 C7 0,0) 
Yr€( —0,0) , 3 X 2; Bo) EE ——- y By p) (下面 例 6 将 证 
明 这 个 事实 )， 显 然 , 有 
Flx,p(x)]z0. 
HRANE, y—e(x)A JI FO,y)—zy-27—2"—0 Bp E 
Ro ES ER c, 它 的 儿 何 意义 是 , 空间 曲面 * 一 zy 十 2 一 2 与 平面 z=0 


MA KEF, pry Vi€c, AER E 
在 对 应 的 乡 ， 即 方程 不 确定 隐 纯 数 ， 它 的 儿 何 意义 是 ， 宁 间 曲 面 
a—a y! cr! ERRED 与 平面 == 0 RMR. 

LEARN, —4- 27 R3 nf E EEA, 如 例 1, 2, 3， 也 可 
PRAZER, 如 例 4， 一 个 方程 可 能 确定 一 个 隐 函 数 , mA 1， 
也 可 能 确定 二 个 (或 多 个 ) BAR, mA 2， 一 个 方程 确定 的 风范 
数 可 能 是 初等 函数 , 如 例 1,2, 也 可 能 不 是 初等 函数 , 如 例 3 (因为 
超越 方程 不 能 用 代数 方 话 求 解 )， 值 得 注意 的 是 例 3 这 种 情况 , 它 
说 明 隐 函 数 包含 着 非 初 等 函数 ， 从 而 给 出 了 表示 函数 的 新 方法 ， 
扩大 了 研究 函数 的 范围 ， 

关于 两 个 变量 = 与 y 的 方程 户 (x, 89) =0 确定 隐 函 数 , 可 类 似 
地 推广 到 x 十 1 个 变量 ?za mu zB E 

Fha, Exe Eas Y) = 0. "x 

BEER Palat, 23, 220 RS RR G, Y POR 29,7, $)0€G, 
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xh ut Hi; SOS Ee y, WE ym fms mn) 
Fr, Ta xs fs ras x) 80, 
WR n sc ERE y= f (n Ep s Xn) 是 由 方程 RCT xong) 二 0 
Da Exc TI. 
fis. FEF, y, 2) —a- ry gz—4—0. Víz, y) ERY 


(1550), 通过 方程 对 应 唯 --…-- 个 z B am Ec ct 显然 ,有 


由 隐 苗 数 定义 ， = 全 4 一下 是 方程 F(2,y,z) zt zy--yz—4—0 


Prüf ai C Ba IR c. 
Bb er Co E- RDE: 车 笠 个 方程 构成 的 方程 组 所 确定 
BRAR GO. Plan 两 个 方程 构成 的 方程 组 
PAM 
Falt, 4y z) =r +8 + z= 0, 
Va€R (2755), Bit y RHA HE- ar 5j y Bp 


»u (D (—8) 


=— Hh 
T 3 Jy B—z 


显然 , 有 


IH 


0, 


PG 


8 (z+1)(2—6) )= 

RARE, n4 de EE mJ; ER Omny 
Fi(xi, s, ms its Eu) — 0, 
Falip Ey ttt Wy Emets "y Ea) — D, 


AEERERARRRRARRRHARRARRARARAR RRaAARRRRRARAR RA d 
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TEE XE 
r= fi Emtia a) 
T e 
00i ] En = fana zis 77s En) 
满足 方程 组 (1), 即 | 
FiCFs fart fms Euer x m0, 
Fafa, fe fs. Ya.l.ttt, y.) 0, 


mahut*erhrezuridiudeanáérrmeMhhubureesáicdh 


AF alfo f» “fs mts 68) 20, 


则 称 读数 组 (2) (Gk m AERE EYR (D) RAZMERAM 
Be oo 
二 、 二 个 方程 确定 的 隐 范 才 

MENIRE y) = 0 SEERDEN FC, DEIA 
4b. JETTEC ER TER ARNE E PL EROS, 
BE Fr 2 A ei am F, y) 与 平面 zs 一 0 次 成 一 条 ( 光 请 的 ) ER 
呢 ? 很 明显 , 至 少 应 当 假定 曲面 z= Fa, 纺 与 平面 := 0 有 一 个 交点 
Poo, 80) , AUF (xo, 9) — 0, 并 且 在 点 Po 的 要 个 分 三 卫队 个 偏 导 数 
PLG,y) 5j Ehl 连续， 为 了 使 曲面 z= 下 (zx, D 与 平面 4 一 9 不 
仅 相 交 于 一 点 Po, XS SEXE MDSE IE 一 0， 次 成 一 条 册 线 # 一 扰 z) 这 
FUSE In d P Fre go) 关 0 就 行 ， 事 实 上 , 由 连续 函数 的 保 号 性 ， 
在 点 Po 的 某 邻 域 RCC D), F (a, PIRS, 这 表明 将 F(z, YE TEE 
量 Yy 的 一 元 函数 是 严格 单调 的 , RE Co go) 7 0, PEE EC ED 
dM, Fx. yop) 5 Fle pte) 具有 相反 的 符号 ， 即 了 贡 面 
SFE 从 穿 过 平面 2—0, WIESER FG DARSE X 
于 变量 8 的 音调 性 和 根 前 存在 性 ， 就 可 证 时 曲面 =F y) 与 平 
iii z=0 交 成 一 条 光滑 面 线 y--f(+)， 有 下 面 隐 函 数 存 在 定理 : 
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”定理 1， 著 国 数 nc (a, y) TEDAR, Gto go) Joco ROGER D 
Gb 9E f MRDA ETIRI: 
(^0 D FtG,Q g) 5 File, pE DEROAN F (o, yp) fE DEH), 
2) Firo yp) 0, 1 3: eR qE K. E 
3) F, Gi, yo) £0, (7 
则 D 36205 520, EE 了 = (zo 一 6，zo-+6) 存在 唯一 
CE ERG a — FO), fe FU 100180, f (20-95 B. 
p- BefKG) WB. 
ii) y= 了 f(z) 在 区 闻 41 连续 , 
ii) y= f(z) 在 区 间 了 有 连续 导数 , EH. 
' Firg 
证 明 D HANE E BAR) ,不妨 假设 
Fy (2o, fo) 70. 
Ti Aff D, BUR FS GL dE Goo p HE SR, ARR $102 定理 4 
GEREKE), TEEL Ge, yo) 为 心 的 闲 气 形 区 域 
RCo asa 二 一 志和 LB), m ACD, Yis, ER, 有 
(D>0 (7 tC (3) 
特别 是 ， 当 z= ze 时， JF) Gs 3270, yo B xy yo t B. RH 
$6. 4 定理 2, — S EU Pis, y) EEPRLC IL s — 一 和 如 + 严格 增加 
由 条 件 2), F Gro 9) 一 0, 有 
F(2s, go~B)<0 与 FG, f 8). (4) 
pegeT áR | 
F(z,yo—) 与 F(z,gs- B). 
这 两 个 销 数 在 点 ze 连续 , 且 有 不 等 式 (4), 根据 83.2 定 理 3 (一 元 
过 续 函数 的 保 导 性 ), 38>>0(6<<o)，,YzE (zo 一 5,z0 0), 
(0 一 月 )<0 与 Eyt p> (5) 
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(5》 式 的 几何 意义 是 , 如 图 11 1 RR zo Fr, y) 在 线段 48 
上 的 图 象 在 ey 平面 之 下 , 在 线段 C 如 上 的 图 象 在 zy 平面 之 上 ， 下 
而 证 明 , 曲面 == F(re)5s zy 平面 相交 。， 其 交 线 二 就 是 将 要 证 明 
REDE IH (xo —0, n DWAR 
A A= tra, t 50). VxCef, Aht, A 
Fylt, y0, JELY B. Yo B 


Im Ta^ rQ2Ó 


zF,.dg) 


图 11.1 


Bl —3c F(a, y ERI y» 8, yt PP FA m. ROO AUR 
F(z,y,—B)-0 与 FCE, p + 8) 0. 
根据 § 3. i 定理 6 Gk eR I 9 Pp ECHO EE DC IBI Glo - 8, yt B2 E FE 
唯 -一 点 多 使 
F(z,y)-—-0. 3 (6) 

di (6) 式 ，YzEA， 存 布 瞧 -一 个 y€GOv- B. ger B), tE 
F(r,y)-—0. FPE, y oc AR, RD ya GOL B. 

YEA, HF(x,[(3)]8O 与 pop ARKAT P. 
E.A Ps.) = 0 tg Firn fG370. BOEG- B, yt PO AI 
313 cbE REL EA fR F Cr, y) — 0 B y AERE -D AEA 
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go fn. 
i) CEU y fk. PAARUESH, YzE uf, ERE 
y= Jr EE. 
ga Fi, p5 File, p TEPILRUE R m, — asireir a 
parant BEER. HFa, 40770, INL] FI pDl ERA kF 
|F (ey) He RAEO m FR, Bp 2M 0m0, V(z, ) C RE 
IF, pM j Fele, pam. 
5h ERE Rn 改变 量 Az, Ert ATC A, FRE BUR ERE y= OOR 
[4 3 ^y, E 
Ay f(x Aa)—f() 或 y+Ay= f(x ^2), 
E y+ Age Go B. gy. tB) CRT ~ 
^ 0 F(z,y)—0 与 Fl(r+Ar,y+AY)—0. 
O—F(r--Az,ygM-^Ay)—F(xz,y) 
—Fo-Az,g-ÀAgy)—F(z,y - ^y) 
MEG, Ap —FG, p 
=F xL Az, gd Aq) Ax HF (xz, y S, AD Ag, (7) 
其 中 0c0,—1,0«20,-—1. HURA d 


Ay= f(z+ Ar) - fr)= - Es E d m 


有 lAy| — |fGz A) — fix)! 
L| FG 6A, y+AY) 
| LACER DI IEEE. "APUD 
于 是 ， lim Ay Jim Lf(z A2) fiz)]- 9, 
Bn (BD EE y= fz) 在 + 连续 ， 从 而 在 A 连续 ， 
ii) (OAN y— fioe la] 二 有 过 续 旱 数 . 
YrE4, HOO 


Ay Fh(z B Az y+ Ag) 
T FG, yT 6 ^y) ' 


0«60,— 1, AL 
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已 知 #= ffer 连续 ， Ham Ar—0 时 ,有 Ag 0, XD 
PG, p) 53 Fy Go fe D EER, A 
ena B Qo Fit L.Az.y Ay) 
azao Aro (i2 FiG,yd 8, y) 


E A ETFL l 
== FG, gy) (CF, g) 550) 


RICO Fi y= f(z) TE EE li] 068 38 03 N H. 


ENT Filey) : 
reyes fO. 


注 “为 合 证 机 的 层次 分 明 , 定 理 : 的 结论 分 成 三 个 部 分 ， 实际 
土 , 这 三 个 部 分 可 以 人 台 攻 ,组 述 为 以 下 更 加 简明 的 形式 

“ 则 存在 点 .zo 的 邻 域 了 ,在 .4 存在 叭 一 一 个 有 — RO 
BR ER y— f(x), 使 Fla, fir) 1m 0, f(z0) — go, H 


; (x, y)” 
XY. 
Fore. 


Fe. 隐情 数 定理 的 结论 , SEX REA E REO BORA. 
4m l-pHEJERCIABSERMTE FG artt Za ye 
|rrul s 85 pe o 
EM? WEE, nens EDU C ad 25, 
37) Xu 45 EZ AD G 3 E PUER E: B 
D FLQFVLQ-FLGQFVIEG MESE OX F IEG ESO, 
i) PF ar.,2:.952—0, 
8D PQGS.a45, 21.9) 90,7 o , 
MWETTAQ OLL, n ORBU , TEU TE EE — — 1r ER D 
导数 的 (路 ) 国 数 y= fO rs yz 使 
下 
O PSSE aya), 
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… (8) 


Wr 8 JA d. | 
基于 定理 工 与 出 理 2 作 知 下 两 点 说 明 : I， 定理 的 条 件 是 隐隐 
存在 的 充分 条 件 而 不 是 必要 条 件 ; 2， 定 理 只 是 指出 隐 函 数 基 存 

在 的 pt fret “f[ 么 样 ", 便 是 能 部 借助 给 定 的 方程 讨 

论 它 的 连续 性 和 可 徽 性 ， | | 
例 6， 验 证 方 保卫 (x, g) ay 27— 29— 0 f£ f 0 KIERR 

定 瞧 一 一 个 有 违 续 导 数 的 小 函数 gr en), Jio p'GO CLE. 
SEO HAE Firn, paytini Fe, y) =r 在 点 

(0, 0) 8 46 boe E, BL 

F(0,0)-0 F,(0,0) — —1n22£0. 

根据 定理 1 在 点 0 DRAE 1-6, 0) E 4EME-— — HE MEHR SOR 

8 (ED HB 7 e), fE FU eE B. p= 0. (RO 国 数 

y QUSS HR. : 20m 

i T 2*I[n2 

n BTE 
———————— 

数 公 jaa 


eG) -— 


求 由 方程 e sing ge -2 i 908 d z—f(n y) 
m 
KR ”在 方程 中 将 z 看 作 是 z 与 3 POTAE RES ERO EUR 
端 分 别 关于 z 与 y JU 人 


EE + eosa 227 | l 与 . a eosg oe L1 zm 
T 分 别 解 得 
"22 | y t az_ lw 


. à« 2—càsz. 
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三 、 方 种 级 确定 的 隐隐 数 
首先 讨论 四 全 变量 两 个 方程 的 特 出 情 议 , Bi 
(Fi, you, o) = 0, 


lF'(x,y,u,v) —U. 
ERI FARF (r, yu v) ES Fs, y, u, v) REP, do, 169, vo) 
WARG dE E FFIR CE. 
1) ge F(z, yu, v) 5 Flr, y, u, p) SPICE a TA E G EE 
CAT P Ej P fe G ESD; 
(Fi Co, Ho, o, 79) = 0, 


2) «4 
Falata Ju, uo, Vo) = Ü; 
iP, aF, 
3) 行列 式 J 一 | 9 | £0 
B- E 
i du QU ip 


则 存在 点 如 (zw go) 的 邻 域 了 ,在 上 存在 唯一 一 组 有 iESR IR SEIS BS 
(HO ER Ec 4H 
d= ur) E v= ,Ps 


使 J 
RL, y ulz, y) vlz, y) 150, 
"AES ¥ y), HEF y) 了 三 0, 
H. Mo tuko Wo), Vo= P En Ho). 


iE RGE KA RO A ERRA BCR IE 
EF, Cey u, v) - Op "AP hos jir y 10 OARE H EA EE E 
2] HO. AERAR LAGE rp, BEF, yu, fixy u] 
—0, AEH “AF Hj 一 xxz， 及 (这 也 需要 验证 它 满足 定理 2 的 
ARHO. Ru uS al, yo M Av Fis, y, up sb] v fL, y 
ulz gp j= vlr, g). 于 是 ,得 到 国 数组 u= ule, 3), v— viz, y). 
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TA 由 条 件 3)， 行 列 起 了 在 点 书 不 为 零 , 则 38 与 25 至少 有 
一 个 在 点 已 不 为 等 ， 不 妨 设 2 | #0. TE KERE MLAN 
Filz, y, u, v) [E gH, P (ro, do, 9, to) Bg SERE G WF. 

1) HOR FG, y, uv) SPUR f cfe GEAR, | 


2) F, (£o, Yo, Uo, o) =0, 


3) | 0, 


根据 定理 2 ,在 点 N(xo, go, 1) BS AC A 8D D TE TEDE — — T VE SER 
ev= foy, u), bb 
F,[xz, g, u, f(x, y, u) 1 0, BH.jo— f Gn, Fos 8o) s (9) 


CT osien haga, l, ERDER. BOR A 


Br" By 2u 
2F, QF, JF, 
af ar 2f 和 下 ə" » 
az 9F; 3y — JF; cu JF, toc "om (10) 
de de Bp ^ d 


再 将 图 数 2= FG DRAAIE AR FO y uv) rh, 

i 
plx, y, u) = Fr, y, u, f (5, yw T. 

下 面 验 证 函数 pm, yw) YEGE N (aoyo uo) BDA EFA 
it: l 

1) m pia yO APII AE DEAE 

axt peAa 各 -各 + 和 
9p 23F, | aFs Ww, 
Qu  2u 28v Ou 


Eanes, DELE EIELE. p me, w, 


A BE SER D EEE, 
2) qo, Yos Mo) = Fat zo, Jas Hog J to, Yos 49) ] 
. = Pt, Fos s, vs) =9, 


3) ej 7:0. 


dux 
ERE BABE- R dio Adr 
o gu 
F, 
Ju du dv FC SU du dv dw 
dv dv 
aF, 3| 
aj æi lyr’ 
ƏFilaF, ab,| aF,’ 
ap 2 Jal 9v 
由 已 知 条 体 , 有 El fN 0. 
' Bu ix | <: 
ceu m 


根据 定 更 2 ER Qs 如) DETER FE TERRE TEARS 
ura(r, y), fg . 
gt TIF, u(z, DEBE: 0, B g= uxo, ffo) - . (11) 


基数 uz ule, y) 的 仿 导数 2 Se PE GBIR V 连 统 . 


Sg, fuu, MEA v—fG, y rb, 设 
v= fin pula lev, - = (02) 
下 而 证 明 ， ER RH uu, y) Ej o= ola, y) 满足 定理 的 要 求 ， 
EKo CLAU FAR o fF, y tdg D Me cmn Gs EV CC 
DhE, TÆ, omol, 40 = fL, puG p) Y Dind 即 a uz, 
poo DTE igi. 
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KEHOA SUDA, 有， 
Fc, g uta, go v Ca, y) 1m Fila, yule, Tr, p, ule, y) ]) 
Fr, uf (ny 4) j=0. *o. 
Flr, y ule, g) vGr D 1a Folia, y ulz qo, feg uie, 0 D 
DEM mg[rygpu,y)j50.- 
由 (11), 02, (9) 式 , 又 有 | i 
l EERE (1o, Yo) = = Ugy - 
"me fs, do, i Cro, P) J= f Ga, oh) =. l 
: CARR a su Cr, y) P fi TE ARV 连续 . ERE ”二 以 2 p 
toi HEAD Y Mi iE E Al. 事实 上 ， B O2 Xs 
2» af Ifeu ap Of feu — 


Jz Jr gu Ja’ p By Jy Qugy 


af af gf cu 2u LL E 
BA gy gw or 9, PRV HEBEL REST, SUA QUA dbi CI 


推论 FRR rz 一 at 0), y- y, » 的 所 有 偏 导数 在 点 
P (u5, 2 的 邻 域 连续 ， 县 r= zu, v), n= g (uo, 99), 在 点 P (uio, 
vo), FAR l 2E T M 


- " 
Jw Svj 
jay Oy 
idu de'; 


WE EQ so) BAS M E EER RRR ， 
u—u(r,q),v—-vc(r,g). 
证 明 函数 组 zca(u,v), y og Qu, 2) 可 改写 为 
(Fio, yu, 0) - 2 — eu, v) —0, 
ires u,v).— y-—g(n,2) —0. 
显然 , 函数 P. Fa 的 所 有 偏 导数 在 虚 M Cao Yos o, vo) MIRRE 
"M m | 
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(GF, Cro. da, Mo, Po) = To — r (uo, v4) =Ù, 
Fa( To, $25 os va) 一 ys — y Cs, vo? =0. 


又 有 
iK. ap , 9s 2n ,ar gx 
du dv! ^ du e: Qu dv. " 
Ie =. . EU 
9F, F, W dy a dg 
Ju Ady. gu Jv du dv. 


根据 定理 S, f Qs n) BO ADAE DECRE GF HERI CER T 
ZH u=- ucr, y), omel, y) [|] 
定理 3 FUERIT (RO ERE FEE fa SEC. WAE 
求 它 的 偏 导 数 呢 ? 现 举例 说 明 如 下 ， 若 的 数 方程 组 
bn y,u,v) —0, 
Flr, y, u, v) —0, 
确定 了 ( 隐 J) 国 数组 u= ulr, y), v—c(z, f 
Fla, y, uir, y), v (x,y) ]=0, 
Mn p zo. 
对 这 两 个 恒等式 甘于 kaTa., iS HUE, CN 


3F, AP, 3u 37; 3 . 
. ED + du Jst Jv Ər 6, 
| 2F, , 3F,2« 3F.2». 
Ja t a Br! $e de 
其 中 红 , 2 是 来 知 的 , 其 余 的 六 个 偏 导数 都 是 已 知 的 ， 解 得 
| 2F, aF., jgF, _9F,. 
| dr 23v | : ou dz | 
| a, ap lam, P. 
Bu ' az 2v Qv du az 
到 
| 2u ə? | Ju Əv ; 
| JF, ƏFz igF, — 2F, 
ðu 9v! i Ju Əv i 
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邮 样 方法 ， 可 求 关于 ORERE 与 27 


2g 
$68. EN E 
p y7 —uv=0, 
rg ut v! .- 0, . 
E A Cto LIP Us, p0 一 (1, 0, 1, LIRA EE A 3 的 条 件 ， 从 而 在 
点 1; 00) 的 邻 域 存在 唯 -一 组 有 有 过 续 偏 导数 的 图 数组 wv uu, y), 
cH cH JV OY 
Pw, DOERSS ay Bz’ By 
NE UE FG uv) r*+ yin, 


Falz, F, u, v) =y Es v?. 


ELA 2PF, OF. 9F, 

2x 2x, ay 2y, du T 83v " 
QF, IF, € aF, JF, 
CLE acp aae LN 一 一 人 
às ^ 2g ^ gaS uir , 


XE 5 (1, 0, 1, 1) 的 邻 域 都 连续 , H. 
QUO 1,1 =0, 
1F,CL,0, 1, 1) 0. 


ƏF, 93F 

而 "ELA Evi | 一 也 —u 
oF aF| |—2u 2v 
! gau Jv | 


一 — 2p? -2è — —2(u* Hot), 
FEA (zo, Jo, 49, vo) = (1, 0, 1, 1), A Jo 一 4 天 0 
根据 定理 3, 在 点 (1, 0) 的 分 域 存在 唯一 一 组 有 连续 偏 导 数 的 
ARH ux 3D, 2 一 wayt)， 为 了 求 其 偏 导 数 ， 将 方程 组 分 别 
RFR A A 


t vob aot 9, 
ceu gu. 
y Zu, t Lr 
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| 一 322 —u | 
解 得 ow | 一 多 2 | dro Egu , 
2a — -H | 2u pi) 
| — 2u 2»| | 
|^ 一 2| 
9e | Zu E 5/0 Aru yv 
Jx ni | 2(u* —ety 
| — 2u pi 5 | 
同样 方法 ， 可 求 关 于 y pg g 35 
ay: 2y 
1549. 验证 方程 组 m PN 
jur tz 8-0, 


在 点 {zo, Yos 292. 二 a, —2, 1) 85 RAEE EH 3 的 条 件 ， 在 点 mm 一 
1 的 邻 域 存在 唯一 一 组 有 连续 导数 的 函数 组 y 二 了 (x) z= fala), 


dy i507 
RP da 


E x Fir, LP 2) = (yt * zi--6, 
Fi(r, J.2)—mrb ya. 


3F, 4, 9P. aF 


2r PP gy 
34 46. ay - 2g, as; 79 
Fa] SF. =] aF. | 
Br C By ^C Og | 


在 点 (1， 一 2， 1 的 邻 域 都 这 续 
,~ Dt e (6-0, 
dra —2,1)5 14 (—2)4-1—0. 

laF, QFP, 
| Oy oz | NE 22]. 
m 7T aF, Skaj ia a7 229 


Əy dz 
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TE XL, do, Xo) = C3 —2, 1), 有 JJ 一 一 6 天 0. 

JR ARE FR. 3, 在 点 zo 二 1 的 邻 域 存在 唯一 一 组 有 连 夸 导数 的 函 
数组 y fi Sch» 为 TRIR, 37 BER A BU ACT. sk 
SER, E 


P" + 22 和 0 
AL ML 


| — 2x 2z] I? —2z| 
dy | 一 工 1|. ELE dz |1 -ij | R— 
解 得 de i2y . EM y—2 dr |2y 23] “g 
[1 735 f 1j mE 
定理 8 可 推广 到 各 十 a AP HERE RO m A 2j RES — G 即 


y 
z 


us T3 Pms Emi Ie Fun) —0, 
Fal Eis tty Hg Vus» ts Famen) — 0, u 


AP, ntu Yet, tt miu) — U. 
XXB4. Emt Fo, Fes, En 在 点 M(z9,--, ah. Lh s 
15s n RIIE BIR G 请 足下 列 条 件 : 
D BB F, Fon Fa 的 所 有 篇 导数 在 G 连续 ， 
eo DEFQOM)-FRM)c- FIM) --0. 
3) 行列 式 在 点 M 不 为 零 , M 


[pF gh: .. OF, 
2n da, | Famn 

jov. Bz: Ftal 350, 
PERENNE 

i9F. SF. FF pa 

| Jx, PEP da H 
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则 存在 点 N Cah ros cns imo RBI V, FEY 存在 叭 一 一 组 有 
Sig HL CIBO HL, 
(e = 所 (zi rm) 


ta fal rm PRIMER xn 


Ami fm Crm Tm P 
是 z= ON) mm) 有 
Fi{fis fs fms Tm Eme n) REO, 
Fia far ster Tmin) E0, 
Ff fess fm Tmrls s Eme) = 0e 
证 明 从 格 ， - 


练习 题 11.1 


1]， 难 证 下 列 方程 在 措 定点 邻 域 存在 以 上 汶 自 变 m) HN. HE 
dy. 
diz 
CÓdY pm terti, ER 1). 
(2) age 21lnz4-31ng—1- 0, Zr & (1, D, 


(3) sin z- Deos — 3 -0, EACUS Ix . 

2. WERE Fu RERE APREL z, y 为 家 变 景 的 隐 KE, HR 
9s a. 93. 
a 7 pr 


(EJ p= gê taz daz 40, ER CO 1,2). 
(3) gdy z- eosixyz) -- D, ER (OLD, 713, 
3. 3 FFA RE PESE Da Ro i e P Sg f er, 


nm d 
tI) Invar? by? =aretg# : RZ 
s 3: Az 
(2) z9- Jayne. XU. Dn 
zig) iy a'y E 3y 


4. ER: ERE P, p, 2 —O HER- TERERAA TE EGG 
Eh en X, A zafir, y) t= giy 与 y-hG,z), "ni 


5. UE WE F ALY fS IEIE XE UE SD3R Ye TERR ER ee, ERI 9 Re n 
t-gy-d-2—0, m --1 dr e 
a ba 十 2 二 上 ， th 7 IT o} 求 zs 
ucv-iry, rana 
(2) TA tA. ggg) tan 
siny y 
6. iE; E orc, m, gum, z-—zünc) R SS iN SEEN IE SR, 
E 
2 22; 
Ba Be| 
as 2y| 
an Je: 
如 从 在 有 连续 偏 学 数 的 隐现 数组 = S y, u= ply r= o OR 
n Lem 
F =a rlu, n D, FP. gyi t o0, Faoz, t) —0.) 
7， 设 有 函数 方程 组 w= 二 ersinr,， n-—e'cosz, w—2— eosz, HERE H 
P (2, y, 2) YE TE CFR Te ER. 
8， 蛤 证 方程 组 


zt g eos (im) Hz — 0, 
ls LM -- sin Gv? TD 2z* m 2, 


rg — sin 4cosr- zo. 
存 点 PU go ortho n) -(1,1,0,7,0) toti GERE SACR, e 
和 


z—zOns3), do Ex 1j ELI: Pfü. 


9. "PT 


OD FoHcOS.-, g —usin 2, 
u u 
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(2) ce"-Lusinr, p—et'—Wense. 

10. E; Hi x—rceosg, y—rsine, WARE S ira p) Oe rn 
0, — ceca roo) HudpBE dE TERR OH. EE, ftro EqPETEÓSEER 
数组 ， 


* * * * 
1l MER: 方程 2? 十 六 二 UD ILLI s=s p SE 
方程 


12. pH; Zi f Fæ), yd aa l) =o HERAA Si, g) 
HEH 


13. EAA sin! gno sing (22! ME TRAR =f, R 
s 
Aray 

14. WPFG.gi- fied gan, def Go 15g un FEE RT aA RF irg) 
的 一 阶 护 导数 与 .: 阶 僻 导数 ， 


$11, 2， 函 数 行列 式 

一 、 医 数 行列 式 

在 圭 节 讨论 函数 方程 组 所 确定 的 隐 陆 数 (组 } 和 求 它们 的 偏 导 
Sco xb SER, 我们 看 到 ,以 硝 数 的 偏 导 数 为 行 和 列 的 行列 式 起 了 蛋 
要 作用 ， 在 以 后 多 元 滑 数 和 的 积分 中 , 还 将 显示 它 的 重要 作用 

HACR 到 R (fj Bib CE BOULE n LAR 

Y= Eis Zott, End, — (xy Foes ey 9.) €. 

由 ACR’ 到 R^ (或 变换 ) bk nr n ZCURECEUDERS 
函数 组 
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» fin 93,7 à), 
EE Talt, Pas tttp Eady 


(3, Zey tn Ea) EA. (05 


3Obofo s F0. VERTI BER METRI, i= 


7 
1,2,--., ONE 1,2,-, 行列 式 


2 fh 
ga, dwg P. 
afa 9f; g 9f. 
E dir. r Ja (2) 
[afs fs 2 RU 
Pda, ere Pyl 
Bro G font fote LETT Fay, 4) mgri SqTAU E, 
AR ERR, RA. 
Jif, f pf) Difi, f VIDERE 
EEE H 或 EREA SET 


E€T7 1 1161.91]: 6:2 ES 
1， 极 坐标 变换 (多 练习 是 10.3 第 4 题 (1)) 


MN 
y—rsinm. 
3r gz 


2(z,9) . dr AS eop —rsinq | 
alr, p) ay öy 7 | sin qp TcosQ | 
"dr ggi! 
— reos*g -rsin*g- r. 
2. Ride 
Qo XE te Jacobi, 1804—1851) 48D] ft ^C, 
»221* 


f—rcosqQ, 


y — "ung, 
|z əz z| 
ior èg di! , 
| | itos --rsing 0 
g(r,y.z) 3y Əy O9gy| |. 
Jir, v, z) ion e ai [rer Tous 9j 
. 04 | | 
. Bs gs e| 0 0 7 
lar Jp Dz 


= rcos?g -irsin p= r. 

3. REBER LARO 3 第 4 题 (2)) 
t-—rsinyeosB, 
p raint'sinB, 


Zz-——TcoOsip. 


az əz az 
or dq z8 
aud _ loy 24 2y 
er, p, 9) j ep c | *. 
əz gz gz| 
ör zp F8 
singeosÜ — rcosQeosÜ  —rsingsinð 
一 | sinm 旬 ain | rvosqainf rsin peosh 
| cos —raàing o 
=p? ain q. 


2., BARAKA 

已 知 守 数 T NAE oci fe yS BUE AS RA RUE E 
X. RATEI, ARISA CR) AH EAE CD WES B PE JH SE 
4 ULT SER UDA E IER y FO Bp TERR. T AE, 
SEC FBNmSIS iE UT Rat. 2o T RARER, D din 
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2 的 情形 如 以 讨论 ,所 得 引 果 对 件 意 自 然 数 都 是 正确 的 ， 
B -IGEA yo f (2) !g xz p ORE ERR y s fLeCO Sf 


Sa, IE, JERUNE: 


定理 1. Ed usul yu nr, p VESR IG a, ifa 
x-r(s,£), y= yis, £2 E A EE fi S3 n, UU 


cOn v) dcu, v) olr, y) 
Js, e) Ile, y) Is, 0 


证 明 hA ERAS PICO AM, 有 


gu Qu2z 2u2y du cudr,2ugy 

2s Jrəðs OgOs 9t Oa2t 3yEt 

dv ər av dy ge .9v3r, 9v9y 

Ja Jr Js poat 23t 22210 yt 
自行 列 式 的 乘法 ， 有 


‘Du Ju. laudzr duy Sudr DY : 
2(u,v) Js Jt lBrds Jyðs sət öyə) 
m; 1 一， 
Ils, t) iav 2v. lavgx 9v9y avar | 22 38 
‘ds Bi Barzas 2y0s dradt 9y at 


(Ju Ju: |2x 2 


| da ay; 2s .9(u, v) 3(z, y) 
FD 3»: ay » "Oz, y) Ils, E) 
gx Dy 3s Qt! 

ETAR y= 了 f(z) 在 点 n 某 郭 域 具有 连续 的 导数 三 (z)， 
H FOA HES AR PS PE S 性 ,在 点 mm 某 邻 域 4 PO 5S 
产 Czo) 保 持 问 一 符号 ,因而 在 BS y iO A ge, CEFER 
ER r= v, B. 


它 类 位 的 有 : 
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定理 2. SEPR HEB a—u(z, y), o= olr y) TRIER f SRL BL 
2(u,v 


Se 7:0, RIGHE XE SAIL ARH x — Qu, 00, gg, 
v), H. 


9(2,7) — 1 
Suv) One 《3) 
olr, y} 


证 明 Sind. GEPÉ 3 BYE ia Ui fé dp Eti dea S Pr bc] 
数组 的 证 明 ， 下 看 证 明 {3) ARM, TEES Doe, $ sau, iso 
n 

2(u,v) Iz, y) . g(u,v) 
d(z,y) Ju, o) O3(u,v) 


|ou 2u 
Ju 2w 10! 
= = =], 
9e svj [0 1| 
du dv 
dí(x 1 [ 
: Gao Memes n 
d(u,v) Ju, v) 3G, y) 
Dir, #) 


hi 


, BETIS SC aL AE 
—J6 PASE g— f(r)jà R 到 民 ' 的 映射 ， 取 定 一 点 20, CHR 
点 是 加 二 了 (x0)， 当 自 变 量 X 在 点 zo 有 改变 基 Ar, 相应 ? 在 加 有 


改变 量 Ay， 线 段 Ay 的 长 |Ay! 与 线段 Ax 的 长 Avin tb DT gs 


Aa | 
为 映射 子 在 zo 到 a tAr 的 平均 伸缩 系数 ， 若 当 Az->0 时 ， 平 均 
MARE cede, M 
Ay| uL | fine Am fir] ip 
Dm TAE lim TTEA frg) 


MIPE | f' Gro) t AEIRCÓH. f. Te rà mu Po p ER 
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Hide aT X. — EB Sy S0) ££ xo H9 5j cfr He x fE 
FP GO |, 叉 有 了 新 的 几何 意义 , 它 是 映射 了 在 点 .zo 的 伸缩 系数 

[3] FE, R^ 到 R^ 的 变换 usul, g), v o(, y) 也 有 类 做 的 风 
EX. 

定理 3. SPEI u= ulr, y), v=olr, y) TEJ-X RR G HE TEE 


续 的 偏 导数 , 且 VG) CO, AJ Gu) e SU eo. AAi oy 


乎 面 上 开 区 域 6 变换 为 uv 平面 十 的 开 区 域 f， 点 (0, n) €G 变换 
yuv F ME iso, 0o) — (xo, do), € Cro, YO JEE 则 息 含 点 Cito, Vo) 
的 面积 徽 元 go” 与 对 应 的 包 售 扎 《zo ye) 的 而 积 微 元 do 之 比 是 
|J (zo, go) i, BE 


da' 


do =; FETT yo) ] — aCu, v} 


LSU TL) | assay. 

证 明 ” 当 证 数 严 充 分 小 时 ， 在 开 医 域 G 内 站 在 以 Alto 92), 
B(xs- B, ys), C Cto d-h, yo HR), D(xo, yo--h) X LH TE 2j IE AR, 
iR IEDER ADCD HE Ao — E. 

函数 组 将 zy 下面 上 四 点 A B, C, D 变换 为 wp 平面 上 四 点 
A,B,C,D, ER ERE ABCD "eM o lia PU JD. A B'O D, im 
图 11. 2, 其 顶点 坐标 是 

由 [afzoygo)yaCzoygny]， 

B'[u(xo Fh, yo}, Exo b, go) ], 
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C'Üu(za t b, Yat 3) o rat b, yo 3- À) 1, 

D'Votzo, Yot R), OCT yo t 52]. 

aee A'B'CU 的 面积 是 Ao'， 可 将 Ao' E eE 
EEL A', B',C'.D' 为 硕 点 的 四 边 形 竟 面积， 这 个 四 这 形 的 面积 
X np fL BRCB REGRA A, B',C' 为 而 点 的 三 角形 的 面积 的 二 傍 . dH 
平面 解析 几何 知 ， 三 角形 A'B'C' 的 面积 的 二 信和 就 是 20 的 返 似 
ié, 8 


Ag! 二 2. 1: | uro À, Ja) — C xo, Yo) 


2 | v(zq 十 go) — VCXo, Ya) 
uiro d- b, go ki —u( rg 十 页 yo) |D 
oC h, y B) v Grs Hh, Yo) | 
T p or ÉD PE 5 TARESTE, d Fr 9X P 
号 为 


PETE dH h, Hy) h uyi tnt h, PI +8; WAG | 


Ao 
rai Oh, go) Vp xS tA, Yo 8,5)! 


LAET Ya) Uma. do) 
or Yo) Vpl Zos Fo) : 

Hh 80,,6,,0,,0, 都 是 0 与 1 ZER P 
Aa' | (zs, ip) R | Jéxo 的) Ae, 


DESSIN 


dg' Qo X7! 
Bn do lume Áo = | JG, Yo) l 
de ， :Ou v) 
一 一 一 下 , | 一 二 
或 dc ei; yo) | FIC Y) dass 


注 ”在 定理 3 的 条 件 下 , 变换 uu) oor d ry E 
itis JF SR C dE RD ur 平面 的 开 区 域 如 ， 将 如 内 的 直线 变 诡 为 
G 多 的 曲线 ， Hè -e apaia, ege EEB L R bA i Rd 


D 面积 3tz" 是 正 灼 ， 行 列 蕊 可 能 是 下 也 王 能 是 负 , 用 符 引 二"， 使 其 为 正 数 . 
行 欧式 是 正 数 , 取 * 十 "1 GEAR GN R", 
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35, fie UE EH, 
Ao! — |J Go, p) Ed o(87). 
因此 定理 3 的 证 围 是 林产 格 的 ， 是 示意 性 的 ， 


练习 题 11.2 
I， 证 明 ; 证 zu mea, perty E 
20, e) Lot 
Jimy) ry 
2 HEBH: Hb one, rt, wel, A 
X y z 
3(u,0,w) m 
ERENS 


3. Wr 88: 车 uz, yc), [ICE PESE DEC AM Bj 
3«204,v) Ju 31i, v) 4,22 CALTE 


8:2(y,z) Ayaz, BrP, y) 
4. EH: E raro e) y =y On e), g= (u, v) ART e M 


aiy z) LIZE} gy] Aiz, y) 
Aiu, t) "aiu, 2Siu,v) 


6. 证明; F usute, y, an= (a, y, 2 有 连续 的 俩 导 孝 ,而 Sel), 
yg tia =a (s, 0 HEER K Da SEC, RU 


2(w,v) Aiu, v) 9(z, y) airi ACIES Aiu, t) 24,1) 
390,0) J (5,1). gU 52 Ils, D atz, 3) DU, E) 


J, 


dz. 


811.3. 4k fr B fí 


—, RR ESDÁÓGNBIEBSX 
F $10.24 €& — Ez EATHHIE T £ocre RERSEEFS, 在 那里 看 到 ， 
GER fr S BREL. ERR ATEREA SEE I C RP PE RC 
f m $10.4 的 例 8, 在 已 知 周 长 为 28 的 一 切 三 角形 中 ， 求 面积 
最 大 的 三 角形 ， 设 芋 前 形 揭 二 个 边 长 分 别 是 ry, z， 这 个 问题 就 
A ok — fRJÉ Br itii Po ER e 
pa, Ys 2) =~ PIP y) (—2)- 
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f Re AG, Korb Ep ERE ry, c UESR EB WX RIEr 十 y 十 z= 二 2p 
fra dt. 

Bin, ZARAR C AP Tg Cy, a) = 05 FiQnyz)00 
Bof, oRi£E C Sb Pub, cO iik C prac Ea CHI RP $8] gh 
£& C FAIRS ERA MED. VE Mr, y, z)AEHREE C RER SX 
Ar T BU Sk EK Bp Bs ER E 

dle, yz) =s (x—ay-F(y y -(z—e) 

fofi MS, ih MG, vy, EAS C T, ELE E n, y, 2 不 是 独 
立 的 ; EAR AME CERIS REED 

(QFiGr, y, 2) — 0, 

lF.G, y, 2) —0, 
ü5Wip, —RifEUL, RAR 

yo fr Teas res Xn) 
在 多 是 图 数 方 各 组 (限制 条 件 ) 
下 
人 


(m«n) C1) 


的 所 有 点 (zi, cs ns rs) 的 极 值 ， 就 是 条 件 极 值 ， 函 数 方程 组 (1) 
称 为 联系 方程 组 . | 

ARR A HIC o 7 e A PE BLUE DER 27 ER CR ORA T 
dict A PER A (eo $ 10. 4125 — ELELE E MG RBS. CC AT Y 
FREAR. Aan 上 面 的 * 求 最 大 三 角形 的 而 各 ?问题 ， 它 
的 联系 方程 (或 限制 条 件 ) ag 2 2p 很 简单 ， 将 其 中 一 个 自 变 
量 用 另外 两 个 自 变量 表示 出 来 〔 或 解 出 来 )， 如 = 一 22 一 > 一 六- HR 
MEERA plr, y, o Zp, Wb dt xis Wo 
T LAE, X FR HAUT ER ESN A B i tr Fe b Re RT AA. 例如 ， 
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EEEH A Paa CEA E, — MDKRUL ABAT E 
" 
Fila, y, 2) —0, 
PR 
BEBE — 26ER Zc£B, S228 HERI ARES ELE, HIM E PIRE Ge ER 
数组 可 能 不 是 初等 函数 )， 从 而 将 它 化 为 普 遂 极 湾 是 困难 的 , HERE 
是 不 可 能 的 。 为 此 ， 对 条 件 极 值 要 专门 进行 河 论 ， 下 面 仅 给 出 条 
件 极 多 的 必要 条 件 ， 即 接 格 朗 月 深 数 法 . 
”为 了 书写 简单 , 又 易于 理解 , 过 论 四 元 函数 
Y= fr, as Las T4) (2) 
HERR D P2ER CIR d AR t 
Fi CZs Za, Za, £4) — O, 
ira Zay 13, 3,2 — O 


条 件 下 取 极 值 的 必要 条 件 ， FAR Pelri, r5, 8 这 个 条 件 
极 书 的 极 值 点 ， MBAS Pox1,a42,:5,212 89 ebrium fF Z1 n 
方程 ? 
DE EER f, Fao Fs DAA se eder Pots 35 TOi G X 
EE Jin 
dx, HAPE. 


da, cr dx, y, 
JF, 9F, 3F, Jf; 
da, 2r. oa ga Py 
的 秩 为 2， 为 了 确定 起 匈 , NEGERI f PES 
-aF ba 
9E Te} | p, 
显然 ,联系 方程 组 (3) 在 点 Psi SAC iig $ 11. 1 定理 3 的 
条 件 , 则 存在 点 aD T, EV 存在 唯一 一 丝 有 迹 续 绩 
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E IF, 3P, 2F, 


0 


SR S COO BR ER OD 


Fa plti, a), xor rfi, (4) 
E (ETE fos PEZ ta), ru 2d) 180, (8) 
MEME 
B. =pli rp Eg mi — b, r5). (8) 


— Cts Tas Zas Pa) WWE Ji FEIR (A). 
车 点 Plat, c5, 28, 73 AE R PE RA RRE URL. 那么 点 Pr B5 
Tr d E FR CAO Fg FE ER CO. 
HARODA EE fC, tata JPG p, J EAr 5 rt 
CEAR, YE 
g(r Za) = fri, Eas Gi 3), V Gn 0) ). 7) 
显然 ,基点 Poftzt a5, ai D EAR TB ILS RC FER. 那么 点 Qo(z1， 
aS ) AA AER Bg (n, ze 的 稳定 点 (其 中 如 fg ri E Qo rE — 
确定 , EOAR). 
根据 810.43: 3 CA oc eR c 极 值 的 必要 条 件 ), 点 Qo Cr n 
必 满 是 方程 组 
3g H .— 
s 23a, 72x. 
由 (7) 式 求 出 偏 导数 237, NEA Olh, DI EY 


程 组 : 


- D. 


Oz, zr, drs Dr QF, 2t: 


9g _Əf | 3f 9p | 9f Io, 
Jra Ox, rs ðf, tı Jt 


9 _af ,3f 3e , 2f Ibo, 
(8) 


2 Jp oq A% 
fARRHEXCÓD E, FRAGRANS aS ' Jr; Bz)" Drs 


QD 理论 存在， 一般 米 涪 ,不 能 用 代数 方法 从 中 解 出 来 ,好不 一 定 是 秆 等 挤 数 ， 
这 里 只 是 暂时 还 用 这 两 牛 符号 ，w ;后面 还 将 证 基 消 去 与 当 ， 
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(Rb EETEREB vet, CIHEAM E EFL 与 P. PRO 
VELO Aib gH P. 与 如 RRR. Aie, Hi ARKA ER TR 


偏 导数 的 方法 , 对 全 人 SEADA F 与 z 求 篇 导数 ,有 
IF, ,ƏF, Jp IF, 9v _ 
Ar, Bry BX: Jr, Oz , a» 
3F.,3F. 3g ,9P,99 p 
dx, Drs Da Ars 22 ' 


aT. 


o oF, ap (3FQ29. 
Jrs Jta Jr, Dr dra — 
far. JF, ep aF, ot 
Jr: EN P 2r, ox, — 


3 


00 


43; mcm T. i JS RARO MERLT, I ,将 它 
1 


FRADE) AA Qu, 72) 必 满 足 的 方程 组 . uie 
BEA, ELE A Æ bas dego ra PARR O6 C TEES, RA UK 
加 减 消 去 让 ,时 选择 适当 的 常数 A 与 各 (一 定 存 在 ) 分 别 梁 方程 组 
(9) pg 9i - 75 E, Bl 


a, 293, 4, 28129 HA aF op | 


Jt ^—— gx, Or dr, dz. 
OF. . SP. 0p |, IF, ap 
"n sd CU5nd TO 


然后 将 它们 与 方 种 组 (8) 的 第 … 个 方程 


ef H Pa af ap 
Ar Qua Jz, Ja. 0x, — 


等 号 左右 两 端 分 别 相 加 , 有 


9f 1 2 9F 4 2P ( ef 4 oF, 4 PEN AE 
I FAS t gis FA Jra arsar 
af. ər, TACIS 
eG RESET 


ur * 


同样 的 方法 ， 用 常数 5 AQURSUSEOGITRB O10 NS PLE, 
然后 将 它们 与 方程 组 (8) 的 第 CAS aef mnan, 有 


2f 2 AP 4, 28 (2 A 
az. -A3 tA Jte + ^ ET 

af JF, ,, 3F, ve dvo 
( nu à di, E ? Jr, Dra 


— X He " ( 即 用 F, 与 表示 它 


ID. 4 
z | A A 十 Aa = ZI 
01) 
PM io 9F. p 
or, i FT 
从 而 ， 有 
(a A, 95: 4,87: 
n ^3 M + (12) 


af "E 
az, | À 4 T 元 一 0. 


十 起, 方程 组 (8) 就 化 为 方程 组 (12) S (OD, Epio, ER Polti, zs 
2$, 33) X As PE Bt (t RC IPC. ZO E a, er ro 4, 再 加 上 上 两 
个 常数 ARTE P Re A E: 


3 -À T Fano, i=1,2,3,4. 


Fx, 2; 23, ta) = 0, 
pee Ea, P3, 34) — D. 
£x EB, FASHA EL RAR EM: 
定理 JHAR y fE Tes Zas Ta) 5 FG rrt, Fen, 
23, 25, 24) D TET a ERTER Po Ca, 23, 25, 23D WRG VEI. H 
dapi 
*232* 


dz, EN Jra Jra 


JF, aF, ƏF, JF, 
dz, dz, Jra Qa 


的 秩 为 2 车 点 Palai, 25, 28, 0 JR B y m PGn Xa, ns TOTEI E 
联系 方程 组 


加 2F, aF, AF 


(Fi GO, Ea, 28, 24) = 0, 

UREM V2, Tgr 34) =Ü 
Bo E E), MTE TEC A 5g Aa, TA E Ae 和 点 Po 的 四 个 坐标 ri, 
shri 74 A^ Is] ipte. 15077 ER GEI EO: 


3f . ADD AIO 
gx. 7 


Fi(z, E25 43, z.)— 9, 


i 1,2,3, 4. 


Falta, S5, 25, 24) = 0. 
LES S Dor P SC TIEI, 51A HiB E 
Ox, Tas 23, Lay An Aa) = S ARF HAF a 
A ERR D 关于 zi ray ss ta An A: Dg f SE EO E, B 


2b 3f | ,9F., ,9F..- 
- Ü —1,2,3,4. 

Jr Cu ae a n ThS 

PP = FG 25 to 2) =0, (3) 
^i 

ap 


ap, Eats gn 24) =0. 

裕 好 是 定理 的 六 个 方程 - xXx HUE SK ERE y om 六 zi Pas xs Ta) 在 满 

是 联系 方程 组 Fix, a, X35 E.) = 0, Pat Ts 22, 33, ELI 条 件 下 取 

极 草 的 问题 转化 为 求 辅助 国 数 季 的 普通 极目 ， 的 

法 , 下 此 可 见 , 极 值 点 Pe, V, xi, TO DAS AE D FCR CU, RE EUR 
满足 方程 组 (13) 的 点 (将 和 解 得 的 As 与 3 左 去 掉 ) 才 可 能 是 极 值 点 . 
一 -~ -一 

ARR 日 乘 数 法 只 给 出 条 件 极 值 的 上 要 条 件 ， 商 应 进一步 诗 
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论 条 件 极 值 的 充分 条 件 , 从 栈 ， 方 程 组 (13) 的 解 是 否 是 极 值 点 ,一 
般 可 由 问题 甬 其 体 意 多 判定 , . 

Tr ERRAR UE A Erf DO. RERO 

Y5 Í Cais Xn Rn) 
满足 联系 方程 组 
Filati £o rs Tn) = 0 1 

HRR EPRE: 

3) Hp PLEERE FL iet, PERI R e 

P =F AR Aaka SF Ant n. 
2) sk È WEA, URA BUB 


2D 2f ,,9F, > dF 3 
Ər: Ər: FA Br; dr 


0, i—1, 2, Ug, a 
—— Far Tates fa =l,  k1,2,-, m. 


DAE DERRE (ri 22, eeri ALAS, nn ADD LR REGE Fe REIR E Ae, = 
1,2,-m.. RRE 7; PEARL WO FECE EX C1, 28, s TRD 

3) 由 问题 的 实际 意义, 旭 蛙 国 数 公 存在 条 件 极 值 ， 通 常 方程 
£X HE ERGERRGS rn t sa MAM HRR R 
值 点 . | 

二 、 例 

fil. xx ESRB MU PR Ca, b, 6) 到 平面 Ar+By +Cz--D=0 
的 距离 . 

解 ” 设 平面 十 任意 一 点 是 (zy 0. EARE ARN 

TAa) + Q—5) rle)" 
的 最 小 值 , 其 联系 方程 是 
Az+ By +Cz 4 D-0. 


MERR = (e—a)? 人 一 六 "二 (2 一 6 HERES ER 5 rt d 
-234° 


3t I es nnt. 
TRUE be ERI DI 3 2r i, FRE Do EFL 
P- (ra) + bse) HA A- By HCD), 


l, 
S Lr. —g—--À4. 
EN (z-a) A459, I =a- -AA 
20 sod 
Ey 20-b) +AB-0, 即 gh LAB. 
ad ; - 1 
一 --- - 一- —g£)-- un Z-—w«0—.— " 
5.7 2(z 一 c)+M0 +0, i e— 34€ 
LET -+ By- Cz D=O, 
-gp 29 一 
将 x,y,z 的 值 代 人 G 二 0 之 中 ,有 
4 2(4a2 BotCetD) 
ACT BÜLC 
于 是 ,2， y, 2 RARE- -RAEC Eos Fos Zos 其 中 
ALA Bb+Ce- D 
zy =d- ( UT LEO 2). 
B(Aa4- Bb Cc - D) 


nid FEO C 


2, € C02 + Bb - Ce D) 

—70 7 二 + 
BRERSIKTIRDEED RAE RR ME. INE. Age 7? TEER Cto yo, 2 AX 
最 小 值 ， 将 此 点 的 坐标 代入 v! 之 中 ,得 最 小 慎 
p3 Aa Bb Ce D» 
a= App FET - 

FE, 点 fa， b, c) S *E Ar-+ By Cz D-—0 的 距离 是 
4at Bb tCcd P| 

~ A B4 C? 
例 2, p nu AIE g Tiy tatt "a Fn 之 和 是 a ‚RAR 


人 最 小 二 
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的 最 天 值 . 
解 ” 此 籽 的 联系 方程 是 “zi 十 za 十 十 mm 一 中 
BU ERIT TUR Hc, Tei Do e 


Mel "M 
Qo Yagee, AQ, bm rs. 


M =L (r rpne)" Gen) 2 士 44 一口， 
Bl u= nAn. 
2 一 dea | KG TERES Ax. --A= Ü, 
BB u= -n2/x;. 
ad u— 
Adv, oa Gne) Gne) A-a 0479 
Bh A 
PP ntate x,—a-—0, HH zbat tetra. 
H uS nA k= 1,2, n, HA JEFE RE zi t eor fV, 有 


Ra 一 =E, 


将 4 一 一 半分 别 代 人 二 述 w—-naÀr, k-—1,2,-.n ZH, 4 


a 
e i T ba na Tur Za =T 


(2.2, 2 m sto RERO (5) = 全 二 是 


LH 


yyy a tiini it 
FabgttE 0 " " 


BI a MERAS JL TREES LAGER SE E TB RECS ED RC 
* 236 * 


2 
Z 


例 3. MRM T + 二 1 gu R A A E rmy or 


Rz dig — A, e R R, 
E RRRA, RAER HRA S I E RR 
上 的 动 点 是 Plr, y,z). A PS E vb BREA CO, 0, 0)) 的 距离 
是 7, 其 最 大 ,最 小 值 分 别 是 糊 贺 的 长 , 短 半 轴 之 长 ， 这 里 求 
p? sat py taz (14) 
B5 fik Aci 5s RM, Bo ex P, y, 20 DRE A 2 EA: 
Ir ct-my-nz-O, 
LN E G8) 
b? 5c? 
Ns boR AI B SEGUE, EH BU ER 
z z 2 i CE E 
B= Hy ez FACH pena) (or ere 1) 


2P eda ALLE 2A a0, (16) 


ap ， 
E —-29 t: A m 245) 70, (7) 
2 o2etAnt2h Å 50, (18) 


ab — .— 
M ix mg n=% 


-5 HE LE e— 150. 
43:016), (17), (18) 323 M z, y, z 再 相 加 得 
2(a?-- yt z) FA (Ux d my d nz) 
+ 24 (5: FEM +2) =0. 
BEAR), (9), 有 


ar 十 24s 二 0 E 机 二 一 
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3E A —r* SI ICACGO, CD, (18) 式 之 中 , 解 得 ry, > 是 


A hm 
à(a —r) ZB Ti) ^ (e re 


dan Am Aes) 
2(d —r*) 2(b—r*) 2(c) —r7) 


Ere myt RZ= - 


HODA, A 
Af PP _ bm 9 cm j)-o 
2Xad rt b? —rt eer? , 
272 2 1 2 
Bn a , bm’ cn 2g 


a —r: t bep? etlr? 
EDRR D 的 REMA 
(a? I? - bm +e nR rt- a e + bm? (e? a’) 
ona tbr? -a botil? -m pR?) — 0. 
TAR ERE, r 存在 最 大 值 与 最 小 伞 , 出 ”的 :次 三 项 式 必 有 两 
个 不 同 的 实 根 ,… 个 旦 骂 大 值 ,一 个 是 最 小 值 . RART ARE ri 
与 ri， 由 次 二 项 式 根 同系 数 的 关系 , 有 
bell — m” cw) 
u^? Lm 4 cha! - 
TE. 桶 图 长 . 租 半 轴 之 长 的 积 
he 
nL -bim? n otn? * 
pi Té DR E RAA, REI rg eH 
aber M IU mb lat 
aU imi on 


riTli— 


Pi tfg == 


AcT TT 


BE 2] NB 11.3 
). GF PP SR PE TAL: 
(210) z—zg, f A JE PAS rd yl 
* 2318 . 


(2) u—r—2y-2z. E GR RR ?一 六 十 z+ 二 1 

2， 求 在 曲面 s — rys! LARARE A. 

3S， 求 在 两 个 曲面 ryty —z—1 与 ty Il EAA 
近 的 点 . 


4. RARE HG+ =] 在 第 一 挂 限 部 分 上 的 切 平面 与 三 个 坐标 


EET EB E UO RO PE HO Ri e HACER, 
5. cid nik par pH x 一 9 一 2=0 之 和 阿 的 是 离 ( 即 最 小 本 元 )， 
本 + * * 
6， 求 二 次 型 


fz,g,2 = dr Bytt Oa 2Dyz-2Ez:id2Fzy 
请 足 联 系 方 程 
zt yt Hat 
Ei EORR Ki. 
7， 证 盟 不 等 式 T Ce I ,其中 mi Emo. m0. (提示 : 求 本 


E: 2 
Won Gy WUEBURIIRE 4 十 y 二 6( 沁 0) 的 最 小 秆 ,) 
8 证明; BREORER 


其 中 oam0,b220,£21,2,-,. gl, 而 qz. (提示 : RAR 


7b 
fs xmas) — S auc MERAH RE 中 十 好 十 … 十 下 一 ! 的 最 大 值 ， 最 


i=l 


xise( De). Fene EATE) 


© Mf Holder 18591937 PRR FR. 
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3 11.4.， 隐 阔 数 存在 定理 在 几何 方面 的 应 用 


一 、 空 间 曲 线 的 切线 与 法 平面 
1， 设 空间 曲线 忆 的 参数 方程 是 
zo alt), y—y(D, z—z(0), tCIQXTBD. 
它们 在 区 间 了 可 和 导 ， 且 YEI, A PO ry" (O0 a oso 
CERP (GO, Z ORAA 0. WE iT 了， 对 应 有 曲线 CC 圭一 点 
Pafta, do, zo) 二 PoL z(to), g (£o), zC00) ].. TTC HE Bb £250, fii 
lat ALEI, IHEC BOR 
PCr t AZ, Yot Ag, zor Az) 
=P [æli AE y in At), z(to HAL] 
由 空间 解析 上 儿 何 知 ， 过 曲线 CC 上 两 点 Po 与 的 割 线 方 程 是 
{如 图 1i. 3) 


i nk 


Ax AY Áz” 
* "Ae T Ay T AC 
At At At 
24 gx P Ah C ERRE F POP, BU A:—0, HE PoP, 
的 极限 位 置 就 是 寺 线 C EA P U TE, HRERC Eg Po 的 
切线 方程 是 


zalt) rg) _ 2—2) 
t (to) y' (to) z (to) ^ 
BRAH er RTL (0, y to), z CO TER ER C TE JS Po 的 
SH. 

一 个 咎 而 通过 室 间 曲线 C 上 一 点 Polae Yo zo), LEJA Po 的 
PI. PENECTUS AER REL 2X C YE SR Po 的 法 平面 [如 图 11. 4). 
qe. HiO ARA ERFIR, AEA Em LER 
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- e 
» 409» 
4 Pizy, 2) 


P. | 

1 Fa Yot A8 
D 7 y 
~ 2 l g 


图 11.3 E ild 


A Pir, yz), BA Rt PeP = (z—299 — 8o 2—20) S UER AaB e E 
Tx Go), y Go), z Go E E, BI 
CE CE) Y CU z'C69)) CE — 29,9 — Yo 2 — z) 50. 
H3 IA] Se BI ALB CIÉT Rl 538 EEDAN E Fah Ri e 
T’ Clo Gr— y) t y' Ga) (ry tz (Uu) (229) =0 
或 sU D-209 ]- y (QE Go + 2 CuOL2—2(09] 
=0, 
例 1， 求 螺旋 线 2— ac0s1, y —asint, z—bt 在 t= Abe 


钱 方程 与 法 平面 方程 . 
WE xc ——asint, y'= acot, z 一 65， 切线 方程 是 


TX Do Y 
z aeos Y asing z—by 


—asin-- acos 7. bot 
3 3 
B 

a EVE b4 

fU; Uy t tt 
3 a b 

— ü ` 
2 2 
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法 平 而 方程 是 


A 
2. iW IRI Baix C E A ELI; ERER Fn, yz) — 0, Fo (x, y, 2) 二 0， 
即 空间 曲线 忆 是 这 两 个 曲 晤 的 交 线 .在 空间 曲线 CC 上 任 琅 一 个 定 
点 P(xo, Wo, Zo), HH Fi(ro, Yor 30) 70 ig Falto, Yor 20) — 0. YE 
FG, g,z) ly Fox, d, x) BE, sz i TATER P (ra SB eS EO E 


" dR Fai aF Fa) DE Ra) .. ms ; 
E E : 12527 T Irtd i " 
ET E. Ils, y) " ag, z) ip! Iz, T) .不 同村 为 专 ， 不 妨 设 


PUT seo. Bi SIL. 1 定理 4, 在 点 ns 某 邻 域 ,空间 曲线 C 
EE»! 


y—y(z) 与 a—z(x). 
TAE, Ei MAR C 可 表 为 以 o 为 参数 的 参数 方程 

r-—g, gy-gy(r), z—z(x). 
为 了 求 室 间 曲 线 C 在 点 已 的 切线 方程 ， 首 先 求 切线 向 量 
T (1,08. 55). MiB HOS RESPICE, Ps 与 中 的 与 = 


都 是 8 的 国 数 ), 有 


38， 2F,dy aF, dz 

ar T 2y ds de de =0, 

gF, aF, dy 9F, dz 

ar 3y de Je de 79. 

iia 
ICF., PF) IF, Fa) 

dy 2n dz 2y) 
dr g(F,F)' d HF, Fe) 

3(y, z) 2(y, x) 


由 切线 方程 的 公式 , 空间 曲线 在 点 PCS, yo, so) 的 切线 方程 是 
v 242 


ris y — Ye = Z— Zo 
1 3CF,, Fa) oF,, Fa) 
3(z, z) P Alr, y) 
Eo Fp) XP.F) 
a(y, z) P Ay 2) i» 
Ea 9 — Jo E — Za 
或 BF Fe) | Fr Pa) ~ CPL Fj] (1) 
dy, z) m d(z,x) Fr a(x, y) i? 


2M dax C 3E 2S. Pn, Yos Zo) 的 法 平面 方 得 是 


P 


IF RD) uU BF Fe)! 
Ily, z) mu zo) -+ J3(z,z) muU Jo) 
IRo Fp] ,, u 
+t am le 7979 0 


全 2， 求 曲线 z^ py! tz =s, zd ycz-OdEHP(, 一 2, 1) 
的 团 线 方程 与 法 平面 方程， 
N F =at +g +z, F,-r-gsdz. 


|| al 4 dz 
AFSP) e, BUG! ce, SOS FOU e, 
oly, z) |p ^ alez) ja a.p) n 


由 公式 (1) 与 (2), 曲线 在 点 PCL, 一 2 1) 的 切线 方程 与 法 平面 方 种 


分 别 是 Tcl 
21, gt2, z—1l [o4 
—6 0 " 
与 —68(x—1)—6(2—1)—50 或 + 一 ?二 习 
-—. dum Uma 
1， 设 曲面 如 的 方程 是 
R= fp), (r, 0€ DC RO 
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P $10.3 25 —ER.XTER E 2 — fx, D (E ROS ya 8 D Sy TÀ, 0 
HTE S EAR M Cro, Yo, zo) Cro 7 f Cro, 9) BS DEBE RE 

fO go) (6 — xo) fy (o, Yo) (Y — Ya) — (z— 20) 70, 
HI EDS MEE ffs p Rm Co Go go fy (ro $0, 一 1)， 法 线 方程 是 


T— Xn y — Yn £z Zo 


Fy) fie) il 
2， 设 盟 而 妨 的 方程 是 
F(r,gy,z)—0. 
Ehm S EIER M yo zo). BE Ft 4s, z) 70. ERES 
aF gF AF 


Fiz, y. z) 所 有 的 偏 导数 在 点 M fio 5p VE SE, R3 EM EE 
ACROSS, Riit E| vo msi 1 定理 2， 在 点 


Gro, ye Eg A $8 BL, porti S 可 表 为 
zg—f(r,p, £p 77 f (x, Yo) 
aim S bg M (ro, Vo, Zo) HEED E Hik hi STE 
AM 的 法 向 量 nalo F), Ji do), —1). REKARTE 
公式 ， 有 


oP aF Əz yg 2F, IF 9s. 
Srta Je” 3y 0z dy 
| | IF 2F 
£ Jz r 一 一 2x 1 Jz t -W 
M ofelen) ap^ C hom 3^ 
az dz 


HEYDAR WES EA Muyo G0 POEDE II 


JF JF 
—25 Gn) -38 (yy) — (2—20) =0, 
dz lar FP 
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aF | oF | 3F | gm 
或 Je |. (x ro) t3 M v) t. » 《2 一 207 7: 0. 
(3) 
has bA M (25, 9o, so 的 法 线 方程 是 


To = 区 一 加 一 aT c5 . 
ar “新 | “可 | (4) 
Jr |. gj 9z jy 


83. Silii ad ra! zi ad LER P go z) 的 切 平面 
方程 与 法 线 方程 . 
| SECOS EU ER 
Fr =r, F= iyt, F! 2 -+ 


———z 


由 公式 (3) 与 (4), 曲面 在 点 Po 3o, 200 的 切 平 面 方程 与 靶 线 
方程 分 别 是 
To KJ "IE yo) - z M (z— ze )-0 


与 To 220 
a, 5 n? Z9 


或 z a9 nh Gd) ab Gn). 
3， 设 曲面 仿 是 参数 方程 
z—z(u,v), y= yu, v), z—z(u v), (Cz)ED(CE), 
WEE QR, v) € D, Ahm hm S E n M Oro, Yos Zo), BB 
Xg— r(ug Uo), Yo™ (Ug, Uo), Zo ZU, Vo). 


车 上 述 函 数组 的 所 有 偏 导数 在 点 如 ao， vo RRES, H 


3(x,10| 95,2] Azad] Eg is (CY DE 
Ab | oet) lu e| mamao RaR #0 


根据 3 11. 1 定理 3 的 推论 ， 国 数组 xy—c(w, v), g— gy (uv TERR 
Co, go) 邻 球 在 在 有 过 续 仿 导数 的 反 国 数组 u= uleg) w= vr, y). 
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将 它们 代入 z=, ozp, A 
2= autr, y) ptr, y? ]. 
求 曲面 8 上 点 Moon PE d ZUR. Wok S 
A M HIRA E neg (ro v) 2 GE Ya — 1). 
BERRE REREN, zo 是 m y AAA ry kE u, o H 
HO, 有 


dz Or2x Azay 
Ju Ja du dy Iw | 


Z 3z dr 22 gy 


7 Jr 3v Ty 23v 
解 得 
NCC] ..9(z, x) 
az d, v) 2z /— QO(u,v) 
a3r 3(m4)' M 30D 
2(u, v) d(wu, v) 
由 团 平面 方程 公式 , 曲面 3 在 点 PO yo BIDDER T EAE 
E€/EJI | A(z, z): 
_ u, Y)ig Alu, YV) ig » 
eh guapo C 7 t GG 9 0? 
Siu, v) io Ba ») lg 
aly, z) u 3éz,2)' 2(z, y) — gm 
或 Ku v) la x Tta ly G—g tiu o) (z-- z) =0 


HE SES POS do, 2o) HER H EE 


Ip) Q2(,x)| Aey). 


2(wv)le Ba,v)lo Fu, vy 
例 4 kihi cube, y= hat, =u o 在 点 QO0,2)xr 
应 曲面 上 的 点 的 切 平面 方程 与 法 线 方程， 
和 解 ” 点 8900,2) 对 应 曲 闸 上 的 点 PC2, 4, 8. 
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一 wo y-o _ —2—9 (8) 


-— 一 一 二 = " —2 

du Lb m L du 2u Jv ^^ 

"LN 2 2z 2 

gu 7 v OU 
aC, z) l —h, 9(z, z) | 一 — 12, alz, y)! EN 
d(u,v),. Ilu, vig Ilu, e) :0 


Br Zt X (5) EgC6),, Bl REA PC, 4,8) 的 切 平面 方程 与 法 线 方程 分 
别 是 


—12(gy—43)-4(2—8)—0 或 3g—2-4 


r—2 č gy—4  z—8 x—2 y—4 z—8 
5 6 = 一 13~ 7 或 o= 1 
LC ME! 
可- 求 下 残 曲 线 在 指定 点 的 切线 方程 与 法 平 遇 方程 : 


(1) 7 一 1 一 eoi, 一 3- sin224, z=} temi, ÆA t. 


(2) ysr, amr, EA 1, D. 

2. AER r=, ysi ai 上 求 出 -- 上 点， 使 此 点 的 切线 平行 于 平面 
£--2y] z—4. 

&、 求 曲线 r*-02*—10,92-.2* —10 (ER PC, 1,2). BS UTERE Fe sik 
EPESA 

4. OK P PU mE E AE IEEE REB 


— 
(13 = arcta y fes (1,1, 5). 


€ 
EA 
"m 


5. RÉRE ai 2y? +325 —21 WEF OH. 合共 平行 于 平 夯 ?十 和 十 6z 


6. WpHH: P PüOnFXQz0 ER rt] oz—1 EER Wu A P 
法 线 必 避 过 球 心 (0,0, 0), : 
了 求 曲 面 f=weose,y 一 +sinv，% 一 gr PEA Poe, bo 的 切面 方程 与 
话 线 方程 ， 
。247 。 


* * * * 
8. UE RH: 3E gl d Flr, g, z) = 0, Fiz, y, 2) = 0 在 点 P (o, Yo Zo) 直 
A Cil ii fe ph P EHRE UD, WTE P Us Yos X07 有 


3F,9F, 8F,23F,,9P,8P, , 
3z Jr ` Əy Oy ^ Jz Jz 


eiF ISI Srt RI. —2z-c1, ppa dg irten 在 点 (i，1i，2) 
fs. 
a, dp]. Hh Fariz, ngema) 0 LER -AREE ETF 


直线 和 -二 二 二 三， 
|o m R 
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第 十 二 章 ”广义 积分 与 含 参 变量 的 积分 - 


解决 次 多 实际 问题 要 求 我 们 将 函数 EEN La, b] 的 定 积 
分 | FO 从 不 同 的 方面 秆 以 推广 ， 例 如 ， 将 区 间 [a,5] 推广 到 


ERER ((— 00, 51, La, +20), C7 90, £000, BEBE IER PC ROS 
义 积分 , 简称 无 穷 积 分 AKAL, bA TIER É GO TET A 
半数 ,就 有 无 界 孙 数 的 广 闵 积分 , 简称 一 积分 ， 和 将 被 积 函 数 由 一 元 
明教 推广 到 多 元 图 数 够 有 食 参 变量 积分 , 5j. 

我 们 已 知 , 表示 非 初 等 因数 可 用 各 种 不 同 的 数 掌 工具 ， 例 如， 
可 变 上 限 (或 下 限 ) 的 定 积 分 ， 收 敏 的 图 数 级 数 ， 国 数 方 各 或 国 数 
方 种 组 ( 八 随 数 ) 等 本章 所 大 的 省 参 变 量 积分 也 是 表示 非 初 等 函 
数 的 一 种 重要 的 数学 工具 ， 我 们 将 讨论 含 参 变量 积分 所 定义 函数 
的 分 析 性 质 及 其 应 用 . 


$12.1. X: 5 B b 


—. X538 4 2€ 05 BLEUS, 
$8. 5 AORE ELA Blut e E E E fr Ek 76 m fr o ni Xe HR Hb 
妹 引 力 所 作 的 欧 .， 设 好 球 的 质量 为 型 ， 地 球 的 半径 为 中 2k a 
JB E ELA b (67 R), 则 将 质 最 为 吕 的 火箭 , 由 地 面 发 射 到 距离 地 


心 为 8 处， 火箭 克服 地 球 引力 严 = ZIE 所作 的 功 


[mg 2[ dr (3) 
Wf "7 ar -mgr [ € .cmgH BOR 


为 了 使 火 第 脱离 地 球 的 引力 范围 , 即 8 一 十 co， K FEIRER 
BLA F Brie S 
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w= lim (77 P dr Jim mg R pF) mgR. 


bæti. 


BWIET A, IEE FCR Se EA m Wk RER RER RIG AR 
作 功 ， 需 要 计算 一 个 定 积分 的 上 限 无 限 增 大 的 极限 .这 就 是 无 穷 
积分 的 实例 . 

TA IRAH JO) ERR e +e), bj, (~ 
十 ce) 有 定 尽 ,符号 


from (af fea, {fya) 


HARR IBESR. 
i£ VIER, p>a, 国 数 OOE, p |RTER, FRR 


lim IOL 
存在 (不 存在 )， 则 称 无 穷 积分 | Ede 收 化 (发 散 ), RERA 
无 穷 积分 | fou cof, Ri 
| : Fr) 下 = li m | fer)de, 
it VgER, qb, 图 数 f(x) 在 ig,51 可 积 , NRR 
dime | Flr)dz 
存在 (不 存在 ), 则 称 无 穷 积分 | Kede 收 化 (发 散 ), 其 极限 称 为 
无 穷 积分 | _/(7)az( 的 信 ), 即 
NOT = dim | Gods. 
A JER, 两 个 无 穷 积分 
| com 与 | To 
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Uk E DESTRO, RIESCO tct RIO, 
" 
(fa - MIC - [foa (1) 


根据 积分 区 间 可 加 性 , 不 难 证 明 ,(1) 式 的 右 端 与 数 e 无关. 为 
THE, d Hy £e —60, 

显然 ， 上 面 所 讲 的 火 第 脱 高 地 球 引 力 所 ED W E AA 
F(r) QAM 的 无 穷 积 分 , 即 


b 2 um 
W'= lim | mgR | ne dr— mgR. 
T J 


beka. R 


gji. R PE[JTSBUO: 
NT NIS 


+ l'é |£ 
E | e *dr = lim “dx = Hhmí(—e7): 


paul 0 Pot to 


-—limí(I—es7?)—1. 


ILLE 


+= 
[ re "dy = lin [ E D dy = lin (pe Y 
ZU FEREIM pic 
1 z į} 
*din($ - ze” ) 
例 2， 求 下 列 无 穷 积 分 
[^ dr. | da te dr 
1 


Mages Jua Jetpa” 


+o dr SP ds . IP 
解 上 了 下 2 Zu 一 Jim arctgz; a 


: T 
= dim arctgp— à" 
T4 


Q "URS Sd ROCSHB HR. F, 
251-5 


?0 d 9o dx |? 
[tx = dim "| IFz? = lim aretga]. 


. D 
= lim — aretgg =z 
dm 2 


[^ dx =ù da [^ dr Tq EM 
la ltr dy ita? 02 582 77 


XE FOX) 在 区 间 Da, 3-00) FERAY F), Bü F'Qx) 
` z f(x), Wil 
[fir lim (fG& tim PG) l 


= lim F(p) —F(a) - FC o0) — F(a} 
-FGb 
其 中 符号 (十 00) = lim F(p). 
813. 判别 无 穷 积分 | Tiki. 
EET 


RNI EARO) Caes. EIRA 
YALI ESBAS oet 


ma 判别 无 穷 积分 |， oo ia 


解 ” 当 4 过 1 有 
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[^ dz [^ dlnz am +a 


2 ne) (GA (nz)! !|, 


E zr(bnaz)^ | 


A1, 


1 . 
-Dy 
to, 1 一 1 . 
4 ALIQ 
Te dr **dluz | | te 
EN zz" l, Taz TAn) = 4- c9. 


于 是 , 当 4> IB OE DEL UC 9,0853 8 0 Gra D 


当 Axcd 时 , 无穷 积 分 发散 . 

在 上 述 四 例 中 ， 无 论 是 求 无 穷 积分 的 值 还 是 判别 无 穷 积 分 的 
敏 散 性 ， 都 是 首先 求 出 被 积 国 数 的 原 函 数 ， 然 后 再 取 极 限 ， 昵 然 
用 这 种 方法 只 有 被 积 函 数 存在 初 锋 国 数 的 原 国 数 才 是 可 行 的 ， 如 
果 被 积 函数 的 原 函 数 不 易 求 出 或 不 是 初 称 函 数 ， 上述 方 法 不 能 使 
用 .因此 ， 要 进一步 过 论 判别 无 穷 积分 仇敌 性 和 求 无 穷 积分 值 的 
Fs 

=, EYFA 5M 

上 述 三 种 形式 的 无 穷 积 分 ; 


NIGEL 


1 : 
CAD (nD 


它们 之 间 是 有 联系 的 无穷 积分 | God 的 数 散 性 可 归结 为 两 
个 无 穷 积分 | 
MO 与 | za 

MARE, HERRAS ”zaz 进 行 换 元 , B= -y dr — dy, 
| 
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b b *—b 
| fm in| Keyis= lim | I4) 


= lim | f oti | C ndr. 
FE ESRO _f(z) 如 与 | SOARTA m| T fonds 
的 无 穷 积分 ， 因 此 ,只 须 讨论 无 穷 积分 | JO deki AERE. 

现在 , 将 例 2 的 无 穷 积分 的 敛 散 性 与 广义 调和 级 数 (§ 9. 1. 例 
5) tb d PEL T 


m | 发 i 发 Ko 


这 不 是 偶然 的 巧合 ， 这 是 因为 无 穷 积分 与 级 数 之 阅 存 在 着 内 在 联 
f. 


PREL xc5e| fce KAERRA A, Yu 
EN, 有 A,C[a, 4-00), mi d, =a, lim A; = — co, 2E 3 
H E 
k-17 44 
收敛 于 同一 数 , 且 
MOr - y NEGL 
=“ p14 ts 
证 明 UEM DAEAR Z M 


d 
rd 


[Troi = lim| ^" fejder = lim 2 | "frd 
a Som) CEN 
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= -i , fonds. 


k- 


充分 性 已 知 对 任意 数列 {4 而 A =a, lim A, coop, SR 


aD Fz) 恬 收 丝 于 同一 个 数 , 即 它 的 部 分 和 数列 


PNIS. 或 roe 
收 策 于 同一 个 数 ， 根 据 $ 2. 4.。 海 涅 极限 定理 (定理 6)， 无 穷 积分 
[Fedek E. 


[eesin ' f(z)dz — S2 x ' fejde. n 


k-i 


由 此 可 见 , 无 穷 积分 | 1(z)az 就 相当 于 级 数 立 ede, 
Ja k=" fk 


定 积分 | SOERA ja eism 20 Oi. B 
Kei- As 
一 般 来 说 ， 关 于 数值 级 数 的 性 质 和 雍 散 性 判别 法 部 可 相应 地 转移 
到 无 穷 积分 上 来 
三 、 无 办 积分 的 性 质 


下 面 讨论 的 无 穷 积分 点 是 假设 孙 数 A(7) 在 区 闻 La, 3-00) 有 
3E X, H YER, pa, 函数 f(z) 在 [4, pj 可 积 . 


南 无穷 积分 定义 , 无 穷 积分 | CO d Bc pe ook, 
EUR 
FGy-[ fiy (cp 


TERR, TE, ESRI HUE SEP AEN: 
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定理 2. (EREM 无穷 积分 | fos wu 
Vez-0,dAZ-a, Yp >A 与 po 有 


| u f(r)ds ; <e. 


推论 1. REIRA [Go cat, im (foa o. 


i9 HEEM 2, Vec0,44A40a,Vp4 与 9>4, 有 
| KO xe. 


4 q co, BI lim | KOGE: 或 | NIST 


«e. [] 


EIE 


推论 2， 若 无穷 积 分 | SO) dk, MESM 


[ (yd 
Aux gr. 
证 明 根据 定理 2, V6 0, 24a, Vp 0A B hA, 
P iratis, 


从 而 ,有 


| [ fir)dz E Ü LOI 


即 无 穷 积分 | fde. n 

推论 3， 无 穷 积分 | fO Wate Via, X892 
[Keire 

读者 自 证 . 

由 无 穷 积 分 | “f(z)dr 的 收敛 定义 ,不 难 证 明 下 面 关 于 无 穷 积 
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DUNA SEE BE CBE Hi PA af. 
REI. FESB | Foii, 则 无 穷 积分 | efi 
Aic Bt, eb e 是 常数 , H 
[eoa - e[ ooa. 


定理 4: REIPA [fes OnB WER 


积分 | LADEE), B. | 
[rfe - [fori ras. 
X33 5. EGRE f(z) 与 f(z) 在 区 间 [a, +00) 存在 连续 导数 ， 


BUR Um f(*)g(z) 存 在 ， 且 龙 穷 积分 |， 产 (z)g(z) 徊 iit, WX 
IRAS LO dbk A 


[TRO Ede = lim fG)ygG) - FG)8G0 一 | PGOg Gods 
或 
| IgE = fioe 
这 是 无 穷 积分 的 分 部 积分 公式 , 
定理 6， 沙 函数 Kz) 在 区 间 [a, +0) 连续 。 无穷 积分 
[Vydelek Rk = p(t) 在 [a, B)G 严 格 增加 @， 存 在 过 续 
导数 ,而 po =a, e (8—0) = +0, RI 


| FGyde- f opat. 


uo 
a 


- [Tie 


CECLETIC BTE? w, 
D 也 可 基 " 产 禄 碱 少 "此 时 积分 限 要 作 相应 的 变化 .网 主人 
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这 是 无 穷 积 分 的 换 苑 公式 ， 
AE ARX K=| Ve-zsingar. 
MU ”根据 定理 3 和 有 


(cwm l4 
K-| e *sinadz =| e *d(—cosz) 
o 40 


" 
0 


bt lu 六 + . 
zz — 77 oos | 一 | eeoszdr 5 1—] & *dsinzx 
4 PE a 


+w rm 
=1—( esina| ， 十 b esinzdz )= 1—XK. 


有 2K-1 或 K= RI 


+e . Í 
K 一 [ e "sin rdr —3 


EE 


例 6， 求 无 穷 积分 | 


Y sin ! dr. 
z z 


解 Wl. t, di - — di, Rim E 6, 有 


ras ro d 
| sin 之 dr 一 一 | sin dt — | sin £dt 
" z Iz 0 


z T 
* T 


E 
=— tosi; :1. 
i0 


四 、 无 穷 积分 的 伍 散 性 判别 法 

无穷 积分 |，KKz)dz 的 伊 散 性 判别 划一 般 可 仿照 数值 级 数 的 
笋 散 性 判别 法 平行 地 写 出 来 ， 并 予以 证 是 ， 理 襄 先 讨论 与 正 项 级 
BOP HR EQ Eh Fr) 0Cr€ La, + co 的 无 穷 积分 ,后 讨论 与 变 
号 级 数 平行 的 一 般 函 数 【7) 的 无穷 积分 ， 为 了 节省 篇 由 ， 本 段 只 
给 出 儿 个 常用 的 万 穷 积分 的 化 区 性 判 蜀 法 . 
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定理 7， 设 YzEfm +0), A 
fer) |seg(Qr), e RENK. (2) 
D 车 无 穷 积分 | Ode WERA | icc 也 
ax Sis 
2) 车 无 穷 积分 | SOli 发 散 ， 则 无 穷 积 分 | Pi 也 
发 散 . 
证 明 D 根据 定理 2.Ye>0 34>o Vp A 5j p AL E 


SLE. 


E e) 


由 不 等 式 (2), 有 
frena ed eta oos 
即 无 穷 积分 | Oe ME, BACH HERL ESRA 
NIOUETS | 
2) MEER. BUEXUPRA| odk BR, ME 


ema JE khkk, Sem ETE. D 


H i Vaela, +o), 函数 用 z) 之 0, a>0, 且 极限 
lima^f(z)-d — (O«d«oo). (3) 


D EALO Hoo, 则 无 穷 积分 | fis icit, 
2) d Asi, 0d 十 co, 则 无 穷 积分 | Ke R. 


证 明 1) 由 (3) 式 , Ve 0,240, Va A, 
firj d!e 或 decr jin ade, 
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即 d 9) dejen 1 

出 例 3 知 , 当 c1», 无穷 积分 | dee WERT, M 
无 穷 积分 |，Fz)dz 收 喜 . 

2) * Od soo mh, AGA, e Oecd, 347-0, Yr> A, 
有 


(4 一直 <f(z) 或 lego. 


z 
已 知 «i, 无 穷 积分 | GRR MERT, MESRA| fu 
4 d= +o 时 ,由 (3) 趟 , 取 B720, 347-0, Va» 4 有 


sfGy-B R fG)Bl. 


已 知 4<1, 无 穷 积分 | SRE 根据 定 理 7， 则 无 穷 积分 


| foeRu. n 
应 用 上 述 推论 判别 某 些 无 穷 积分 | fGode tcl ic eet 


便 ， 应 用 这 个 推论 刁 求 从 观察 中 找 出 合适 的 A, 使 (3) 式 的 极限 存 
和 纤 ( 找 ^ 需 野 应 用 已 经 学 过 的 和 无穷 小 阶 的 比较 )， 然 后 再 由 数 A 确 


定 无 穷 积分 | Gods Sidi. 


BT. YERICAS BU | edr tot, 
解 DAYemi f 
Oe ee Tt, 
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Holl, Xm» | eedit REER, 无穷 积 分 
[eundcm RREH 2 的 推 o0, XB ede h 
cat 

BIS. MX BO | yr yrit, 

解 已 知 设 限 


lim zi rA dimi l1 
rare Mw 2x. V at dadd ^C 


其 中 sic MESRA] ya prre 


MD HEARS [as hoit, 


NE 已 知 YzE[l, +20), € 


coSs 


1 
= xL —————. 
as x+ ii ge rd 


m 条 NN 
* Ie rpm inii 
"| cosi 
其 中 asju 则 无 穷 积分 | | ewm. mdp 2 
mez EIRA iyi ads 


例 10， 判 别 无 穷 积分 |，z -1e "dx 的 仇 散 性 (x 128390 
解 已 知 YasR, 有 极限 


gt 
lim z?«3* 71e 77.- lim == 0, 
dto FER 


其 中 4= 221,40, 则 Ya<R， 无 穷 积分 | 27 -ie -saz dicat. 
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FEH ESSO XSEU|. Feiz 的 收 伍 判别 
法 ， 当 aco M, BUR f(z) 的 前 数值 有 的 是 正 ,有 的 是 负 ， dett 
Hum. 

Ex ”车 无穷 积分 | [folds 收 仇 ， 则 称 无 穷 积分 |。 丸 z) 
EDI 

定理 2 的 推论 2 指出 ,车 无 穷 积分 | fGyonican WX 
穷 积 分 | fervat an. 

Ex Ssmo] fo ekms wu AE) d R 
称 无 穷 税 分 | fGro)de f Felici 

应 用 定理 T 或 其 推论 只 能 判别 无 穷 积分 

[roe, 
HEKA WURERIBIUS BUS RPAN. XUNCAS|S 


HRE P TEL t BR 
定理 8 GS BASE ELCs, --00)i&fE (2720), HAX 


FG) V fou 
在 La 十 00) 有 界 , 即 302-0, YzE[a, +20), A 
EŒ =| | fede <0, 


WIS aop 无穷 积 分 | uocat, 


证 明 Gma Ela, + 0) 连 续 , B. PCz)= | fonde. 


HESE BB L Yecla, to), 有 
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iF(r) = f(xMsz, 
具 F(a)=0， 由 分 部 积分 法 , Vra, 有 


[fa = | dF(r)- FA | xà P E 
MEAT -PW | ap Ln 
BS * 
Fia oa E 
UT Uy 一 E "ne ) dz. 
F 
WA Y> d IF) RO, B ATO, 所 以 ， lim AID ex 


VaC[a, + 00), Æ 


而 无 穷 积分 人 ;后 rie ka (已 知 ,>0， 从 而 4+ > D. RRE 


m, 无穷 积分 | Edrie A 


lim | Dau Jim: POP Lais 对 TO 
poten pos oda 
4 E NEM 


masses [Daria c 


9ill. WES 无 穷 积分 | E usd 


sint 


证 明 在 z=0， 被 积 函 数 mI dr. giat -1 


WERTH 0 作 连 续 开拓 , 当 z= 0 I, e TITLES EDU 
sc ae [RICO co) 连续 . 
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X EMEARI [S aae. 
已 知 函数 Fr) sinz 在 区 间 E1， 十 co) 连续 , Yp>1, 有 


pP 


|| sinzdz| — !cos1— cosp|«2. 
ti 


根据 定理 8, 无 穷 积分 | dul ib(A 12-0). JANI, 无穷 积分 


[^ 2 ds e e 


其 次 ,证 明 无 穷 积分 |，1 nt 发散 


DAD Yzz-1, f | sinz| Ze sin?z, Jg 


aing „sin? z l—cos?r 1 cos 2Y 
——[m— f 一 一 . 
c z 2x 2r 2r 
有 [^ sing €| gr >p EL -f Teosa gy, 
T] ES | T j% -1 1 2r 


上 式 右 沿 无 穷 积分 [UU ede P CE SURE PL 


(2*6 tota, Ja), mesmo E 


理 7, 无 穷 积分 | 如 也 发 


SPA og MGR EBP N Jess 


E. TR, 无 穷 积分 | CS da B B. 


例 12， 讨 论 无 穷 积分 | sinzdz 与 | , toschde Hiei B 
R kesni 

[inza L Sy 

=p PAR ü Ag 


ELA PROC sing ECL, 二 00) MEZ, Vp» 1,off 
+ 2645 


I 
根据 定理 8， jest [ay k (a 10, 且 条 件 收藏) 
NO 2 


即 无穷 积分 | sina*de Uc ec CA PUE 2D. 


同 法 可 证 ， MM llic ac C HA). 
注 BARN Y les 收敛 的 必要 条 件 是 m->0(n->co), 但 是 ， 


无 穷 积分 [f(z)dr lie 名 不 一 定 有 fx) ->0(z> 十 oo)， 如 例 12, 
当 > > 十 co bt, 被 积 消 数 sinz? 不 存在 极限 . 


练习 题 12.1 
1， 求 下 列 泡 穷 积分 : 

"d pr ag 
of o, i [Pu 
Tut: et 

(3) | CER W | Teds 


(5) NS (a0, (6) NI (a7-0), 
2. M» FAS 38r fog CE: 
a N Epp c f 


(3) 全 sint gy QD | Eir a> m>0). 
T Mold xt 
+ 
(5) | bos €» p Prete Tas, 
(7) i 4. E p P 


3. IE: TER E Gr) EL 1, 00) É UE L/P, ELE 2 Eco Bj, fi) —0, 
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WESPA] fads SR BOSS o SURE CO RE EE 


"E 


4. EHER 4 与 定理 5. 

5 OB REDIRA] odka, Hui pm) Ela, on E WE 
Hb, MESS | Pon eGod« Mei 

6. Wi 者 无 穷 积分 fGOdz Hi PICO, pon EE Ca, 一 cc) 是 有 界 
ERER ESRA Fen Ga de fh sicat 


7， 证 明 ;0<4<1, 无 穷 积分 | Siae Oiar mek erat. 


8. EEDS feu Hio, ME fie) rao oc) ge rt 


之 , 是否 成 立 
* * * * 


9 iMEXSE| Aoda, SEG deca, os) 单调 ， 则 
fcr) =o 二) (zs sip | 100) 


10， 证 明 : FeR f ELO, + oc) 一 至 连续 ， EDITI fiz)dz 收 
&&, Hj lim f(2) —0. 

lk. WEAR fin fe[a, 二 co 有 连续 的 导 中 数 Áo. BESRA 
| Fa 与 | (a) dz EU Di s Ni Hm f) = 0. 
^am BRER JOE, ^ 后) 可 时， RETIA tim fü) =u 证 盟 : 


[foods Mi m [arr oda lith. 


$12.2. R R 分 


一 、 访 积分 收 然 与 发 散 鬼 念 
Ad BYE CAT ERE LR WERA. EE FOL 在 点 
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b 的 剑 意 邻 卉 无 界 , 则 称 5 是 函数 f(z) 的 路 虚 。 例 如 : 
- low 

a EINE F= LR. 

一 1 与 1 都 是 函数 9(z) 一 1 (02) fo REA. 

kak 二 0, 土 1,2,1…) 部 是 函数 A(z)= 1 PRA. 

定义 、 设 函数 /(z) 在 区 疗 [a b) CCo, baia, e) U Ce, 07) 有 
定义 ,bls 或 0) 是 函数 ORA. ME 

NO 

称 为 函数 FCRI AR. 

WEBER CA GO MER, Voiüecnecb—a, Bi fr) 在 区 间 
[o,8 一 们 可 积 ， 若 极限 


lim | "fers 
RERED, MERRI | fz) Mak CREIIO, 其 极限 iR 
积分 | Hz)az( 的 值 ), 即 


MOL fydr, 
ito RAR COOMA. YI0< 3 一 ao pH FC) 在 区 河 
[atn blai. FER 


存在 (不 存在 ), 则 称 现 积 分 【f(z)dr MERR, KERE OR 
积分 | KKz)dz( 的 值 ) in 


[fomm fos. 
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i e(acecb) ERE SOR AWARA 
[iow 与 [ros 
都 收敛 (至 少 有 一 个 发 散 ), WEER [104 RRR, H 
b ro b 
Prova fete [fena 
Bi RETIRO: 
1 dr 1 
| Zi Ex] vet 
WE csi 是 被 积 罗 数 TS SR. 


[Ee | 


-一 ;- lim Ig -limsresint: 
Jaw i— z? (28 0 A/l-—a* noo -0 


m 


= lim arcsin (1 —y) = arcsin 1 — 5- 
nt 


?二 0 ERRA P6 Tm BRA. 有 


1 
arde —lim(zlnz— z} 
gti " 


| lnrdz= lim | 


nm 


-tim 71n 2-9) 9 — —1. 


例 2， 判 别 六 积分 | a ioi C, 


zlar 


解 z=1 TULIT Tr" 


» 
|? 


2 dr i odr | 
| im - .zlnz limin (lng) n 


D URBBZ4T"acEERREm o ME TA. 
i 


rr, . . 
D imylng —lin rt = limt 2 D—iin(— 19-0, 
need [21] 1 lA) 2 上 nd 
y 4° 


7 Hmíln (12) —In[In (14-59) J) — 4 co, 
MRBS [ ii 
9i3. HARRA [^ tecti Caen. 


解 ” 当 4>0 时 ， 4 是 被 积 图 数 一 一 


£j 41, Æ (0n «b —a) 
^ [5 ; pl- jE 
| d =lim| dz lm 


s(r—a) Solas 2) 了 一 


PLE 

(b—a)! , 
=lim É ~ y (74 ， AX, 
Ut lto, A1 


5 È 
dx =łi mÍ 


az—a 76 


dr 
L—--—limlníz-—a) 
att E qag atr 


=lim[ln (b—a) —1ng]- 4- co. 
于 是 , 当 4<1 M REUS [1 — dei REY (的 值 ) 是 
VIG ?>1 时 ,再 积 分 [LI aar. 
例 4 判别 性 积分 | Siwak, 
"e 1-06 18) BERANT MRA, TROORE AR 
积分 
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? de 7* de 3,8 8 
li -= =] 1 一 
|. - imb Sr sao 2 (n ) 2 
I 5 
| SE a j= 
pw Xo aood X 


zB dz 
TR. SAAD| yr% B. 


Li a & 
ze Re vrt 
HA aA HEKA LAARA EARR 2 8 tE, 总 
可 和 将 它 归结 为 过 论著 Ami T REC [RI RA A ER e R A E 
Rais tE. 
二 、 环 积分 的 效 散 性 判别 法 
讨论 区 间 的 右 端点 是 环 虑 或 左 端 点 是 玫 点 的 环 积 分 的 化 散 
性 ， 其 方法 完全 相同 ， 因 此 ， 下 面具 讨论 区 间 的 左 端 点 是 瑕 点 的 
SUR. 
J558 BU RUBUS ZHARAR. Ain, KE Co, 6 183 Z6 8 
A RERA OPRAAK? 


POLE lim | f(z)dz. (0-m«b—ma) (1) 
-a 和 + 


换 元 , =a FL dr = -3 DRETQUE IET [5 S 


Hm) ,fe im [^ X2) 


11 
其 中 vean - Iac) Hn 
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5 * uu 
| fee =) vanas. 


à-a 
由 此 可 见 , 琵 积 分 绿 过 适当 的 换 元 可 化 为 无 穷 积分 , 反之 亦 然 
(特殊 情况 可 能 是 定 积分 )， 于 是 ， 关 于 无 穷 积分 的 性 质 及 其 敛 散 
失 判 别 法 都 可 相应 地 转移 到 正 积 分 上 来 ， 这 里 只 给 出 几 个 重要 结 
R, ARTER. 
定理 1.( 柯 西 收敛 准则 BRY | Od a RRR 
< Ve >0, Idol hba), YrE la, a +ô) 5 rera, at), 有 


NIOGZE 
1:2. HRBU [COL kek Co EMA, MERI 


[Fede ikt, 
定理 3. Ho Va€(a, 的 ,有 
IIcp), c RENK. 
D ERAD | oC) de itka BRED WRR [16d 
dust. 
D mmo [IAO REO ERD RBS [| e(z)dz 


BRE. 
其 证 明 应 用 定理 1 ,其 证 法 类 似 $ 12. 1 定理 7 EN, 
推论 dE VsCÓab] Ai f(7)20,a HRS, ARR 
Jim (0—2)f(z)-d. (Ox ds t o0). 


1) B Act OSES coo RUBUS | God uat. 


2) E ASLI eco MRR | Ode 发 散 ， 


2715 


xx ERRASSE) d eio itm [ foe 绝对 
WR. ERRA | (za 收敛 ,而 下 积分 | 1f(z)1 dr Ri MFR 


JRBUP [ f(z)dr TES 
TRL AAR f(z) 在 (4，5] 连续 RRA, HFC) 
=f fd 在 (ea, b y R, B 300, Vae (o, b], 有 


1 pb j 
KORIE OLEA 


则 当 20 时 , BRAS (a) fO de Megh, 


is $ 12. t 定理 8 的 证 法 相间 , 从 略 
例 5 B9 FAS BS CE: 


o sina od, NC 


解 o=o RURSUM LL RR, A 


1 rx 


lim x - lim 
sew /sinz cap Y sing NET 


qc 


根据 定理 3 的 推论 ,4 一 imo] —P Weg, 


sins 


7 二 1 ZZ WEBS 数 X LES 


i- z 


9! T us lim ww - 1 
la zl 27 


根据 定理 3 的 推论 ,4 一 序 之 1， woo | AE LIE 
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xz 一 1 PHREN TARA, d F 


=p El an iln 
lin (2D Hm Tar ^im Uu =ł1, 


£ 


üx. 


根据 定理 3 的 推论 , I une [T 


91S. MARRY [i 070 的 狂放 性 


f o, 2. guein u Insin 
解 Vae iO, H x <0, E x—0 Ep E Vr 


BRL, M un 有 


20 d*silnsinz| ， —]lnsinz 
lim T | —7—-| = jimc a 
go | NF | zo 
t 
—-5 oR E 

E sing T r* oz 0. 
im —— >er = lim ——':——-eosz— 
ran ür m-l 


zog Q Sing 


根据 定理 3 的 推论 ,4= 地 十 a<1 (4-0) MRR 


|* msing 
SEES 
收 敏 ,根据 定理 2 , 更 积分 
[ In sinz 
mm 
Ab cat 


BIT RER 六 (四 一 | 2"'e-rdz Bic Stk 
E 将 无 穷 积分 改写 为 


人 ma lg Tds 一 | a le *dy 二 N ale -zdy, 


AEOS ERA TEH, ai pO r- 0 ERRAN 
zs le "RURAL 


lim zl "x le *:— lim e *~1, 
xut + 


根据 定理 3 的 推论 , 当 A—1—ac1, Hl a>0, BR f. 2717 fdz 
cat. 

SE) PREECE EAB. h 812.1 例 10, 
VacR, EAB |, attento 都 收敛 ， 

使 等 式 (2) 等 号 右 端 两 个 广义 积分 同时 收 敏 的 c 的 公共 部 分 
aaoo TE, BR TOE LRE O, +0). 

例 8， 求 二 元 函数 Bos D= [ taco de MER. 

解 ” 将 积分 改写 为 


r1 
| a? 11— 2 lde 
. ü 


i " 
一 | ag"! (i-r)* dz. 
: n 


xp pcl 时 ,一 0 是 被 积 国 数 2007 (0*5 BREUI 


lim z^]: (1—2x)*5— lim (bar) ! —1. 
zu FELIM 


24 47 1- pl, BI 2270, ERS | ;27(01—2)* da Mit. 
0 
Mgal 时 ,x=1 RRRA e (1 一 29， “的 瑕 点 ,有 


lim (1—2)! egr ^ (1-—2)* ! — lim 3f 1 
zl Ll- 


当 A=1—q<1, B 2-0, BUR A Kat: 


dio Yarik | ase EERS. 
-»18 


. 274 * 


ies [onam stes [eta nte 
«D "$ 


HoR p> 5390. TR, CEAR BO, 9) BEER 
D= {Cp, 4) p>0, q> 0}. 


练习 HB 12.2 
1. G& FARA: 
" ar dr 
G) | .JE (2) [em avier 
ÉÁ x ^ dx 
cn V opm o recu py 


(提示 : 设 c—acosqp--bsin?g.) 

2. HATARA Aa iE: 
" d 
ONE e (Lu 


om 


[ dr T dz 
(3) ZOSU (4) | Br 
(el) (gt it t oa.) 
xor E 
dr Fo 40 
C hus e» Le 
0) P EE 


NETITEPETTSTDIS 
4， 结 出 定理 2 和 定型 4 的 证 明 。 
* * * * 
5， 证 明 : LLPINICUETMERE ELIT SIL F 
十 ee 则 tim rf(r)--0. GER: AA E eae MENU 


; [' ir ms la. 2o oid og 
6. WHILE] o HODOMAcHBüuEERS 当 Al. 


— eos 1j] 


+ 27 


v 


RE. | 
7. WA ceim D ERR FOOD SIR HV n0, 积分 
人 fode ty NECS (a-co—n,cd n « b). 
HEGE, cy 与 6 十 7 Saee n. ARR 
Pre- n 
umf t "jenny poenae] 
存在 , 称 此 极限 是 积分 | f(z)dz HAEE RA 


V. P. [finas =li | (edz N fo e|. 
同样 , 函数 FCD 在 无 限 区 六 (一 cc T 00) £5 afe 8d Edu 
V.P. [odio lm) font 
求 下 到 积分 的 柯 西 主 值 : 
(17 he (2) bim (3) | sas 


"- 
(41 | Arcis rdz. 


8. EM 着 无 穷 积 分 | fGdeoACRNO, MPE V.P. Fa 
dz~4， 介 反之 不 成 立 ， 


$12.89. 含 参 变 量 的 积分 
一 ， 含 参 变 量 的 有 限 积分 


Ut LEER 六 x, 四 在 相形 域 R(axlrslh,oscuscE) CÉGE X. 
VuC[ a, B], — 35 ER f Cm, 的 在 [ay bJa fH, Hil Boy 


[fonts 
存在 ，Yweia, BERBE AER CD | FG. ade. 


FE, BUR Sude 是 定义 在 区间 Cw, 的 函数 , CS 
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e) — [ fi, uds, aECa, £5, 

称 为 含 参 变量 的 有 限 积分 , 4 称 为 参 变量 . 

下 面 讨论 函数 o Qo) EI IB] as 71 的 分 析 性 质 , 即 连续 性 、 
微 性 与 可 积 性 . 

RL GORGE f(z, 4) EER RULED, auf) E 
续 , 则 函数 p) — Fe, i) t 在 区 间 [a, P4 ER 

证 明 ywEra B], W Au, (E u+ AuETa, A], A 

plutAu)— e) - [Uf Gu Au) — 162 2). 


Ip Cur Au) — etu) | Pii who — FG Hs. 


Ju S 10. 2€ "P8 8, ERE (x, 2) EA ERR B pE, RII 
Ve, 267 0 V Gr, Gri) € Dx 12 — Tol 3, | rs] d 
有 HORDE -Flans yi)| «e. 
SRI, V (x, u), (x, u4- Au)€ FE; | Au| —Ó, 有 
|f zr, ut Au) — f (z, u) | «e. 
TAE, Aulo. 有 
Ier 80 e 00 


utm Hara n Patti i 


BRS o C FE [XE IR] o, B. TE Sk. ü 
ix wa, BJ 由 连续 定义 ,有 


lim | f(z, u)da— lim e(u) = p(w) 


Aou, 
= 上 FG uode D lim Flr, n dz. 


HERNE, ER Fx, u) 满足 定理 1 的 条 件 ， 积 分 与 援 限 可 以 
“277 。 


ZEF. 

X32. ERR f(z S2 RODA. Ra Lab, acus 
连续 , RII o0 = [FG ge 在 区 间 [a P1 T SE H Vae 1, 
»" 


de - | afr u) s. 


du 
d "3f u) 
或 $i Gud s | ie 
简称 积分 革 下 可 微分 , 


WES] Yue[L%w B1, Xt Av, Bi ut AuE[a, 82,78 


eG chu) e) | LG ut a) — fs dz. (0 


c.a I te Df de, BURIED GET, 有 


fr dt Au) —f(z,u) — fi(z,u t An Au, OAL 
将 它 代 入 (1) 式 ,等 号 两 端 除 以 Aus 有 


gutan- ec) - [Ru thAwdr, 0<6<1， 


& ERA BR | Gin 


[Et A -e0) rs yu 


Au 
< fel, ae 982) — Sie, u) Ld. 


根据 $ 10.2 定 起 8 国 数 fila, 20. TEPELEEOR R — SESS, 即 
V2220, 3070, V(r, u), (r, ut Au) CF, | Àu] ci 有 
| fi(z,u 3-8^5) — fule u) | «e. 
从 而 ， 有 
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puran Tp. f. filr, 1) dz ice Cha), 


m lim LUA TP L -| fala, u) da 
å w>ü 
或 TOR Or 0 


定理 2 指出 , 当 盘 数 Ffz, 妇 满足 定理 2 的 条 件 时 ， 导 数 与 积分 
"T EAE XP. 
定理 3. FAR fnn EER H(assrsb,osusl8)XEÍX, 


MPM ecu) | Fu) dz TERCIO a, ANTA, B. 


Foe Æ 


简称 积分 号 下 可 积分 . 
证 明 根据 定理 1 6E p) HELa, 有 连续 , M a o o E 
区 闻 [% 外 可 积 ， 下 商 证 明 等 式 (2 成 立 、YiELo pj, it 


(0D=| P FG) dz du. LO»-| E (a, ) dul dr. 
根据 $ 8.4 和 定理 1 有 
ZG» [f 0d. 


已 知 | feudu t [FG uo du 在 下 都 连续 ,根据 定理 2， 有 
moa HG, adu de 
^ a t u b 
-f21[ fc, udul dz =| fc. t) dz. 


TÆ, Yele, B1, € DAC) L). d $6 1 B 1, EOD T ZG 
二 0, 其 中 忆 是 常数 ,特别 是 , 当 i= aft, h —Z,(0) 20, REC 
=0, Ri L.C) LG). RE, 当 C5 B EUR LOB) — LA), B 
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f AP f, Mrs l= di | fa. q 
定理 3 指出 , AR RICE 满足 定理 3 的 条 丁 , 关于 不 同 变量 的 
积分 可 以 交换 次 序 . 
LA. Az PERS Or Ze 2E d CU RHD RERAMA URL BER, 
AAG RRRA RAT EE. Monk FRLAA SX 
H, H as alu), b= blu). RAFA, Vele, 91, aE 4-48 


RUDS Haedar EDEKA PARR 
区 (一 | faud, vera, 8. 
这 里 只 给 出 函数 G0 ECC, AIH GT fc, 
ERA ERR fors) H9 HERE TR (acest, astu) 


连续 , mi ER ER au) 与 bG0 mno Bw 8, Vula, B1, 
ax;a(u)z;b, ablah, 


则 函数 vo — [^7 FG ude ERCA, PI S, E 


| E 3) drt- fEb (n), ub (a) 


ain 


TIO 


— fletu), u Ja Cu). 
证 明 YuwEsfe 1, HE y eG), a= biu) Sj 
| FG, war PC, 2, 0). 
ER 


有 9G) [7 fade PE), 560, i. 


FF P. 
rr 


Qnm. EE dbi uer. 出 $10.35: EB 2 与 定理 4, 国 数 


O $5 jfroten fn. WO SERRAR BOLT LEE 


rr. Era, ST uc iei eni 根据 定理 2,2 Mu EAR C 
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Fg, 2, 0 XE AR un, A 


"m j- 3r 3F dy 3F dz 


Sy dy 3z du 
2F 3 Pla 
其 中 Du -2f fx, 0d - | Zie, u)dr, 
erg] fe oe aw, 
I 2| fonde fosa. 
于 是 ， 
y) =f 2 Cf Gu) dz — fuu) y! f Cos u) zt. 


E gmaQn S 2-5Q04& A RRA 
Ey )= MEE "Of C3 de fEb(u) u]6/ Qi) 


2 —flaGD0,u]a' (u). O 
BH, 当 e0) bCu) J& EROR, ou) — 6 (9) — 0, EE 4f 
特 珠 情况 就 是 :定理 2 B 
Lc. #0 


BEL RER FG - | In (tyde 的 导数 (y>0). 
Ke Vy 0 EMAZ de0. Eesi EA, MORE 


数 


2y 


lnz'rg?) 与 Bh Gran uo 


IEBUIGERE R Oel, exer MBESL BEM 2, 有 


F) [2 2 |y (a? ti =| 7 E E. 
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1 
vA -—--2are tg --2arctg L 


(2Y -A-1 y lo y^ 
y 
因为 Vy 0, 3e 0, fik ex s, 所 以 Vy 0,6 


F'(y) =2aretg 


例 2. x 16) — | nC reosz)de, Ir t 
XE YeiriL PHBE, 14>0, iri akl TR, 被 积 
ARER r 的 偏 导 数 , 即 


f(x,r)—lu(loarcoszr) 与 af a. ET 7 
ar loc rcosr 


在 闭 和 矩形 域 R(Os rz, —bxlrsk)MESE WREE 2 A 


Po)- (2 ? |n(1d rcosr)dr— | |. 5990 — 
(r)— ER n(l-trcosr)dx— [ „Ireo 4 

lí'i-c-rrosr—i 1 [ 1 ) 

= te -4 [1 -ie 
Tig ld reosr du d Ll rcosc 
x i[" da 

- . EN < 
了 ;| c-rcosz #0) 


Worte ERE 4 


2 
dr | 14 t* f 2 
—- -= d= | - - ——.0 d 
lirrcosz | [=F JO cr) Tr 
十 Lr 
-22 [Lo 4t. 
l-r iu 十 让 


z! 


p arc rg(VI Iu "LE 
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| daz . eot y} iE. 2). => . 

joli+reosr -I VE lr? 

Wo tepa E n 

于 是 ， = A0) (3) 
imir = lim * Tu. 

又 有 Imt cinesi)? 


将 7T't7) 在 r=0 作 连续 开拓 ， 令 10(0—0. ERE I'GO TEE 
间 [ 一 4, 媚 连 线 。 对 等 式 (3) 等 号 两 端 求 不 定 积分 , 有 


i-J(z- LUTTE pert - e(t) 


—mla(i- vIr) +O, 


Un T0) =0, 
C -—a41a2-— ala. 
于 是 ， Ir) 5 sn AVi R) ln 
2n 1o I— r" : 
= g Ja wm 


2 
例 3， 证 明 ; FAR ftz) 在 区 间 [w, ER, 则 函数 
y(r)- ail, (z— 0" ft),  s€[a, 5] 
是 微分 方程 me FOR, HERPE y) —0, y! (2) — 0, 
ey go (a) 0. 
证 明 ”逐次 应 用 定理 4 11 212 22 8. A 


"Op UK (n—1) (a-- Fd 
9 x zs SUD Er sn cH, 
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Msg t foy oy 
un l'a-orieoa, 


YG) v (sf, 
yo) reo, 


y'?(x)— fCr), 
即 函 数 g( 0 4E BR 237; Ee y 7 GO — fO EAR, r—a p, 
4 (a) —0,9" (a) 20, -, g'" P (a) —0. 
1/4. EN FAR 所 2) 存 在 二 阶 导数 ， 国 数 FOO fEdEXE HE 
导数 , 则 了 晒 数 


ulat) =} gU GO atat] [77 Faz 
AGERE RE P ca Pg 
证 明 根据 定理 4 有 
a: g Lf (aat) (7a) tft atja] 


ad FG at)a—FG—at)(—a)] 


一 NC Fat) —f'izx —at)] 
TF (tol) F (z —at)]. 
ABUS SU Goat) i ^ G—at)] 


4 SUP Gat) — FG —at)3. 
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Ju 1 Pfa o — 
Aa 24 (ria) -f'(2—at)] 
1 " — m 
ad FG at) -FGr--at)]. 
* 
DeL" Gat) f (2—a0)] 


i f EN — pF 一 
ta, Gr-- ai) — F'(z—at). 


于 是 ， = LE Lf" Ca-F at) + f" (2—2t)] 
HEP Gra P Gc) e E, 
BI uz, JE Bo dr fe Ot ca^ AR, 


95. 求 积分 | 二 0cactb. 
* REC) — 7. B ECHOS e o EUR BG. 函数 C) 在 
0 与 1 没 定义 , 却 有 极限 


z*-—zr* 
lini EM 一 
zog: luz 
bo Qu Ps 44-1 
lim = lim br 9T him (ba^ —uz*) = b—a. 
FESTE na x+- E tal- 
j £ 
将 国 数 六 7?) 在 0 5g 1 4E ESHE, BI 
0, r=0, 
. b 
gays E, 0al 
ng 
b—a, z-—l. 


从 而 , 国 数 办 7) 在 区 间 [0,1j 连 续 ， 已 知 


g'—i* wje pë 
出 一- -— l n r4 
y) Inz — iuzig hh dy. 
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Wü NR PG, p) =x JEDE EE ROS, a lyslb) 连续， 根据 
定理 3, 有 


[2-63 P [ au i 
m uz cji nm pe nmn 
L ^. grt ] r1 u -h dy u i--65 


三 ， 售 参 变量 的 无 容积 分 
ROTAR f(x) ERR Para - co, acu BY 5E XL, 


Vuce B], ESRAS Gro de CX, WD YsE[x， 有 都 对 应 


EPERRA, Jadde YES] Food: ERI 
Le, 的 函数 , 表 为 
eom | Fæ ude, uefa, B], 


称 为 含 参 变量 的 无 窍 积分 , ERE IRSIEST AU, u 是 参 变量 . 
已 知 无 穷 积分 | roa 与 级 数 Eu ,Rü 2k RES: , BA 
法 及 其 性 质 基本 上 是 平行 的 ， 不 难 想 到 , 含 参 变量 的 无 穷 积分 
NICO: 
HERD (ZERA AE. HG K A A CR TER RERO 2 


析 性 质 ， 一 致 收敛 起 着 重要 作用. HHE, 过 论 含 参 变 最 的 无 穷 积分 


d xam HETATETITO. E D 28 AUL S121 中 所 说 的 
X5 ge. 
EARS] Hus wdz, HARRASTAN BEDUE IG e ECT CU 


积分 . 
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BIB dt cho 2 E PLUR, — Ele co] PR RE R EO RT. 
Vuela 站 ,无 穷 积分 | Fa, u) de IEEE Vu Cas 8, 有 


fiir lim |“ f(a, u) ae. 

HAE, Veno, JA > 0, YVA > An A 

DECUIT ide fene 00 

ES T3 UUCNARES I u F uo, TE e T 1 PR NEM 
与 A, 也 是 不 同 的 . EC Los DTTIXIB SA SS 因而 对 应 无 限 多 
I 个 正 数 A.U AT As ADARA, 是 否 存 在 一 个 “通用 ”的 正 数 

A YAD Ao, Vu€ ['a, 61， 有 (公式 成 立 ) 呢 ?事实 上 , 有 的 含 参 变量 

IW Esso EB Lo, 0 存在 著 通 用 的 正 数 4， 于 是 ， 有 下 面 的 
E121 7 

XX Gg Vuelqkip o, 无穷 积分 | 16) antici, d ve 
0, 34, GÀ FD > 0, VAT Ag, VuCT, 有 


IT p s (fs wee i =! [T oae e, 
则 称 无 穷 积分 | f(z, 二 在 区 间 7 一 致 收效 . 

车 无 穷 积分 | Fe, oa 在 区 间 7 不 存在 通用 的 A0, 就 是 
非 一 致 收敛 ， 现 将 一 致 收敛 与 非 一 致 收 伍 列 表 对 比如 下 : 


EFR (dre dz EEA 


| mir | YeD 0, 3 Aq 0, VAD aas VET UAE Im fü, nd «E. 


dE— S4 dk | 3247-0, V 4770, 3 447» A, Tuk, sl Je un dr | ze 
T RA? JARRE. AAA 55 7E DE [e], 有 界 区 间或 无 界 区 闻 ， 
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例 6 证 明 ; Jet BL | vede 在 区 阅 Ca, 6](a>0) 一 至 
ucl. 
证 明 设 4> 9, 求 无 穷 积分 (将 * 看 作 常 数 ) 


| we- dz. 
»dà 
MN rust, de= dt 


Tun 40 1 . 十 oo 
| uet dz=| ue -d- | edi a^ t, 
d 


A Au Au 


已 知 acus b, 


ps 
| "e "dx |e A" xlen4e 
ir d " l 


Ve>0, ERARE ce 成 立 ， 解 得 4> La Loo 


A land. TE, Ye>0, 3A, Ln, Y AZ» A, Vu€[a, b), 有 


10 - ! - 
| ue da :a dv, 
A | 


BUS me ve te fixi Co, d] — got 


”定理 5 (MES RUKADORRD 无 穷 积分 | fe, dee 


[aZ — Scie gl «—9 Ve 0, JADO, VAL Ag 与 A0 Aa, YuE, 有 
rá 
| * fGr Ww de | <e. 


证 明 必要 性 由 一 臻 收 合 的 定义 ,Ye>0, 34,27 0, V AZ Ao, 
VuCI,H ' 


NO u) dz | <2, 


MIR, 4,27 Ao 与 A> As, 分 别 有 
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remet 5 [greves 


ip Fadel =| fy fiz, u)dz — f "Fa, nde] 


«|l “ne tl NITOREM 
A tJa, | 2 2 
JAMBES Ye>0, A0, V A7» Ay Sj Ao Aa, YuE, 有 


DEG u)dr | «E. 


4 Ace 8 || Fade, MESMAS fo, a te 


区 间 Feka, o 
定理 6， 若 IB>0, Yz>B, YuEL, 有 
[fz [F(z), EO 


且 无 穷 积分 | FE itt, LE 一 
E1273 E 

证 明 DEOR FO, MASI EM 2, 
Ve>0, 344770, V A2» Ao 5 4 Ao E 

IN FGrde | co 

HURX AO), V AL B, Vut, 有 

«NIC ade «VM Mis d dz < [^ FG ds] <e. 

44 | i24 i id 4 
再 根据 定理 5 的 充分 性 , JE Fo, wde ERHI — m 


i. D 
定理 6 中 的 国 数 FOr)EROG bd, EE 6 URBE OD (t ER 数 判 
: 289 


Sii. 
例 7. 证 明 : 无 穷 积分 | "ede 在 区 间 fe，+ 00) — 致 收敛 


+ 
0 
(a0). 
证 明 VuE€[a, +), 有 
e 和 ELA 


+» 
ü 


已 知 无 穷 积分 | ettasice CR 12. 1. DID, 根据 定理 6, MES 


ga eme 在 区 间 [a, + o) -aup ge 
例 8， 证 明 : EARO | ao kde 在 R — Boc 
证 明 YyE#, 有 - 


costy! — 1 
zbpyt at 


已 知 无 穷 积分 | rie Ke mesmo | The 在 只 一致 
收敛 
定理 6 是 判别 某 些 无 穷 各 分 一 数 收 敛 性 的 很 简便 揭 判别 法 ， 
但 这 种 方法 有 一 定 的 局 限 性 ; 凡 能 用 定理 6 判别 无 穷 积分 是 一 至 
收敛 , 此 无 穷 积分 必然 是 绝对 收敛 ; 如 果 无 穷 积分 是 一 致 收复 ， 同 
时 又 是 条 件 收 病 , 那么 就 不 能 用 定理 6 来 判别 ， 对 于 这 种 情况 ,不 
作 详细 讨论 , 只 介绍 与 $12, 1， 定 理 8 相 平行 的 定理 . 

HEC ERR fn, 如 在 区 域 D(asi re o0, u€ I) (0770), 
连续 县 


F(z i) - fad 
EDER, Rp 3C 7-0, Y (r, DED, A 
EIET fuso dt <e 
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Bi 470 时, 无穷 积分 
| {S20 . 


a z^ 
TEE IR] I — E 9i, 
证 明 与 8 12. 1. ER 8 AAR REESE S]. 


BO. ER: ERRA |. err de 在 区 间 [0， 十 co) 一 致 
ie. 

证 明 因为 Yyc[o, +co), 有 limes Sua, 所 以 0 不 是 
被 积 函 数 的 吏 点 ， 因 此 将 被 积 函 数 在 0 作 连 续 开始 . 

OE, 无 劣 积分 | er aaO 在 区 间 [0，+ cc) 一 至 


WS, 
Hh $7.2. 455,48 
PN 
FG, [en sinidt =Ê y, (ysint + eost) [7 
i ity n 
Ile "sina cosg) e Mgsin li: cos 931) 
i-r yt 14g 


V(z, y)ED(lza« 4 oo, 0x y -- co) 有 


e "(y-.1) , e (gl) 
HERNES dXg PY 


20 t3 
ig 


于 是 ,函数 Pr, PERR DAR, 根据 定理 7, 无穷 积分 
(Te az Sing 一 zi "e Tint qs (A— 1290) 
Ja z T 


-1 


e ?——Ü (y>). 


他 ”将 要 应 用 定理 7, 而 定理 ? Wo aco. 为 此 这 里 证 明 |. «cen S2 Sae fe ica 
L0, 4.09) — 3E Qt. | 
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在 区 间 [0, 00) — SUlCOC,— ERER T SUBCALCHERUI, ARA 
全 PETULIZ E dr 


Ü r 
ERCO, -- oc) — gut 8t 
TEB Et fm, OFRIR Dardo, axuxp)i 


tk, LERRA p( 一 | FG de 在 区间 [os 8 一 臻 收敛, MA 


数 e Go fr Ex Bios BJ 连续 . 
证 明 h -RKA I VEm0,JAS-0, VAT A, VuC[a, 
lH 
+ £ 
INCDUS 
VaLa, 8], R us AucFa, B ], 有 


[fw up dz | <E Ej [ fi, wt Andr < <E, 
PEF| | 3 | 37 


根据 定理 1, 函数 pO) = [f Grote 在 区 间 [ ANER, 当然 
在 任意 一 点 us ES, HE E XR rd FÉ RS 670, 3070, [ Au! 0, 有 
| pC ic Au) — pn] 
A E I e 
=| f f, mt hu) ds — | Tir, uo) dz |. 
-a a 1 
FPE, Yeb 344270, YAD A, 326770, | Au! 0, 有 
[p(t Au) — e On? | 
UE Jir, tot Audy — i “rr, we) de | 


4 


tAwdzt[ f Cz, t | Au) de 
- [oup ds [fos udde] 


«i f, ug 十 -Au)ds— | fü, w)de| 


ü 


i 
ex 
| 


" 2792» 


上 | NTC wot Au)de| " | NIC uy) dz | 


所 以 函数 Qu) fep Ca, ADE. LUI 
定理 9. PARSO, MERR DarK, asluxl])GE 


续 , 且 无 穷 积分 p(w) [fius 在 区 间 [am PIB MF 
S eG) EIC Ces ATR, H 
hed ud! 8 
"m 
d NI f(z,u)dz, ih [7 (a Fa dim. 


简称 积分 号 下 可 积分 . 

证 明 ”根据 定理 B, AA pO ERE., 有 连续 , 则 函数 p(x) 
EKC AJAR. M-RE V>, JAO, VAZ Ao, 
Vuc[a, Al, Àj 


MECOS (6 
根据 定理 3, 有 


Mf, YASA 于, HUP RAO, 有 
f. com C Treo m E ppm 
= | fe, w) dz di «^ 


| 
= j. dG, x) dur dz 4. aj fert du 


NIC u)dz) du 


TE, 有 
FI 


n eo) du f ir. ujde! de! = | MIN n)a du 


«Pre, udr luce [^m e(f — a), 


1 
"E| 


HJI Ü pi lim [if pce, dus dr 
= Far. "du dr. ü 
定理 10， 若 函数 f(x, 10 fale, DEER Nasrda, 


asus BEES, LESE po) = f TIe, de GEB Ca, Ali 
ani s [fe DEKA 6] 一 致 收 笋 ， 则 国 数 P G0) 
在 区 间 [a, A] 可 导 , H. 

e'G)- | fr, a, 


i" LT res ote - fd 
简称 积分 S RUP E. 


i Vuela, 8], 讨 论 积分 
Linee 
根据 定理 9, 有 
(EACLE A 
«rino [pn [fae [rosa 
—9(0)-—wv(a). 
对 土 式 两 端 关于 求 导 数 ,有 


vo" fs) n 
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类 位 地 , 含 参 变量 的 一 积分 也 有 一 致 收敛 及 其 判别 法 ,以 及 含 
参 变量 环 积 分 所 定义 国 数 的 分 析 性 质 ， 从 略 ， 
n, AAIDD 


mam ntm 
例 10， 证 明 ; [ £ ut dx = 1n 5, 0-ca-b. 
ê : 


证 明 将 被 积 阔 数 表 成 积分 , 即 


已 知 —— 


e "xe T, 
而 无 穷 积分 | ecadkm. mium 6， 无 穷 积分 | ec 在 
KEC E]— Slot, URGERE 9, 交换 积分 次 序 ,有 
了 从 各 -人 和 u *e(rà -ys 3 
emere fieree 


Jn T 
AI nne 


=f' "- —inb—1na-in- 5 


GELE paana [rtt 


K sucsugmrXeme| S de ieat (条件 收 
化)， 
因为 被 积 函 数 " < 不 存 在 初等 消 数 的 原 郊 数 ， 所 以 不 能 直接 


求 这 个 无 穷 积分 .为 此 在 被 积 国 数 中 引入 一 个 “ 收 敏 国 子 ”e 玉 
(29), ECTS BA 
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e + - 
Ig)-| ec hts. (7) 
Ja 


显然 ,I= 了 (0)， CRRA COBSRHECBAERS E GUT. y Bos se dr. 即 


ee 与 与 就 * amr = -e traing 
在 区 域 DOSte, gya Hoi GEESJE Ux» 
积分 NE TALET 
lae T 


TEPLIC, Fo2)— gee A 9), FER, Vez-0, 无 穷 积 分 


NE La- 一 | etsin zd 
D 


do €y 
在 区 闻 [s, 00) — lico, ES e ye Ce, + ce), 有 
le "*"sinaz Se *"Txle '?, 
已 知 无 穷 积分 | ”ed Kek c 8 无穷 积分 | Tert sinade 
在 区 问 fe +o 一致 收 总， 根据 定理 10, Vg De, +00), 有 


z , "me 
" — 3 PERDE PEN Gia. 
i qi at e z^ je | e Tsin rér 


eisint easa) |" LL 
u 1- gj e dy 
从 而 Iy) = -— lr - y= — arctgg C. (3) 
THRE C. Vyl0 58C(0B) SBakan. A 
ID einzdr | 四 
2n * ; a i T XY 
< e andy m 817 1g (y> -- c2), 
ù y 0 y 


ay Jima) 三 0 对 等 式 (8) AE AERAR G 00), 有 


isine] 
D verot E] a. 
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lim Z(g) - — lim arctgy +0, 
IEEE dudo 


m apno o 

m 0= 一 至 +C 或 C= 了 于 是 

| I(gy)l-— —aretg d t 5- ip (8) 

"TEUER GO fy — hE, EE E, ELA ERR CT) 

dg x ii]: 0, 4- 00) — Scl Bc, 根据 定理 8, ER CE C) 在 y=--0 右 连续 , 对 
PEUOLLULO DITE 


lim (4) = lim (—aretgi) t5 
ELA! 


yc ` 


m C0) 一 过 ,于 是 ， 


I-i(0) -| "5-3. 
t x 2 


P RUE SI NES 


& 显然 ,g 一 0 时 ， | 和 = 


x 


24 ys 0. W grt de di ril 11 ,有 


[singra =p minui 
y p E T ü i 2' 


[全 QM 一 | a —X, 
y«0, ; 9-—L Y ue" 2 


TÉ, 


D 因为 gs 术 属 二 无 穷 积分 | 。 ^ sinadz 的 一 到 收银 区 间 , 所 以 在 (9) 式 中 
AGER y-9. 
«297 + 


| E y0, 
NE yj 


a L Ha "| 0, y 0, 
M, yn 


T 
2 
FAHS Asen y CR, 81.1. 三 . ) 可 表 为 解析 式 ; 
l, yy>0, 
2 sinye — 
sg |. LE 0, y-0, 
—1, g«0. 


合 13， 求 无 穷 积分 | (CRY dr. 
W upum(T) sius. n 
ME a- 2 rye | e. 


由 分 部 各 分 公式 与 例 12, 


f (Qu e= [i ezea NILUS 


L. Acess2eit? DN 
证 g do Ed 
nob simZze 25.342 
m £ 2 


Z, TERS BEK 
TRR SB ARRRTA BE RK BON Z 义 的 非 初等 
函数 ， 它 们 在 数学 ,物理 中 有 广泛 的 应 用 . 
(一 ) ri 
函数 D) - | nte tie SE RR CUR EO. 


E An PG bL E LR AE DC RECO, 上 ceo) (8L 812. 2 (8 [7), 
Tier ARHAN, 
* 794» 


1. D AREKE +E, 
HX: EQP'Ca) —« NEL 


[| lt» 
=z [ zile tdr- | zle tdg, 
4ü "e 


YaE(0, +), Ja, 与 Us, iE Oa xlaxla.; 
YzC(0,1], 43. amle tgan le, 
Vz€[1,4-co), Æ 4" le Tel gta eT, 


Di 


LAEB terde 与 无 穷 积分 | atentia 都 收敛 ME 
穷 积分 | “ze -1e-*4z 在 区 闻 Fai i2 HORDE, MARE fcn 
e? FEER DOL e co, ar<a<< aos) 连续, 根据 定理 8, T 函数 
TER e, av] 过 续 ， 于 是 ， 厂 函数 在 点 a 连续， 因为 a tE 
(0, t co ME 3E rà, BLA D RRRA CO, c oco x SE 

2. BEAR Vao, Tla tsara) 

事实 上 ， 由 分 部 积分 公式 , Yao, 有 


Pxce1)— MIT r= NI ey 


E 


pr +a 
cate +a Í rie dr (a). 


设 ?<a 扫 8 二 1 ac, 逐次 应 用 递 推 公式 ,有 
DI(a41)-a/7(a)—«a(a—1)P'(a—1)— 
-G(a-—1).- (a —n) '(a—n). 
m O«a-— wl. ERR, HEAGA T ARED (0, 178 EX 
TÈ 由 递 推 全 起 就 能 计算 出 任意 正 数 w 的 图 数值 D (o0. 
特别 是 ,上 = n REN, E 
了 1 一 
L—gqmam—1)-e2-17 (1). 
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而 Do [ettet 即 
站 1) [e "dy. 
Ru 
这 是 ut Bt AARIA 
CO BRI 
RUE Boo nade 159 B NE OEA R). 
C. BC, q) log Sc EE BC BED (Op t 00,074 æ) (H 
812.2 例 8)， 下 而 讨论 B, 2 的 一 全 性 质 : 
1， 对称 性 BO» q) = BC, p. 
事实 上 ， 这 x=1—i, dar —dt, 有 


0 
B(p,q)" Jj zd zr) dar -f (1—1)2-!i97!dt 
Jh *1 
dem onem 
pi 
2， 遂 推 公式 Yo50, 41 有 BO g)= L Bq 1) 


ER bd DR BLA AR a0 g> P 
Bis, — wen irs] Oerd c 
pq) | : (1—2 x f. (1—1) (7) 
Pase et x^ (1—3)1 dr 

Lo P .1 


-5 [ar mar 1 (—2) (0 - dr 


1r! 
UD put i-i pP (1—2) ds 
P P Jo 


Tzipi, gn $5 BO, 


Hl Bp, DLP : BO» 7 D 


HUE UE, V 92 1,47» 0, x% 


BCp,q)7 Xf B(g,2— I) 
EE, g—n2,2cN, EA HNB A N A 
B(p, n} —-——— Bn —n 
= ana) — 
2 {ptal} (pin 2) B(p,n--2) 


(n—1)(n—2)--2-1 B(s, 1. 


mein (pia—lf(p en—2)-(Q rl) 


而 B, D=] arde- i, M 
- (n— 1)! 
BO 7 yORE Des CR) 7 


24 PEM, gnm, aN), 33 
aa a 
Bm WD mT oD 


r- Dtm)! 
(min 1)t 


mT CR) 
B(m,n) -nT 
这 个 公式 下 上 明 , 尽管 BB 靖 数 与 站 疝 数 的 定义 在 形式 上 设 有 关 
Ro 但 它们 之 闻 虚 有 TAERA ATAARE 


Vp70, q— 0,4. 
P PID) (10) 


Bp, DT Eara” 


HE EH JA NA, 

3. Vp0,947.0,Bí(p,q)—2 2| costr psit" edes. 

d X E, H xc cosjqydar- —2siugeosquip,fi 
Jül 


Bip D= [anda 


= | C00s:p)s Cin tg) r^ (—2singeosq)dg. 
3 


- 
* 


一 [ cos? gsin?! pdg. (11) 
ES 


由 公式 (11), 有 下 面 几 个 简单 公式 ; Vp0,920,78 


Ë 1: n- |) DOUG) 
[ cos" 'esin'inedpo BU UT puc (12) 
4 13 og 
EARODH, $ g=% tj p= Vw-—i8 
alf 
a fi C I ($ 
| sin"quiq nd 2 y i) (13) 
a 
EE 
2l e l ) 


A. BIOID 
gii xwekm 分 | eas 与 | eue 


; di e 
S e= t dr=; sp. fü 


1^ i 
tle f+% -1 
| eda zi à e'di 
0 2 Jo 


* 3025 


+ Tre 
TRO | etis [tea vu. 


0 


"Fon pü- i 
例 15. 求 [ GETS dz, p, q—»0. 


Ww it 1 一 有 有 


Te gr! (0 1—14 Pp-1 1 
Me OP mmn 


ri 
= pema — 1)?" dt — B(q, p). 


9418. ipB3jo bises 
| NE 
Jod dada T 


证 明 分别 求 等 号 左 端的 每 个 积分 : - 
i 一 24， dr= laf, 有 


1 -tden ln/l1 1 
vaa a a S EEL elea) 
1 xr r -E 二 


TRE, [ese [er «G Diac z) 
rO rGr() 
Com) on 
MEAE GIG) 
ran) 


ou 303 时 


17 712 
=F rà (74 
PIT HOS] E ac-0,820.5—n«dj 
DG PD» paart, 


J, ETOT G-0^ d= OEC 


WBA id "ply a-0-a)u b—e= (52) (1-9, 


dr— (b—a)du, E 
[ (2*7 1(5 us 


-[E6— wt (i adu 


—(b—a)**-! CENT 
M 


—(b—a)'*B(a, B) 

- — a+iñ-il F'(a)yPcB) 
—-—(b—a0)"^ (B^ 
$918. 证 明 $jibd AX. Va 0,43 
M? Pa), 


22a -V 


DGyr(a-)- 
证 明 Basf a aoon du [rod 


1 
tr(l— zr) dr. 


tapes 


rzoco ds d 


3 


对 等 号 右 庙 第 二 个 积分 作 变 搞 ， 设 z= 1 一 1, dz 二 一 di, 有 
1 [I i 
| 216 aDJ r=- [riae - | Cir. 
* z 
t ir 2722-1 
bm 3-2) | dr, 


ol i atg of lL 
Bic, 2| :zt zy 'da 2| ia (3 
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| a—lX/T, de Li. 
设 考 一 * 一 到 3 dx= Avv d , 有 
1 
B(a,a)— gl, UT (1—t)n- ttu puc B (sa). 
由 会 式 (10), 有 


IYr 
rere a lY 


Ta gn EC Hd) 


已 知 r(3)--s. 即 


ro) r(a-4)- EAA T (20) 
特别 是 ， 令 a-L, A 
rE 
£123 


1， 设 有 二 元 图 数 了 (4, —sgnO— an, Gy) ER, ER: 一 元 函数 
Fig = E fir yde 
EREE HASRA NF HER. (提示 : gasc; Gayl gk 


Be FOU 


2， 求 下 列 补 限 : 
(1) lim Mat a gide, (2) limf zicosyrdzr, 
K»0--I 
ai dr 
(3) iml y, 8 
ema e(t KE) 
3. GR F' n: 


a) Fy) = a dr 


OX ys d ysinz) TEL 
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(D FF 的 一 人 edz, (3) Fn =p) Sa, 
HE 


QI 9 


4 RP y (44-2 fada, 关中 DETAR, RF n 


so RRD =N 和 fatétmpinidt (c0, PJO BERE 
RF (a), 
6. EI: BAND aC — [DC sin adt ERE 
yr) Ta d), gy) =, 
PITTEIORTETTES 
7. EB BR e f(z) 在 区 间 [a 513 HI, WI Vetia, 5], 有 
Fialaey= fo) Ga- 0t. 
GER SEE RER, ) 
8. 证 明 : 若 乓 数 JG) d£ 1a, Alti, D vatia, Ai, € 
timg ft f Jdt = fia) - f (a). 


9。， 用 积分 写 下 可 党 分 , 求 PE 
Ita) = um (Sin*z + a*eos i) dz, a7 0, 


10， 证 明 下 列 无 窃 积 分 在 指定 区 周一 致 收敛 : 


(1) | ec sin sdz, asct« poo (270). 
+ 
(2) (er, 1e slo. 
É -D rti | 
m 
(3) | e77'rostzdz, (ER. 
LI 


11. EA HJESEBU (E CELERE E BKA: 
a) ND Uy, 

"E 
下 Ti 由 < 十 号. 

12， 设 Vua, B], f Oy RUE f Gs) SEU, ELARA SED de 
vel Lec, 6] Rik RURE Aa PRERA | Qm nt 2 
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ERK Ta, +00) (220) — Slt 8, YE CIE O, 4-0) dE eA. 
13. uw [^ ecl |Z, a0. (提示 :应 用 例 14.》 
14， 应 用 积分 号 下 可 微分 , 求 泡 穷 积分 : 
Ha) = (TET, 270, 
35， 应 用 积分 号 下 可 积分 , 求 无 穷 积分 : 


"es -E 
I=) 


zee snzdz, 0b, >0. 
è 一 -号 b ey 
(z: eseti] e'»tdy. ) 


z 
16. Ea CO ent (I) 

2» [ne da -Lr(ei. 27-0, m2» — 1, 

1. M RRS RRR TIRA: 

0D [acea en (us 

a fřsintzcostoas, a N (1 —22) dz, EN. 


15. 证 明 (1) Pn: j- ODU J, ae. 


z 一 一 一 一 一 一 一 3 mim. 
2 (2m) Z li 
0) ,= | sin "wap — (Zm) t! 
P — -— 2m 1 
° Gm amd 
+ * * i 


19. WES REM EG) = 2 TTR dp Wt 085 2 RE 


E* (k) -+ 一 QE -i a Qe kel. 


3230， 证 明 : 若 茧 数 jt 连续 ,月 
(a-a, yx, 
r(l—i, go, 


则 函数 w(O Didy BOLA HR 


kG. y) 一 
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M +i =0, 
u(0) —0, ai=, 

21. W; SP ERR Pneu ER Ridabu Ait, m ER 3r 
ADDI AODA RE Tea, PB ERE, B. Ynt a, 8,8 

aga (e) mb, asb(n xb, 

Wir o0 = [n Ears i) de de CIRC, ANER, 

22. 证 明定 理 7. 

23. 证明; 7 Eg CE EC PR (0, -| 50) 存在 任意 阶 连续 导数 , nN, 有 

Paia 一 [aote ilino "dz 


Per zt 


24. 证 明 ; & fo xr ecey, sco IF 


dr, mi 


f) vg (t) 50, FOH) =F 2x0). 


WU RNCEBUM eme 


(提示 :了 (8) ZIEL ) 


-Nge 


第 十 三 章 OB 分 


解决 许多 几何 ,物理 以 及 其 它 实 际 问 题 ,不 仅 需 要 一 元 沁 数 的 
积分 ( 即 定 称 分 》， 醒 且 还 需要 各 种 不 同 的 多 元 国 数 的 各 分， 后面 
特 看 到 这 些 简单 实例 .一 元 六 数 积分 的 积分 域 很 简单 ， 是 数 直线 


EREMI. BUT OCHO U ER ACER RURO AERIS 
就 有 各 种 不 同 的 多 元 函数 的 积分 ， 例 如 :二 元 疯 数 在 平面 有 界 区 
域 上 且 重 积分 ; 在 平面 曲线 上 有 平面 曲线 积分 , 三 元 函数 在 空间 
有 界 体 上 有 二 重 积 分 ;在 空间 曲线 上 有 空间 曲线 积分 ; 在 有 界 曲 面 
上 有 昌隆 积分 ， 一 般 情况 ，= 元 殉 数 就 有 4 重 积分 ,等 等 、 
”尽管 多 元 函数 的 积分 有 多 种 ， 但 是 定义 这 些 多 元 滑 数 积分 的 
方法 与 步骤 和 定义 定 积 分 的 方法 与 步骤 是 相同 的 ， 部 是 按照 分 寡 
(BO, f Be, HERUS BUR RUPEE LEO, LHLSEEREEOCHUNGUR 
分 所 讨论 的 问题 与 完 积 分 所 讨论 的 问题 也 基本 相同 ， 因 此 ， 本 章 
摘 共 要 者 予以 证 明 , 有 的 述 而 不 证 , 有 的 从 略 . 


$13.1. 一 重 积 分 


一 、 曲 项 柱 体 的 体积 MEME 
BRE Tat CE FEE Bir PH E RE BUS TH PCR 
RU, CH Lii RE XE R BBRSIEfÉGESEERT z= f ph 表示 的 
Hh, CRTE RO LA APER Ius 轴 平 行 的 柱 面 ， 这 样 的 
立体 称 为 曲 顶 柱 体 ( 如 图 13. 1). 
ARR RRE EHER? 26 TE XC EEEN, MEAE IE 
意 曲 线 把 区 域 分 成 % 个 小 区 域 : 
Ris Ra, ee Rae 
D A BBBERONAXSIGSDERNIEHDBNS. FA. 
* 309 * 


m ut 


d 总 的 面积 是 As 将 这 个 分 法 表 为 了 ， 通 过 RR 32,08) 
的 边界 作 平 行 于 = 轴 的 柱 面 ， 寺 是 ， 分 车工 将 原则 项 柱 体 分 成 了 
Lx BR 为 底 的 Aub BHEE, i n Ahi TE A 体积 之 各 就 
ERAMA. h FERE >= fr, io fi 续 性 ， 当 小 区 域 
B, 很 小 时 ; 每 个 小 曲 顶 柱 伴 的 体积 可 近似 地 春 为 (平山) 柱 体 的 体 
fa. 

在 每 个 小 区 域 EB 上任 取 一 点 PAGS; n0, REA E. 为 底 (其 面 
BEATO f CES mo if CETDRI PEDI 

fCE, moa, 

应 是 第 大 个 小 曲 顶 柱 体 的 体积 近似 值 ， 于 是 , 和 数 


F Dle MJAG, 
ksl 


FR RAE ERTA., TA E R Br TR 
AT, 和 数 应 该 越 来 越 趋 近 于 原 曲 顶 柱 体 的 体积 . 
分 法 了 的 名 个 小 区 域 : Ro Race R, AA al Æ a), 
d(R3), d OO, YE 
| 7| — max {d (H), dR, HOS). 
所 亩 对 区 域 如 的 分 靶 了 越 来 越 细 就 是 据 对 区 域 中 逐次 分 下 去 ， 合 
* 310 * 


(T [-0, PEER, UT LOB. BE IRDC ER PE A. RRE 
的 面积 越 来 越 小 , 而 县 无 限 地 商 一 点 收 缩 ， 于 是 , AIT IO ORD, 和 


BDOS En mo oi 的 极限 就 应 该 是 原则 项 仁 体 的 体积 ， DAD 
k= 


TE RRR EEP MAERT TA T 的 不 同 与 点 
P.C, no WR ER ed ifti EE. 


zPSITIO hh, n 个 柱 体 的 体积 之 和 之 , f(s， 01) Àa , 存在 
极限 , DEED AE V, BU 


lim. Sf Neo —V, (1) 
iTi+0 YT 


UAV 是 曲 顶 柱 体 的 体积 ， 

曲 项 往 体 的 体积 定 义 原 则 上 给 出 了 计算 曲 顶 柱 体 体积 的 广 
法 ， 但 是 ,按照 定义 计算 曲 硕 柱 们 的 体积 要 进行 复杂 的 运算 ,下面 
有 有 简便 的 计算 方法 

二 、 二 重 积 分 概念 

不 仅 计 算 曲 顶 杜 体 的 体积 费用 到 (了 ) 式 的 极限 , 几 是 计算 平面 
有 界 切 区 域 上 不 均 义 景 的 总 和 ;例如 , IES 2387 HG RC, bills 
面积 , 竺 等 ， 都 要 用 到 形 和 如 (了 1) 式 的 极限 ， 央 此 有 必要 抽 彰 地 讨论 
(OO XB BER, 

WERE f(z,y) ERRER RAEL MEE HET 
将 五 分 成 ?在 小 区 域 : Bo, …，R。， 设 它们 的 面积 分 别 是 Ao， 
Ads u, Adap EMEI Re LER- Pal Er n (二 127， 
a), 作 和 


Df CEs WH) A (2) 
PETI 


RAER Fx, fe p S, RR Aa 

A jgmT|-—maxidc R}, dR), es dO). 

XX HOKAR Ga TERBA«gExI REX, TOSS 
时， 一 无 国 数 Se, y ELIR R aS LZ RODA TE ERR ZO 7 
JARTAK db 5s s Pe BURG XO RUN 


Jim TU 04), 1, (3) 
To mr 

如 vY6e20,3520, VT; |T] cO, V(£y, nr) ED R= 1,2, n, 有 
E | 
PL ine 9 
HS | 


则 称 函 数 f Cn, go) e RTR, I BAR f(z,y) IER IS SOIRS, 
RA 
1=|]fæ war 或 1= [|F dzdy, 


其 中 中 称 为 积分 区 域 , f(x, 的 称 为 被 积 哆 数 ，ac 或 dedy 称 为 面 

由 忆 重 积 分 的 定义 不 难看 到 ， 定 叉 在 有 界 闭 区 域 中 上 的 正 值 
X B IR E f Cn, 殷 为 曲 顶 的 曲 项 柱 舍 的 体积 了 就 是 函数 FC, qo 
RBS cB B 


V= lim Bg nho = [EG odit. 
ki 


ITa Ñ "d 


不 难 证 明 , ER Cn, i) Te ROT BAD RAE AR EE JE ERU Fx, yE 
ROB. » 

ATA- JP RACE f Oe gy)Tk R BSEC RH, 与 定 积分 
REL Je S LACAORI Si PORTS BC. 

Ay AL ER C f Ca 所 在 有 界 半 区域 尽 有 界 ， 分 法 了 将 吾 分 成 "个 
小 闲 区 域 : Ro Ra vu Ra 它 个 的 面积 分 别 基 At 502, 7, A0, BE 
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M, 5 m, Zr BJ BUE FC ae Rs 的 上 确 界 与 下 确 界 ， 则 和 数 


sUP)— S mo, S(T)— 9 M, Ao, 
z - 


分 别称 为 图 数 fa 8) TEE AUT ADNAT 
fCzy 殷 在 有 界 闭 区 玻 吾 的 小 和 与 大 和 的 YERRE 与 58.2 第 一 段 一 元 
ER E (4) 在 闭 区 间 La, 2 的 小 和 与 大 和 的 许 质 完 全 类 似 ， 证 法 相 
同 , 下 处 从 略 ， 

数 Mi m= on WARR Fx, y) f Ri 的 振幅 ， 二 是 ， 有 与 
$8. 22 FR V Sz Ae HUBS 二 重 积 分 存 存 的 必要 充分 条 件 ; 

EEL HE fap ER AAR R 


lim [S(07)-—5(7)]— lim 10, A010. (5) 
aT FIM C. 


WEB] SEE CARR fO, gp) dE B v]BS 设 二 重 积分 是 了 


Ve 0, 670, vT. iTi ó, VP, TCR, A 
2G, NAT, 1 xe 
k=l 
或 Ime 9 fS mAH e, 
Erl 


叉 已 知 小 和 sCP) i AUS (T) 2 BUREBU S I Eon) ^o, 
点 一 1 


B TARH LRR. TÆ 
I—ex;s(T) SST) +e. 


或 SCP) —sCT) = S o, Aa,2e, 
k=1 


Hj lim [S(T)—s(7)]=0, 
l » 313e’ 


充分 性 设 supís(T)) = Ils, inf {S(T)} = P. TON 


sCT) Ios I« S). 
由 已 知 条 件 , S4 [ITI OLOR Jem PLE IR BD, YT, E 
s(D adas T). 


Xp VT,VPG4m)€R, HODACO Eo n)Ao. 有 
kc! 


^ 
sCT) S f(E, n) Ao ELSCP). 
k=l 


由 上 面 两 个 不 等 式 , YT, 有 
] " 


[E Go 08e, | «8CT) — (P). 
再 由 已 知 条 件 , 有 


lim SFE m)Aa, i, 
rn 


MY 


BIGR fn, y) UR RKR RP D 
应 用 定理 1 WESEUES POPE BORD BU 
1S2. FRAR JODE ARAE R ESk, WÜURGEE (x, y) 
ERIH, 
证 明 ”根据 $16.2 Zm ARJO DER Bikik, E 
Ve270,32607 0, YP, Cris p) PsGrs Yo ER: P Pali, 有 


HG gd) — FGs DIES T 


Hop EROR PüSWPeL VT. IT1-6, BHR 2y n AP BODEN, 
Res Ra 根据 $10.2 定理 0, EA f(z 0 de. Río REXCEUIE X 
秆 M, 与 最 小 值 me 即 R, LEEBE m 1305 01), 使 

(9 
。334 。 


i: 


Afi, 


9,7 M,—51,— FG nf neg (E—1,2,:,9). 
有 人 eco R22 


根据 定理 1, 国 数 f(x, ER Ifa, D 

ER? FEA fOnnac dE FRURDCHR RON OR, dg RYE 
在 有 限 条 光滑 曲线 上 , 则 函数 Fn, TE R TR 

VE AB. 

三 ， 二 重 积分 的 性 质 

二 重 积分 具有 与 定 积分 类 似 的 性 质 ， 其 证 法 与 定 积分 的 相应 
性 质 的 证 共 相 同 ， 这 里 只 给 出 二 重 积分 中 全 定理 的 证 明 ， 共 余 性 
质 的 证 明 从 上 略 。 为 了 书写 简 恒 ,有 了 时 将 函数 Fr, 10 DD f. 


定理 4 车 f(z,9) 二 1, 则 f [zz P. p Ex RRE M 


DR 
TS. SURG f ERTH bà AE 则 函数 在 五 也 可 
——————7 
2, H 
UM 


[iae - k f fde. 


HEG EAR fi 5 ERER, MA R fte R 
"I8, H 


| 二 pa = Trao + 


EE? FA% fE R ES RA a, 则 了 在 RUBs 也 可 
TH, 54 B. 与 FCR ZXIE RA ERIS A 


Í | fdo— ji fao fi fic. 


i (fido. 


LI 1 
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EES FAR f RE TOES AIO IS 
Ha, y)xfa(z, 8), 
Wn 
{ffar rao. 


R B 


ERI Gic f ER TR, MA Klf ERER, 且 
fe [ene 
定理 10. (HRE Hi fH RPHPOHR REPE, IUE 


FEES A (£, mER, 使 
[fi ndo fa, m. 


Ah Rd RÜIER. 

证 明 d815$10.25: 28 6, JE R EL AMGAEWIX, AC, y) 与 
B (Gs 2), 国 数 fr, 9) E EP Si A ID SEE IK iM s ER MERE m, B 

fGi,$5)—M 与 fiy) m. 
TR, VG, y) € R7. 
mx.f(x,y) «. M. 
根据 定理 8 与 定理 5 定理 4, 有 
mis: ||, yddo xM 


B 


或 mir, aos. 


根据 $10.2 定理 7( 连 续 函 数 的 介 值 性 )， 至 少 存在 一 点 (# ER, 
REDS EIE Dio, 
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Bn 
[fe niot, mR. 0 


E 


£k cj E 13.1(—) 
1. GEHE Ex X, mS 
[[zyixag, - 


E 


3th ROLI 0 所 8 长 1-，.{ 抽 未: 可 将 每 个 边 m 多 分 ， 将 吾 分 成 到 全 小 


erea me -人 $) 
2. EA: ERU | 
fap z 与 了 都 是 有 埋 数 ， 


lü z 与 ?至少 有 -个 无 更 数 ， 
在 任意 遍 界 闭 区 成 都 不 可 和 . 
8. W ROKI IKILI], VG CR, ZLAR 


K ,= t= 
er =o, zy. 


证 明 ; Ft DERS, E ft, 六 dzdy 一 0. 


R 
4. 证 明定 理 5 ,定理 和, 定理 8 . 
85， 证 明 : ERAI Go ECB SELECTA R tE, B. fn 30 720, 则 
(ff (2, y) dxdg > 0. 
"à 
8。 证 明 ， 活 函数 fn) 5 ge Gua de RB RE RAE, HB giny 
220, I d, ER, fi: 


(ires dsta— Gsm [o ant. 


È Ei 
7. EN: FARSE y? 在 区 域 卫 连续 ， 且 对 任意 有 界 闭 区 域 DC 
都 有 


* 317» 


fires g)dzdy—o, 
B 
WP YD ER fo.) 0. GE 用 反 证 法 . ) 
8. Wurm) Sud fO moa dd SEP IEEE RTA, WERAK 
fg) gQ. ug) ERHET, CHR. 参见 8.3 定 更 4 的 证 骨 ) 


下 * * * 
9. BEER TIERE fm, £0 在 正方 形 区 战 如 可 积 ， 且 在 点 (xo, yo} ED E 
£5, 则 


E el (a, dedg— fins h)» 
Mb G RE RR (zo, 加) EGCD B ed ER, (00 de G HEB, OG US IRURR 

10. HEN: HERRA A Q.D) HIER APO CER RE — SEUE SET ER E 
FG, a) , B 

im ffn 【gs y; dedy = ffr (z, 30 dzdy. 
È R 

四 ， 二 重 积 分 的 计算 

二 芭 积 分 的 定 必 本 各 也 给 出 了 二 重 积 分 的 计算 方法 ， ATH 
算 积 分 和 很 繁杂 ， 按 照 二 重 积分 的 定义 计算 二 恒 积 分 有 很 天 的 局 
限 性 ， 本 段 将 给 坦 计 算 二 重 积 分 经 常 使 用 的 方法 一 一 化 二 重 各 分 
AU V Uk XE THAT UR CRUS UR. 

定理 11. AAE, yp ERR RDazzr«lb, exly«d uf 


8t, IL Vrela DL ERA 16) = | fis, i 如 存在 ， 则 累 次 积分 


|) fe, yay a 也 存在 , E 


J 
toja ` 1] 
[Fea, pyaray = Vi Fer, yay is. 
和 E 
EH REALA, 5] 与 [e, 2008 276 2-9 
人 一 FOR 二 
C= 
. FI = 


REDER T. TE, Aik TAIE ER OR Ran AE 
HEGE 13.2). NIS] ARE 2G 
Roler Re Ye 1 EY EY D 


2—1,2,-,2; £— 1,2, -, m. 


HO Ma-spÜGD), — macintüfG, n). 
Has T 
VEEE it 有 | 
mp (En gm Ma, CE ue 
E. — 3c E Fifi 如 在 [gs-1s fl A, 有 


了 和 
ma Ag uui ; FAC yhdy M Ay, Ayr = nn — i-o 


Trib XH k= I» 2, te, TR PUERUM 有 


m P ey, . . n 
Sms fs dg m Man, 


i1 EJ v 下 一 1 


xe — MU meo nas| Esnie, 
karttan e 
Bp o MaA (0s PM ue 
E-I k=l 


再 将 此 不 等 式 乘 以 Ar, 然后 对 i= 12,…,# 相 加 ,有 


- 319 * 


5 noA, Ay, > 7 3 SIM An Ayn 


$71 =] P-ib-I 


Jes 58 X 9 Zefa PALA 2-1 AE US T rp f s CP) 与 大 和 St)， 即 
s(T) 314 ) As EIT). (8) 
已 条 函数 了 (x, 加 在 五 可 积 ,根据 定理 1, 有 
lim S(T)= lim s(T) -ye y) dedy, 


zu 


ARERO lim JEDA [|F ied, 


即 firn [roam PL feda. a 
DE E Ls HE PUTEM Caec c espe TRA, H 
Victo, 4), iB G0 — | He, Putt, RUBRA 
MROPE 
也 存在 , 且 je pew Fire ona. 


为 了 书写 方便 ， 将 果 次 积分 | P 


"ti-&4 


f(z, dr | "ET 


Cb rosa. 


推论 FAR e GEL o, P TRTTR, 函数 P Gn) fELe, 四 可 积 , 则 
RRAR e (2) V GOTEPIABTE IE Raced escyscd ier 4, H. 


[oca et =f poir | pods. 
E 


证 明 将 国 数 00) 与 y SUBE DGA, "ETHER A 
= 320 * 


可 积 . 根据 练 习题 13. 1( 一 ) 第 8 Rl, SEBUR p v OD TE R Wr 
Ti, 根据 定理 11,78 


[oc va y= (ac oco oat 


=f pla) KO ]e- foco vc. 0 


例 1。 求 二 重 积 分 Mr Gre HHR Ked; Ixus]. 


Cz 二 


E ”被 积 国 数 一 一 一 goy ERES, SÉ 


Gr y 


| 各 := 由 | 三 各 yx (关于 4 积分 ,y iO 
-| (73- 73) 7 "5 E 
9. GUORELARUSEER, DUE EAR MOa 0 
«ysca], 其 顶 是 定义 在 好 上 的 曲面 ze, g ERR. 
解 已 知 遇 顶 柱 体 的 体积 了 是 二 重 积分 
v-[[enaa. 


R 


HEt, 有 
(je re etn rn 


1 pr 


ü 1 [+ 
EN 二 gti 


p o € 
例 3， 者 国 数 f(o)dEL a, b T YE EAE S ERES, 则 


Uo üzdylz(b—a)*, 


其 中 Blasad azlysb]. 


AU 1) (e**-—1). 


* 35215 


证 明 ”函数 f(z) Bria, BIRAM, 闲 正方 形 域 召 关于 
直线 y= 二 x 对 称 ( 如 图 13.3) ,有 


Iper TEACA 
Fo” tt 
Ho) L. (T6 | o 
M Ire id un EcL 
f(x) f? D =f T --: 
=f} FE 7 aleam n 
R E 
—(b—a)'. 
n 
" 
dl n 
M qax) ^l. 
LA 
VAACEL 
al- + 
zi l 
> 二 | 
图 13.3 图 14.4 


3EXB12. VLHOSLHDONRR XH Wi AXR ii ye) 5 
g= pla), Srb, H plp), ARA E =a 5 rb f 
围 成 (如 图 13.0. WRR fa, y) TE R R[BA, B Vee[a, b), ERA 


NEC 


存在 , 则 累 次 积分 
ers 
EFE, E 


D Ya2-0,8- 0,8 atia 或 TEE s, 
， a 


+ 322. 


[f . "b eatr) 
Mes p) dz dy = | «| fy. 


证 明 "TT Wü P[axrmb; cf 和 内 (如 图 
13. 4)， 有 
esce, Co) s oC), ax. 


JE PI RETE BR P isst SCIBLERL C 
Fry), | (x, EER, 
* — 
Po p io (Gr, y) P— R. 


根据 定理 HBR PC DEP SEA, BABERE 11, 有 
[rt neto - Fa rto nom. 
由 新 函数 (的 定义 ,有 
上 Fe aste =| pé n. o 
Va€[ a, b], 有 


Leno (v, i0 dy 
=| G Pa V res " Uc] 
[ofr 
于 是 , 由 (7) 式 ,有 | 

ics wa pe [os nar. 0 


定理 12 HB, 求 如 图 13. 4 Bro SR. 上 的 二 重 积分 , 可 化 成 先 
对 多 后 对 zx 的 黑 次 积分 .安置 积分 限 的 方 活 如 下 :首先 将 吾 投 影 
$i cf E, 得 闲 区 间 [e b] EELE 2 上 任 取 一 点 x, RT yR 
4, ER A y ARSH ei GI ga GO. 然后 在 投影 区 间 [e 5] 
ERF e 积分 


a 323* 


Au, VUA K RRE A 9 AR XEIR i ER x v1G0 5 
T—456(3),cs:9xd, H. iG)» G0, AREER y— 0 5 yd Bi 
围 成 (如 图 13. 50. AAR fm, iD 
在 是 可 积 , H.Vg€ Le, d, ETAT 


NIC ida 存在, 则 黑 次 积分 


[e| fand 


*at 


也 存在 , 且 
[epia | fosa 图 13.5 


如 果 区 域 五 不 是 图 13.4 与 图 13.5 的 形状 ， 可 将 它 分 成 有 限 
AAE 13. 4 和 如 图 13.5 的 区 域 , 分 别 求 每 个 区 域 上 的-. 重 积分 ， 
然后 再 相 加 ， 

例 4， 求 四 个 平面 zs 一 1zs0g=0 z=0 所 围 成 的 四 
面体 的 体积 (如 图 13. 6). 


图 13.8 


解 ” 四 面体 在 sg 平面 的 投影 是 直线 z—0, y= 二 0 与 x 十 ¥ 二 1 
MEHRA AEK R .1 面 是 定 尽 在 召 上 的 平面 :一 1 一 4 一 也 
„324a 


I= [f[a—s—)4cd. 


R 
先 对 y RoHs mA, (ASGÉXEEIDES TAE, f 
AIELLO, 11. TEL 0,1] EER- A e, 2E T y H2), 3E R AL RS 
限 由 = 到 $=1 一 ?然后 在 投影 区 间 [0, 1] EXE z 积分, HE 
[la-s-naar= [as] a này 
i | 
bu ur g*.|1, ifr! 24. 1 
-ffa ea d 7], a 2) d. 
dex a P5 EDS y 识 分 ,类似 更 有 
f[a-«—029- | e| ane - 


È 
LE MEC ESTEE f(x, 在 由 直线 y—a,z—b,y-—z(a«b) 
所 转 成 的 三 角形 医 域 总 ( 如 图 13. 7) E 23, 则 


Jes tes trm Par] fos ds. 
WB des y 积分 后 对 “积分 ,有 
[[ peo Jas fosa. 


Jt z BUG y 积分 ,有 


z^ 
"= 


^ 3255 


. (oo; 
(fe gardy= | dy! fr, Dw. 
"E a G = 


bo pe ^ bO 
[el tepas] dd fG, ids. 
rre 
£6. 求 二 重 积分 [[ordedy, 其 中 也 是 由 直线 z 一 2 一 > 和 
D 


DMR zy 二 1 所 图 成 (如 图 13. 8). 

解 ” 先 对 y 积 分 ,后 对 4 积分 ,将 吃 投影 在 4 轴 上 ,得 六 区 间 
[1,21 Vaet1, 2), 3 y Fd, EDI a 的 积分 限 是 y= 过 到 
y 一 4; 然后 在 投影 区 加 [1,2] 上 关于 x 积分, 即 


| 伟 aey= [eme f (a?— z) da = 9. 
D T 


WERE a BiU. MAy Ro. BS Dy qw IRHOOR 
起 出 一 个 解析 式 给 田 , 而 是 由 两 个 解析 式 ey — 1809 — z 给 出 的 ,所 
以 必须 将 图 13. 8 所 示 的 区 域 马 分 成 两 个 区 域 (PR5) 与 (PR@), 分 
别 在 上 其 上 并 二 重 积分 ,然后 再 相 加 , 即 


Ia- IF nas [E 
[stets fj ssdedye (| Zpdedy 


D SCPRQD (PERS) 
610 pap a s 
=; dy ; -dr -| dj. dr- 
-1 Bt 1 gg 4 
z ri 


例 7， 将 一 重 积分 [| fes, Didy 化 为 按 不 同 积分 次 语 的 黑 


次 积分 ， 其 中 加 是 由 上 上 半圆 局 y—2/2ar—2* , Hitik y = Zar 
(3 宇 0) 和 直线 z= ela 0) BpPE, Ans] 13. 9. 
E Odo yio e BUS, 


23255 


(fe pts IR fona. 


zat- 


EY eA, BAIRD 首先 将 区 域 下 分 成 三 个 小 区 域 A, 
B,C, 其 次 分 别 在 每 个 小 区 域 上 将 二 重 积分 化 为 于 次 积分 BD 


Tft dedy 


en y)dzdy+ pe id y) dedy 


Fi 


" ùa 
paf fone 


在 例 6 与 便 7 中 , CORRA ARRERA E y PR SI 
积分 比较 简单 , 先 对 积分 ,后 对 8 积分 比较 复杂 ， 但 也 有 与 此 相 
反 的 情况 ， 因 此 ， 用 村 次 积分 求 二 重 积 分 要 注意 选取 简便 易 算 的 
积分 次 序 . 

五 、 二 重 积 分 的 换 元 

求 二 重 积 分 , BP ACEEBUS DC OBS 38 P a £X EC TRE es 仅仅 将 
二 重 积分 化 为 黑 次 积分 并 不 能 达到 简化 计算 的 目的 . 但 是 , 常常 经 
过 一 个 适当 的 换 元 或 变换 可 将 给 定 的 积分 区 域 变换 为 简单 的 区 
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域 , 如 和 矩形 域 . 贺 域 或 部 分 贺 域 等 等 , 从 而 简化 了 重 积分 的 计算 . 
R1. FAA f, DEA RNE RER, 函数 组 
t=e(u, o), gy—yQGnv) ， (8) 
将 ww 平面 上 区 域 R' 一 对 一 地 变换 为 zy PH EER R. HLER CAR 
(8) 在 RY 上 六 与 对 5 存在 连续 篇 导数 ,YY (x,v)ER', 有 


fa y) .二 
S(u,v) ^ 0, 


wor ndzdy- ibas e), y, DJJ v) dudo. (9) 


证 明 用 任意 分 法 了 将 区 域 尼 分 成 % 个 小 区 域 ; Ri, Bo oon, 
En 设 其 面积 分 别 是 Ac Aon Ac 于 是 ,在 中 上 有 对 应 的 分 
LETT RUSSE n oO RS, BL, Ra 设 其 面积 分 
别 是 ^c, Ao ,, Aon. 根据 §11, 2. 5 38 3, V(u, v) C RS, 有 


Ao, AP Ael —iJ(u, v) | Aot. 
lu, v 


Yl ne)ER,, 在 R; 对 应 瞧 一 一 点 (Xuy B.) , 而 
$,— T (0, Pi), Ne= gy (0s, Pr). 
TR. 


» ETA NAT DOTE es Bir) EACT B.) J | J Gs Bi) | Agi. 
k=l B=1 


(10 

Bd S11.12E 8H 3 的 推论 , 国 数组 (8) 在 有 界 闭 区 域 刀 上 存在 

RAR u—u(c, 3), v— vlr, y), JE BEER iB fe R — $SOEÀ, 所 
HAITI BAIT I0. XECIORURIRCITI 00,8 


je g) dadg —- [Hee »),9(u,v)]1 Cu, o) ded». D 


me x (51) 一 t>o, 02-0) y= OR 


. 378 


NEDCXR Fs ERA R. 
解 CARR E BER GEBUSS fü, E =1) 


m 
, R 
Wut. fof E a aoao) y= uo). 


ATAR ey 平面 上 的 区 域 召 变换 为 uv 平面 上 的 区 域 R, R 
JE dax u^ — v d uv 所 装 成 的 区 域 { 如 图 13. 10). 


由 (9) 式 ,有 


B- [|a TOES 


did -f duj LET a 


^p 
图 13.10 | 阴 13.11 
例 9， 求 两 条 抛物 线 六 二 mz 与 y^ — nx 和 两 条 直线 二 ox 与 
y Bax PEE RR DX BR i E. RO mn, 0cza-z gn 13. 11). 
E 已 知 区域 吕 的 面积 


R= [aray. 


E 
s 329 * 


* y? xA E A A Ln L EET 
m umts 3X ERE E 平面 了 的 区 域 召 变换 为 


L 
uo W ERATE R, e Eh Ai uc m, usn A esa, v—B Br 
REHE, 


ACTE 1 ——— 1 | 
aluo) GG) | g oyj 
Ja, | a la 
-4 L 
roc | 
-= (5) -u 
y c y EP 
出 {9) 式 , 有 
B. č alr 4) | [f | [x 
R= [je [TS to f aof as 
E 
nm [sp Gr mna 
2 "m Go B? 
常用 的 二 重 狠 分 变换 是 极 坐 标 变换 .变换 公式 是 
X-—rcosQ, y—rsing, (11) 


"EXE re 平面 土 的 区 自如 变换 为 ry Sh DD P. 如 区 域 吾 起 
UA i P Pest EA a 为 半径 的 图 威 25 ba tma, WUBESE Esse ER C11) 的 
Hrg RAHE R [oxra Opa] un 
13. 12). 


图 13.12 
* 530 9 


(和 -Z eop  —rsinp| — 

ising resp] ` 

HO, A 

[ris dady = {|F Crcosp, rsing)rärdg. (12) 
» 


A 


ik Erp Pii h, H r— 0 mVect0, 2x], AKED Lo, 即 


极 坐标 变换 (21 将 9 辆 上 的 线段 [0，2z] 变 换 为 xy 平面 上 的 原点 
(0, 0)， 不 满足 完 吾 13 中 的 一 对 一 的 条 件 ， 为 此 讨论 闭 区 域 Rh, 
=Lp<r<s0<9<2w 一 eJ, 其 中 p 与 都 是 充分 小 的 正 数 (如 图 
13.13). V(r, PER o S297 0, Heise CL R. t 
一 二 变换 为 P, Clg 13. 13). 于 是 ,由 (9) 式 ,有 


| f, dedu = 


PP. 
A, 


RE 


[| fircosg, rsin p)rdrdg 


a 


^ p-»0, £0, 上 式 的 和 极限 就 是 412) 式 ， 


图 13.13 


上 述 事实 说 明 ; 如 果 了 2 的 在 R 中 个 别 点 或 在 某 些 线 段 上 


UO, AACO RM. 
£19. :K DA R R: r? ty sca? AR REAME 
~. Ji» 


=e 全 的 得 预 杆 作 的 体积， 
解 已 知 曲 顶 柱 体 的 体积 
V = Ife t D dydy, 


TERR t te= ToosQ,yg--rsinq. TARR x? 4 y? una? 
45 REER R'LOstrsca; par], H. 


aT) y 
alr, pl ` 


由 公式 (12), 有 
y= je dg - [erst Zn m UT 


i 
(| 
$9011. RRP rdg? z'sa? 被 加 柱 面 z? 二 yr 一 qz 所 截 
得 的 那 部 分 立体 的 体积 .. 
解 如 图 13, 14， 所 截 得 的 那 部 分 立体 关于 ay 平面 对 称 ， 也 
关于 zz 平面 对 称 . 于 是 所 涂 得 的 好 部 分 立体 的 体积 FF H5 — MR 
那 部 分 曲 疯 柱 体 的 体积 的 四 倍 , 即 


= afle"), 


v= a| [aay dey, 
Hh R ERN ety =ar CER y — CH yD E ne D os g 
(Ani 13, 14). 
TEAR Se b e H r= reosg, y=rsinp, EC B ib Fr iik 


坐标 方 程 是 v—acosp, xL HALO), 
” ,一 -~ D Home w ———— 
v4 Ve ay = def afat — r rdr 
E ü 
332 


£812. RO EL £X (i? y?) * — 2a? (a? — y?) 所 围 成 区 域 的 
面积 . . 
E PREE E—rcosp,y—rsing. ARARE 
程 是 
r? 一 202c0s20. 
双 纽 线 关 于 * 轴 与 # 轴 都 对 称 . T JE, X LER BE BUR DC ARR. Bo Pa 
下 是 第 一 象限 内 那 部 分 区 域 面 积 的 四 倍 ( 如 图 13, 15), 第 一 象限 的 


BARRE Lra eop, 0 之 所 了 .由 公式 (12), 有 
4 


B= f [dray =4 j do [7^ 7 "nas 
E . 


1 
= 4g" | eos2gdqo = 2a*. 


一 般 来 说 , 求 二 重 积分 , 当 被 积 国 数 含有 "xz? 十 所" 或 围 成 积分 
区 域 的 边界 曲线 方程 含有 “十 后 "时 ,可 孝 虑 使 用 地 坐标 变换 . 
六 ，、 曲 面 的 面积 
RAEN iud S, 它 的 参数 方程 是 
13334 


t= yago), zaal vh (uve B, — (13) 
关中 下 是 uv EWA Eod Pe DI. EBR rge, v), y(n 0), 
zu, v) pfi f SP ATE R iti, HABE 

Ry Wa EN 
las y^. " 
frt 2, MA dicum (S aea Bb IBI. 

曲面 态 的 向 晤 形式 是 

r-—Yr(u,r)-—zr(u,v)i--y(w,9)3 -z(u, ok, (u, ER. 

在 wv PRE, 3PdrshERHUSTCXEUNURUEER um 与 vv, 
(i—1,2,-5,n; j—1,2,-,m) KRAAS ERES. Eia S 
上 与 这 两 族 直 线 分 别 对 应 着 两 族 xz 曲线 和 v-dhik, nel 13. 16. 


部 一 中 (全 区) 
| v) 


BD 13.16 


BIRER USt uuu; v—0, V= t AREER 
Mk ABOD 是 Riu 4 Mi Stati Avjm vate VA Ro 的 
面积 是 Au, Avn 

设 在 曲面 态 上 与 小 矩形 区 域 ABCD zt Erih ihi He A B OD 
是 Si HN 

Bí AQ, 04) XE PE RAS 

A'DxGun, 7), gn, 090, 2065, 00 ], 

点 BO uu, IEEE EAS 
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B'Uz(u; 1, 9) g Cisis vla ZU scis 092], 
点 CO 对 应 点 是 
ED ZOE Vja) s 
E DOGS, 0; ONES AE 
DEE Cis vig Gs Visi) y z OG, 05) T. 

"CFünne4 gd BD S. R EEKi Ro 的 面积 之 
间 的 关系 : 

根据 微分 中 值 定理 ,与 点 AC, vP BC cus, v) AEE AIA) Ri 

mE rln v) —r(u v), PARISH AQ v) Ds, vi) At 
Ergo EE X rn, 0,4) raso) 有 
T; 1, 9) — r (24, vj) 
= [gC uiris v9) —-z(,v9 cg 1. v) -9 (0) 1j 
T DG, v) — zn, vi) Ik 

exl (u,, v4) Aud 3- qs Cus, vj) Aus j e e Qu, v) Au R 

=r} (Hp 0) Au. 
fe 28 Tt, 9,4) T Gii v o rf Qu, 0) Aog. 

EAE L3 o EE (058 7 E Vt 9 E08] [EL n 25 y BUE ADT Au vy 
BABEZ h, TRAA A ri Gn, ?7) A 与 To Oh, ev; 分 
别 是 在 曲面 访 上 点 出 关于 二 曲线 (曲线 A'D) e- fihi Ex AB) 
的 切 向 量 , 如 图 18. 16. 因此 , 这 两 个 启 量 所 确定 的 平面 与 昌 而 & 在 
点 出 REI Ha mago, BIER reo v) Au; E ry (n, v0 ^o 
pr eg ag E fT VL Bua PA Pr RA D E E Si; "面积 ”的 近似 
(e, BH 

S,, 的 “面积 Iri Gn oui x ri On, DA 


, e prO v) Xx ri Gi v) LABAD. 


TE, EET priu vo x ruu, c) Luv, 应 读 是 曲面 含 的 


DE 
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WR o AMEE. 
定义 ” 设 有 在 有 界 闭 区 域 主 的 光滑 曲面 S: 
T(u,v) —z(u,v)i o g(u,v) J-Fz(u,v)R, | (u, o) ER. 
车 上 述 和 数 存 在 极限 , E 


iTUI?0,- 


— lim 2." res v) X riu, v) | Au ^v; 


N rix rp dudv, 


Wi Sio XE E ELS 3 PEEL P do — [rix nil dudo fk Atim S Imt 
fcc. 
由 外 积 公式 加 ,有 
Irixrs| =N Tr 


| E= wr Lg? | yl? Lz " 


Zu 


G=r =s Pty ts 
P= ry To uty d Jule aër 
E,G, F 称 为 向 而 的 高 斯 系数 , 有 
Irixri-—-EG—F?, 
于 是 ,参数 方程 (13) og CIE AD S 的 面积 
o - [| B0 F duir (14) 


R 

其 中 do /EG—Fdudo 是 面积 微 元 ，(14) 式 是 曲面 5 的 面积 
AX. 

HEET IL, Je hm rok arf. 

dr GO i s Ae SUE RWD RS ERG s mr y) 
du bx ex 7; B ' 

=r, Y= azoz(xm,y), (x,y)ED, 

D lexbl:—[el*:5|*—(a5)*, 

.3i65* 


有 有 Eni, G-1-cz, 而 一 zh。 
面积 微 元 7 
do -A/EG—FHdzdg-A/l zc zjdaxdy. 
TE, IC a — 2 Cx, 30 RERA HIE S RO TELA 


o- |] iE FF izdy, (5) 
D 


$)13. REBA a 的 球面 的 面积 , 
E 在 直角 坐标 系 中 ， 取 妹 心 在 原点 半 答 为 “的 球面 方程 
rtty 十 22 一 ol- 
此 球面 关于 三 个 坐标 面 者 对称， 球面 的 面积 0 是 球面 在 第 一 卦 限 
部 分 面积 的 8 人， 球面 在 第 一 在 限 部 分 的 方程 是 
zza—z2£—y, 
定义 域 召 是 项 L^ a? 的 四 分 之 一 (如 图 13.17). 由 公式 (15)， 
球面 的 面积 


28 | [v 1327-2) dady, 
`'R 


其 中 


B] 13.17 


= 337» 


drdy 3 a r 
o 835 a 二 =se| do |h Je r drD 
R 
— Ama | vac zs daran, 


球 心 在 原 扎 半径 为 4 的 球面 的 套数 方 积 尽 
=asinpeosd, y=usingpsing, z-—uacosq, 
其 由 R[Oscésc 2a 0c), Bid 13.18, 有 
E—x-Lyj)-4z-a siu 
G-z]-y?- Tz a. 


F= rtp E ile oe Os 


图 13.18 


由 公式 (14), 球 面 的 面积 


a= || EG ipao 


n 


Q a ERRAR OE E R 
+ 538 = 


=a |" daf” singpdg — dra", 


pilt. RERE Hyt — a* 上 被 柱 面 at-Rg!—ax —0 B 
SCR hm S iris Bl Cni 13. 14). 


g 
af c acosqr 
R . 
AN 
9| ü E 


Bo 13.19 


SU hE SAX er Fh rz PRK ME S OaE e 
EAR ARR, AARRE E 
y= iy, i 
定义 域 有 是 半圆 域 , ety Lan H y SE 13. 19). 


zi Z zi TY = 
=i e g P Je 


公式 (15), ii 5 Ber p 


- , dody 
T= TES lc-zjo-bzydrdy— || 
R 


EREEREER, r—reosp,grsing. 区 域 RNAASER 


r=acosp( 0<q< 和 要) 与 p=0. 


R 


-ae |'a- sinq)dgq:--2a* (s —2). 
9 


.339 


"8 习 13. 1(—) 
L 求 下 列 二 重 积分 ; 


a2 [[ Gott am dzy, A[Ox:xzsz1; Oxzgal]. 


r X. H 
(2) [jsin G+ ddy, R[ocecosca 


(3) f| ern entrsas, Raal; yA. 


2， 将 二 重 职 分 【f(z, pdea bA RIF GEI FoU y Ah y T 


Ha ARR HP R ZEE E: 
a) L oO,0, {2,1}, (—2, 1) X mom foe Eg, 


(2) z'4- gx. (3) xt tuy 
3， 措 绘 下 列 积分 区 域 , 并 改变 累 次 积分 的 次 序 ; 
(1) pest fe. pdy. (2) f ap $77 fü, y) dy. 


ONE LUE f Gp dy. 


4. 求 下 列 积分 : 
1) [ as [ eray, €) ("ay Sas, 
«0  "r RE T 
GER: BOE RP Enk) 
S. PIRE E R Ego RIEN EB 
O) f, 3) = ryt, R xg —1,rg—2,49—c tj y Az ER UR. 
(2) fi) EVE RE PETE ab. 
6. ROE Punt £e SUR [X A RH: " 
(D EB] (nrbe? (mro bytel, gba b EDO. 
(2) g!—Z2pr, gy*—2qgsz, a)j—R2rg,  x!—2sy, OSPA rs. 
7，、 证 明 下 列 等 式 : 


co [fatida]! fdu, R la] rb te 
"i -1 


UF-* 
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ze 
PSU 


* 
(2) f[fGpdstg nz fiw, RÆ ay=1, ry 2, az, gi 
; . 


MER. | 
8 Wr 一 | etd. 


《1) 证 明 , Po - | e ended, 
E 


Xm Ree rgrEr, 一 ?yr 
(2) 3 D 与 分 别 是 正方 形 区 域 召 的 内 切 圆 域 与 外 接 圈 域 , 则 
I e7 8 dadgez P (v) < (i e- €" dzdy, 
bi 


Di 


G) 求 二 重 积分 je- anny 与 [ee mesey. IO, 


(4) MH; Him F2 a, N 


^ 


[ emu x L euo 


一 加 


8， 求 下 列 曲 面 的 面积 : F 
(1) RH st pztmat 与 yr eto ot 所 围 成 立体 的 家 全 种- NUM 
KE T. 一 


g= (a-J-beos y) sinf, y= (a-Fboosq) cos, | z—bsing, 
Ox;ps2m, «xm, Obca. 
* + * + 
I0。 求 下 列 二 重 积分 : . n 


CO fetglardy, 站 一 和 zi -ieys 
rj 

(2) MES (z+ ldrdy, 8 [Darin Oxlyslm]. | 
"E 


《3) {Itt yldrdy, RIO Oye. 
J 


1l RAK FED EXTERE Cscgsc1], H Vy€[0, 1], 


v 是 无 型 数 ， 
M" 
FENS] rmm. 


ER (G) fie, p iE RI HB, 
VN 


(2) 黑 次 各 分 1 dal resto 存在 . 


(332 ERs KERE y uH ARTE, 
12. JE: 车 各 和 人 为 正 整数 ， 且 其 中 诗 少 有 一 个 是 奇数 , 则 
(| rdzdy=0. (00 


FEES LEE 


13， 设 函数 fos PER F CO = [Pis dzty, Yo Ree 
EM 
F'(t). 
14. WEB): BARI, D ERED aca b AR, V (a, MER, 


4 Rasla xxx, a ys], RII 


aeag V feo Daray=f (a, B). 
prt 


$13.2. 三 重 积 分 

一 ， 三 重 积分 概念 

三 重 积分 不 仅 是 二 重 积分 的 推广 ， 也 是 解决 其 些 实际 问题 所 
必需 ， 例 如 ,计算 物体 的 质量 等 ， 

设 三 给 空间 有 可 求 体 税 的 有 界 物体 了 @@， 如 果 体 了 上 每 一 点 
P(z,9, 2 的 密度 是 三 元 函数 pfe 9 22, REF 的 质量 ， 

LES 43 73 n 272 

Fis Fapte, V,. 

IARR A T. BUE Ve EBRE AVe 在 小 体 Ve EER — 
点 Pal Er neo Gede AR Pr EEE o Cr Teo ED 近似 代 杰 小 剑 F 
上 每 一 点 的 密度 , M olo 1o COAV, 应 是 小 体 Ve 质量 的 近似 什 
(k=1,2, e,n). 于 是 , RE 


Solis 73, 6:0 AV, 
k-i 
Q PARRA S idea n RER. 
* 342. | 


NIRPEViitüogplu. Ar T Ny 4gMÉS PLE IAKCRÉ- 
||, Bii 
- [T -gmaxid(V ,d€V,), dV a 
FR, (EV KIHE m dU 
m= lim Dolën Res 6) AV,. D 
k=l 


ITIUL— 


下 面 抽象 地 讨论 (1) 式 的 极限 ,就 有 三 重 积分 的 定义 : 

RETARA f(z, 9 z) EATUR AEX. Hat T iV 
4x e n Auk: Vn Fons Vus 设 它们 的 体积 分 别 是 AF ,AV,,…， 
AV, 在 小 体 V, 上 任 取 一 成 PLUS 04 6) e= 1, 2, a, n) fERH 


" 
S CE, n, ED AVe (2) 
E-l 


称 为 三 元 钞 数 fO. s. 2 在 体 下 的 积分 和 ， 

A IT i 2 max (4(V,), EF a) perra (V, . 

XX BECAR fg, 9 CAAA VTE. ERIT] 
说 0 Bf, ERR fer, y, DOETE V BIRSTE ER J OR J 
与 分 法 了 了 无关, 出 与 点 Ps 的 取 法 无 其)， 即 


lim M f, 7x, AV. J, f 


Tib g 


则 称 函 数 f Ce gr, c EET frs yo 2 在 体 亚 的 三 重 
积分 , 表 为 
(icon oar X VirGs y, dztydz, 
, F 
其 中 体 F 称 为 积分 区 域 ,了 Cx,y,z) 称 为 被 积 函 数 , dV. 或 dzdydz 称 


Q AERVIBIEXELECRRS EIS HI supl P—9][ P, QCV3, BrOG I V Bg 
直径 , 表 为 QUO. Bim, 长方体 的 直径 是 它 的 射 对 出 哉 之 长 . - 


= 343 


为 体积 微 元 . 

根据 三 重 积 分 定义 ,个 难看 独 , 如 果 三 维 空间 中 物体 六 上 每 点 
P(z,y,z) 的 密 庶 是 三 元 国 数 o2, ,2), WüfE V oL RE m dE — E 
Pr, Hi 


^" 


m= lim 210 74, 6) AV, = MEC yg. z)dvdgdz, 


MIO Zl 


关于 三 重 积 分 的 存在 性 及 其 性 质 ， 读 者 可 仿照 二 重 积分 的 存 
在 性 及 其 性 质 一 一 号 出 , 并 可 用 相同 的 方法 予以 证 明 ， 
特别 是 , 若 Yey 2) V, fn, gy 3) 持 1， 则 三 重 积 分 


MEE 


下 
就 是 体 『 的 体积 ， 
二 、 三 重 积 分 的 计算 
求 三 重 积分 的 方法 是 将 三 重 积分 化 成 一 次 定 积 分 与 一 次 二 重 
积分 ， 从 而 又 进一步 可 将 三 重 积分 化 成 三 次 定 积分 ， 在 一 定 条 件 
于， 三 重 积分 可 化 成 三 次 定 积分 的 证 明 与 二 重 黎 分 可 化 成 二 次 定 
积分 的 证 潜入 同 ， 从 了 略 ， 这 里 只 给 出 求 三 重 积 分 安置 积分 限 的 
方法 . 
设 体 广 是 由 上 ,下 两 个 曲面 及 母线 平行 轴 的 柱 面 所 图 成 (如 
图 13.20)， 体 了 在 光平 面 上 的 投影 是 区 域 T. LADA 
分 别 是 上 的 连续 育 数 ; 
z=z (æ, y) i z=zalz, y). 
没 区 域 到 在 > 轴 上 的 投影 是 区 间 [a, 5]. 围 成 区 RREH T, 上 两 条 
曲线 分 别 是 区 间 [a,5] 上 的 连续 函数 : 
=p) 与 y= pt). 


ERR f(x, y, 2) 在 体 VF 上 的 三 重 积分 可 化 成 三 次 定 积 分 , Bn 
.a 344. 


* LITE] Agr Fi 
Tires " zjdadydz= | as KI Gs dz (3) 
a RENT a 


Za H 


或 “用 fr, v0)drdydz= {ardy | fe, d. 
在 (3) 式 中 Ht podz RRA, ER EHAZE, 


Xj 积分 .在 体 下 内 ，z 的 变化 由 mix, 30 3] zly EEE 
V 内 沿 平行 于 # 轴 的 线段 上 的 积分 ， 其 次 ， 当 cla 1 暂时 固定 


时 ,对 gy 积分 , 即 ]" 9| Fa nadz 在 体内 (或 在 投影 区 


HR WD, y 的 变化 由 B12) 到 pL), 这 是 在 体 下 内 究 成 了 体 下 与 
ib x 且 垂直 于 zx 轴 的 平面 截 口 区 域 上 的 积分 ， 最 后 , e 积分 ， 


m'as | Ka 2)dz, 在 体内 (或 在 投影 区 域 且 内 )， 


LIT] m. 


x 的 变化 由 # 到 5 完成 了 在 体 六 上 的 积分 (如 图 13. 20). 
ny) 


图 13.20 HE 13.21 
Bil. SOGET 20,5:0,2—0 与 “十 # 十 z=1 MERAN 
体 的 体积 ( 见 8 13.1 B1 D. 
WE 已 知 四 面体 的 体积 工 是 三 重 积分 


I= MES 
F 


*. J45- 


JOB EV EFK z—0, y—0, e—0 ety te=1 WER nE 
13. 21). 

如 果 先 对 = 作 积 分 ,将 体 下 投影 到 ey EBE BEKR E 
直线 x-—0,y)—0,:2--y- 1 BIER SEIS — EXER, EDD LITER 
A D, TEREF A, z eie z—03]z2—1—z—gy. Ey 
积分 , 将 区 域 卫 投影 到 z 辆 上 是 区间 [0 1]. 245 z€[0,1], AKR 
五 内 ,# 的 变化 由 ?= 一 0 到 3=1 一 2 最 后 对 积分、 显然 ,zx 的 变 
f£. 039 1, Hil 


1- || |dedydz= [asf af” "dz 
E lo Jo 0 


1] 


l-zr Iy ELE 
一 def (1—r— y)dy = | (i-o) dr 
P, E B .0 


lsaravas, 


苇 中 体 世 是 上 上 半 本 球体 ， 天 十 所 -十 5<, am0Cmp 13.22). 
MES AniBIoE s 积分 , 将 体 F 投 影 到 zy 平面 上 ,投影 区 域 吕 是 
REDE P ec «1. YE[XBR D ELEC iR Go, 30, EEV P3, z 的 变 


化 由 z=0 到 ze [1-5 1. 其 次 对 9 BUS DOR D EGRE 
轴 上 是 区 间 [ 一 o， 四 ， 当 zcF 一 ww al, ERDA, y 的 变化 由 
y= VP- 到 y= ， 最 后 对 o 积分 , 显然 ,z 的 变 


——Ó€ 


ft — «a 38 o, Bp 


EN EE TUER EA 
Ji] [sàzdgaz— | ez| ay| züz 
-a -Èva zc 
ENT ETT 
c? F p ( T S 
= z i—-——$- 
21-4 bog 1 i 5: d 


- ue MN (a* — z*) *dz T abe. 


三 、 SERNA 

对 各 种 积分 来 说 ， 换 元 是 简化 积分 计算 的 一 种 重要 方法 . 关 
于 三 重 积分 的 换 元 (或 变换 ) 公式 可 仿照 二 重 积分 换 元 公式 写 出 
来 , 并 可 用 同样 的 方法 予以 证 明 ， 本 段 只 给 出 三 重 积分 换 元 公式 ， 


D 因为 桶 加 区 域 关 于 x Bones. 被 积 国 数 又 是 关于 pio PUE, 所 以 


es -B-f 


注意 , 如 果 积分 区 域 关于 x 辆 对 称 , 而 被 积 — 1 1M TESRER 
. 347. 


证 明 从 赂 ， 
EHE ffz, y, #) 在 有 界 闭 体 y 连续, 则 三 重 积分 
[fin z)dadydz 


[4 
TEXTE. KARHE 
(=e, n, w), 
y= Yu v, w), (4) 
l- z(u,v,w), 
在 wow SAV AE. Eie P FARBE: 
1) HERE el v, w), yi, v, w), 2C, v, w) BUB Boa BUE V" 
连续 ; 
2) VP'(u, v, w)€V', 畏 数 组 (4) 的 男 数 行列 式 不 是 0, 即 
Q(z, y, z) 
9(u, v, w) | p 
3) BRAU 将 uw 空间 中 的 体 六 一 一 对 应 地 变换 为 zyz 
空间 中 的 体 也 


7-0; 


WU — 38 UT US SCA X 
Free y, aezaaaa 
F 
= MEEO ew) yiu, vw) ziu, v, w) | gma dudvdiw. 
u — aY 
(5) 
例 3， 求 六 个 平面 
azdb,ydez—ih, (m b, € 
dax + bay + caz — E ha A= |a; b; c,|750, 
tar + by c4z— Eha da bs Cal 


MEDRE SE T2: HV. 的 体积 ， 其 中 a, biu cu t 都 是 常数 ,是 P 
20(i—1,2,3). 
» 348 * 


解 ”已 知 平行 六 面体 『 的 体积 了 是 三 重 积分 


I= 上 ae yz. 


L 


证 u= +b y+ 有 位 一 十 六， 
V= dd Bey Cray v= t Äg 
w= taz + 5,9 + C32. [tp — uu. 
TE, zyz 室 间 中 的 平行 六 面体 变 成 totp 空间 中 的 长 方 体 : 
—h, xush, —hvmh, Cg 
再 函数 行列 式 的 性 项 ,有 
J(t,y,z) _ . 1 - - 1 
2(u,v,uw) 23(u,v,w) À' 
alz, y, 2) 
HAAG 有 
_ 21 [ff 
I= | [are T | eaviw 
1. ^ ETT ha 8 . 
= ur]. nb m am pete 
在 三 重 积分 的 模 元 中 有 两 个 最 常用 的 变换 ; 
1， 柱 而 坐标 变换 . 
ba z-rcosQ, 
g—rsiug, e 
z=, 


E ogra to, 0 所 9 所 2xX， 一 oO 过 zx 达 十 中， 称 为 柱 首 举 标 (如 
Bi 13- 23》。 构 成 桩 面 坐 标 章 三 族 坐 标 面 : 7 一 常数 ， 蚌 以 # 轴 为 
中 心 轴 的 圆柱 面 ;p= 常数 ,是 以 z 轴 为 边缘 的 半 平 面 ; z= 二 常数 ， 
是 平行 于 ry 坐标 面 的 平面 。 


。349 。 


cosp —rsing 0 

Ilary | ala 

Dr pa lsinp roop =r, 
| 0 0 1| 一 

有 1|| (eas)azagaz 
E 
= [[ftreose, rsing, z]räripdz, (7) 
E 


其 中 体 V' 是 体 了 在 福 面 坐标 变换 (6) FBDH BE rez 空间 中 的 
fk. 
一 般 来 说 , 当 围 成 体 F 的 曲面 的 函数 或 被 积 函 数 含有 “十 
— HÀ J 
Re Hyt tr "时 ,可 考 虚 使 用 柱 面 坐标 变换 (6). 
~ 


e M Cr, 9, 2) 
| 


Iz 


图 73.23 13.24 
Ai 求 三 重 积分 
MEA 
v 


Jb V iiy ERT a* — V? tz — 42220) REFERAT z a 
—52 所 国 成 (如 图 13. 24). 
解围 成 体 7 的 上 .下 曲面 分 别 是 
VI i asg tg). 
— 
* 550 * 


这 两 个 曲面 的 交 线 ( 联 立 方程 组 的 解 )， 8 二 1, 72? 十 总 二 3， 即 平面 
z=1 bý M ety = FE, [EV Ey 平面 上 的 投 影 是 圆 域 
rz 十 拉 委 3。 作 柱 面 坐标 变换 , 设 


=r cop, 


y =r sinp, ID. Er 
Z= 
曲面 方程 和 国富 十 护 =3 方程 分 别 是 
am ATP, at 及 ros 


TE, S Eas A- n, oxra 3，0<wr 扫 2r， 由 公式 (7), 有 


| | {sarayas 一 f E NL B zrdz-—- 13.. 
E 中 un 1 4 
F 


T 
3 


BIS. RAHAT r +y —az(27-0), 柱 面 x* 十 六 二 2az 与 平 
面 :一 0 RAEV B HR 

WO EVE PELAR E E Raty 2a HEE 
- 坐标 变换 , 设 = 
&-—TcosQ, 


yrsing, 


z—Z. 


i 
于 是 ， ox, taraa cop, -5 so <5 体 玉 的 体积 
~ 


r= |f ferayiz= [^to (um rr 人 | 
d 


.n0 -0 
r* pi 


t 20coíw FE 2 至 2 apose 
=2| def rar| dz= ` | de | ridr 
. in 让 


. 3515 


ik rz-rsingceosÓ, 
pes psing, (8) 


z-rCOsqQ, 


Erst np co 0g pcr, 0<0<24, 称 为 球面 坐标 (如 图 13. 25). 
构成 球面 坐标 的 三 组 生 系 面 :7 一 常数 ， 是 以 原点 为 心 的 球面 ; p= 
常数 ,是 以 原点 为 项 点 以 = 加 为 中 心 锅 的 图 锥 面 ; 9 一 常数 ,是 以 = 
轴 为 边缘 的 半 平面 ， 注 意 ， 角 多 是 以 = MARE OM 的 天 角 . 


, [singeos A peospeosh —r3ingsing 
I singsin ð  rcospsinÜ — rsing cos 
cosp —rsing 0 
=r" sing. 
HA Spar, 所 以 |7* sinp|=r sinp. f 
jl, y,z)dzdydz 


J 
F 


=| | [fr singzcosQ, rsin sin, rcosq ]:7* singdrdqd0, (8) 


T 


其 中 体 V 是 体 了 在 球面 坐标 变换 (5) 下 所 对 应 的 ?88 空间 中 的 
体 . 

一 般 来 说 , MERET oh iE ES CE UE PUER DUI 十 护 十 
z* ”或 “x 十 天"， 可 慷 虚 使 用 球面 坐标 变换 。 特别 是 , 当 体 了 是 以 
原点 为 心 以 a 为 半径 的 妹 体 :2 at tnt ca BETREUER 
最 为 简 恒 由 球面 坐标 变换 48, 有 

z* +y tzt =r sin’ peost O+ sin? sin? g++ cosp) — v*. 
FP Rir ey tasa EREE TERA rpt 空间 
的 长 方 体 : 

Oxcrzza, OSI tapar, 

. 3525 


Mix, 9,2 


^ 
E ul (, 9, 8) 
| 
I 
| 
t 
l 


z ^d 
BH 13.25 
例 8， 求 三 重 积分 
life: 4g! 42? Madydz, 


F 

Eher isis e ty z^ t5 CHEER 2^ y a — R'Gz 
0) 所 图 成 (如 图 13. 26). 

P AP t—mTsingcosB, 


y—rsingsin, GUT 2) 


a(r, p, 0) 


一 sing 
Z-—-Tcosm. 
IE Emi 5s EFIR ETE ER IB A bcp 069 75 £823 EAE 
pL 与 rc. 
于 是 , 体 玉 经 过 球面 坐标 变换 对 应 的 体 是 


orse, 0s ps—., IE EETA 
———ÓBÁ— ——— € 


由 公 趟 (9), 有 有 


2z i 8 
Horror | d | do | r^ r'singdr 
HN o Joe a , 


. 35>» 


BT. RRR HGE 的 体积 
A PES SIRTTA Nt, M 


r=ar sin peos ô, 
alr, y, z) = abcr? sing. 


y=br sin psing, Hr, p, 8) 


£-—eorcosq. 
PREV E SC ER n Abe Mie POSESECE rpl 空间 的 长 方 体 : 
Ox-rzxll,ü0x;qr,0z0z.2-. 


WARG BORIET, HELLE ci 的 体积 


I= | asaya = f 'ae| tw | aber sin pdr 


4 
= tben. 
四 、 简 单 应 用 


1， 物 体 的 重心 坐 称 

M THES IBID n RET AE mio ms, me 的 质点 组 , 它们 
的 坐标 分 别 是 (1 60, Gono£0, s Gono G0. BRI 
知 , 这 个 质点 组 的 重心 是 n i), 其 航标 分 别 是 


^" n 
i 

216m inm, Tim, 
m P-1 . i=l 

s, 9 一， 和 一 
La n n 

> n SIm > n 

ici i-i 1-1 


Ju RC, n — 2 n B S A AHAT ER o Gn gy, 2) 的 密度 是 
ERAR p(x,y,z)， 将 体 六 任意 分 成 个 小 体 ; V, aes Vu 
RRA T. ME V. 的 体积 表 为 AV,， 在 小 体 F; 上 任意 取 一 点 
P (onoo). 于 是 ,小 体 F; 的 质量 可 近似 天 为 

DG, T, 0 AV,. 
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将 体 玉 近似 地 看 作 是 由 2 个 质点 组 成 . 于是, EV Bai (o, B, y) 
的 坐标 分 别 近 似 地 是 


人 > EPE COAV, 


Qu " 


EM (Ei, 50M, 


i-1 


Dn (Ein DAV; 
i- 


p= , 
P3 (Es n5 COM, 


Dp lEn nio DAV; 
了 一 了 


Y=- 
220Go 75, 6: AV, 


a UT |-0 时 ,它们 都 存在 极限 , 即 

[í[zoc. y, z)dv Hl yo(z,gy,z)dv 
d, i 

life (z, y, 2) do life (z, y, z)do 


Mee: y zidy 


- ffe y,z)dv 


5 


如 果 体 下 是 均 包 的， Bp gj: E EE r pG,y, 2) 是 常数 ， 不 妨 设 
p(G, gy, 2) m 1, fk V EREL WIPE V 3a Ca, B, ) 上 坐标 分 别 是 
a= F if fev, g= 3 Ibm y= jew (10) 


F 
. 355. 


HE RERA (2, gy 2) m 1893595] LERE V; at tg? 
te se 的 重心 ， 

解 ” 央 为 均匀 半球 体 对 yz 与 zz 坐标 面 都 对 称 ， 所 以 在 公式 
(00), a 8—0. 下面 求 7?. 设 了 是 半径 为 a 的 平 球体 积 ,已 知 } 


ILES axe [| [ze 作 杜 面 坐标 变换 , 设 


TP gqg—mrsinq, 名 一 各 ， 


7 PI ra air 
有 NES do | rår UU sd ra, 
2 Ur E f; 4 


于 是 ， 均匀 上 半球 的 重心 是 ( 0， 0, Ša). 


2， 物 体 的 转动 惯量 9、 

TEES BE n 个 质量 分 别 是 mo ma sm, 的 质点 组 ,它们 
Ko ^E da EE Cb mo CO. (o ms 52) Came «XA L 
mAEAL— ER I 旋转， 设 这 * MAARE D ERD EUR 
d, di, d... 由 力学 知 ， 质点 组 对 直线 1 的 转动 惯量 


J= Dan, f 


TREE. LB E v hy S8, z SRI, "PEE 34 
9 办 ,= SB FERE Jus Se Ja 分别 是 


J,— 之 (jt 十 ) ms, J,— 之， (6? -£2)m;, 


J,— DIE tnt me 
1-1 


设 三 维 空间 中 有 和 界 闭 体 PF 于 任意 一 点 Gn gs e) 的 密度 是 连续 
» 356 。 


EE o (n, y. 2), REX m f y Eh s 加 的 转动 惯量 . 

ÈRES UE ERDARA. Ey ETERC— m (ng. 
在 “该 点 上 的 体积 ”是 do (IDR (m, y, z) BERRIE, HAARE 
EE oC, y, 2) dv. 法 虑 到 c fl f E^ m. CERES VAR 
到 zw HARIR ERE (X) 08009 gy. dV. TREYV LER- 
BG gk, AERA T e BhA PED ATER V p "ESRB (OH 
三 重 积 分 ) ELE TEV xpo dne SUD EC Jus BI 

7-=| | Tz p, y, z)dv. 


RBE EV XE p Unos 加 的 转动 惯 最 J.5 J.2 NE 
Z,— Hlc +a plr, yz) a 
与 L2 We 4^3 olz, [E z)dv. 
£89. RREAN p (2, y, 22 51 的 均匀 球体 V; Hy b xm 
A TTE eut. 
解 I.E A AA RET XOPI4 anb s ig y xu 
是 


= 用 er T z* dv, ^- [le c aj)dv, 


Jte. 


F 


ELA ERHEXT ABRERIEDAIPER, AREATA ERME 
数 , 所 以 Jum ,= da i J—J.—J,—J. 
sr - [face T3 +z dv 


Y 


或 J= S| [Hy nmm. 
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必 球 面 坐 标 变换 ,有 
u 2 PE T. 1 8 
D dg| sin vap | ridr —1g^ 


8 
HN J= = ,二 
Jy J: g7 


i$ 51 ER 13.2 
1。 求 下 列 三 重 积分 : 
(D) djryzfdzdyde, 共 中 是 晶 面 z 二 sy SEE ymo em 1,20 所 
"M 
AAR, 
(3) 和 [zyzaxayaz， 其 中 


F 


入 一 To， e)|zt—g'-c zzi, 0, y0, 20}.. 


其 中 下 EEM x4ycLz—1,2—0,9-—0,z2-—0 


{4) afa pdt gs, Epy EAE ryper yal RR. 


2， 和 将 下 剂 三 重 积 分 按 不 同 的 次 序 安置 积分 阮 ; 
D Een ejt Feuo dz, 
e» f Ca ap 


3. 用 适当 的 变换 求 下 到 三 重 积分 : 


CD ||] (十 的 dadyiz, K'bV dh rhy =z 与 平面 z=2 Bi 
L4 


1 
=m. fü, y. z} dz, 
FRETE] 


HR, 
(2) 下 js 二 下 于 drdydz, 3p V ERE y— or F 2-0, 
L4 
- z=, y= BpEDGE(G—0). 
= 358 。 


(3) TATE TE earn Xo V ti a Sl 


(4) HW tty dedgdz, Hh V ahi =v bry 与 < 一 


Va CL (b-a7- 0) K "E ji # 一 0 所 图 成 ， 
4. 求 下 到 曲面 所 用 成 体 的 体积 : 
(1) —zy, Fr 2 一 中 


(2) z= +y, z=2 (x? y», y—z,y-z. 

(3) zp yta mat, xi] yi--zf— BT, tg zi(z28D) 0 

(4) 十 时 十 83)? 十 (az 3-5, 3-00? Tr (asz By Css) * — Ài*, 其 中 
hr, 


t ü G 


A- #0. 


Gg Ga Ce 


m, ba es 
5. RFA i m St ERR (0935 474 E OE o (2, gy. D=) B9 o HE: 
z 


2 2 2 
(1) Ar p Tie zZ-c (e50) 


(2) asr? Egi, z= Gen, [z12- Eg] — 1. 


6， 求 下 列 曲面 所 力 成 的 均匀 驳 体 ( 设 o, y Om DXT 3 轴 的 转动 
fits: 
(1) z=, [au|-4]g|—1, z=0. ' 
(2) appz, tyez (00). 
* * * * 

7. EH: 

Pa du rouet a a- D*f COGI. 

r / 
&. R= [rotprrraentytz 其 中 V: eger, fX 


nf REA SE, RP" Ct). 
9. RAR fir. m EEV: ty tzl E Vy rpg tatir 
(Q«rED. 求 极限 ` 
.359* 


iml | HW (r, T, z) drdgdz. 


10. 3t FU di Br — 

O) (tyta eat Gp 2n. 
ECT ee) 一 到 Q0). 
11. 求 二 重 积分 


| ff 2 
| | gd (—a) 9 
Er ERA rty, H o1. (提示: 用 球 面 坐标 蔡 换 ) 
12. ET: EISE F(t, y, 2) jE & f$, Mi 
(fet by tez) drdydz = | f (o) dudodw, 


其 中 下; atq] emt! V"lowtpRsü—asixl; 下 二 Va? 十 可 十 ce?. (提示 : 设 

" b Msn 
am ap bg a, UE EOM E i22 E' m= T’ LE poU PET 
E w Eb, [Eo 0, uw, ELI SER. Viu-- amy az,v-—izdmg-cnmc, 


xim 一 pua 0052 
wu bmgd ns, ORBUERERR, w-bvura Ebr Ss 


一 士 1( 正 交 变 摘 )) 
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第 十 四 章 ”曲线 积分 与 由 面积 分 


814.1 Hi £k £12 
一 ， 第 一 型 曲线 积分 


y 
首先 讨论 物质 出 线 的 质量 . 
MEE y 平面 上 有 一 条 可 求 长 Be a 
的 曲线 CC 加 图 14. D, 已 知 曲 线 o fa 


A 
CEA ID REUS o C, y), 5, Bm 


求 曲线 C 的 质量 . i Z 
在 井 线 只 上 依次 任 取 一 组 点 E uni 
A= dos Ais A, T, A, A= B, 

表 为 分 法 全 ， 它 们 将 曲线 C a a AoE: 

A A A i 

ApA,, ETT tty Ag 1 dus tt, An -1Às. 

Peu 
WAS e Ab- LAS ERAS, 在 其 上 任 取 一 点 POL, T). 以 
BP E SE RED (Ee 10) 近似 代替 第 个 小 弧 届 -ds 上 每 一 点 的 线 
dE. TUR, pas mo Ass 应 是 第 t MVNA ARER 
k=l, 2, i, T. 它们 前 利 | Bp i 
Tie. 01) As, 
应 是 盟 战 恕 质量 的 近似 值 ， 设 4(2) RHET Na 4X ES 
最 大 者 ，4(T) B Dolon) As, 越 接近 于 曲线 C 的 质量 . 于 
k=] 


是 , 曲线 CQ SLE m re 


361-5 


a 
m= lim. 六 PE ne) A8, 
k=l 


LLT 


抽 去 上 式 的 物理 意义 就 得 到 第 一 型 曲 饿 积分 . 
RITAR fn, y) 在 zy 平面 上 一 条 可 求 长 曲线 CC ALB) 0 
上 有 定义 、 几 任意 分 法 了 将 曲线 C UR A AR; 
dAn dd rm Anido rp A, 44 — B. 


. -— 
YE IX ERA M XE As, As t, AS EIE AL A, 上 任 取 一 
点 Pr (Ses 7), k=l, 2, tt R, FN 


P= TUM. 73) AS, ` (D 
. 此 二 


称 为 二 元 函数 PG, 4) TE HR £X C CA, B) ARAH. 

Ar ACT) = max(As., Àss, tt, ^s. 

EX ROTAR FO D ERRER C, DHEN # 
2 ACT)-0 p, TERR fir) Ee CCA, B) 的 积分 和 (了 DD 存 
在 极限 T, HU 
lim P,— dim Efesas, 


ACP) = 
则 称 了 是 函数 Fe iD EM C 的 第 一 型 曲线 积分 , 表 为 
Ifs fG, g)ds, 
其 中 ds ARCA ACC. 
不 难看 到 , 在 zy 平面 上 一 条 物质 曲线 CCL PD, EC E AM 
B Go D IER RORS o), MARAS C 的 质量 名 是 第 一 型 曲 
线 积分 ， 即 


D ”下 夯 所 讨论 的 此 组 都 是 光滑 的 或 名 民 光 滑 的 ， 当 热 是 可 求 长 的 .不 再 重 述 - 
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m= lim. So Gi mobs m], o Gs ds. 
祖 据 第 -型 曲线 积分 定义 ,不 准 证 胃 , 第 一 型 曲线 积分 有 下 述 
性 质 ( 仅 列举 其 中 四 个 性 质 ); 
1, NEN fe, pds-| ,fs, 9)ds, 
即 第 一 型 曲线 积分 与 曲线 C 的 方向 ( 击 4 EB sic B8 LA) 无 关 . 
事实 上 , 在 和 数 Puh A ZK As 与 曲线 C 的 方向 无 关 . 


2. f, Cf pD Egg) Ms 
一 | FG, iDdsal gr, g) ds. 
| OCA, BY | oa, By 


3. kfG,pdsck[ || fé ds, Rer e ERR. 


faan 


fæ ds=| ,feast| fås. 


J CAF) 


4. 


定理 1， 者 曲线 C(4, B :z—o(D,y—y (D, as 有 .是 光滑 
的 , 即 e CO, v' CO fECa, 由 连续 ， 且 不 同时 为 0， 函数 Fr, y) fE 
C 连续 , 则 函数 f(z DTE CCA, 5) 存 在 第 一 型 曲线 积分 , 且 


| » f (n g)ds 5ce«n, POI PIE y?) dt. 
(2) 


证 明 给 区 间 [a, 让 任意 分 法 T， 分 点 依次 是 a 二 <<t 
= 第 5 个 小 区 间 Lts-v tj 对 应 曲线 口上 第 个 小 琵 


~ ` 
Arid 设 共 长 是 As， 由 $8.5 弧 长 公式 与 定 积分 中 值 定理 ， 有 
As.=| Ne) T yw?) dim pr) ry AL 


其 中 At, trte- uvm El-u G1] ETERCT P3 页 ;在 


曲线 C EIRA PLE Ok PO] Ed 
. 363- 


如 一 之 FL) PA JAS 
i=l 


= PN POA] vp a ay Gp Aie (D 


m 
UIXEBPSGUBm Rnc,8EmET[6. 5). BER- ZWF. A 
IER des 23 


nO DIFE), y Gui eu) 十 $705) 
Bl 


UH Swat (4) 
k=l 
其 中 
o= SEPO i Q2 Gg" C) d: $9" Cr) 

— qu) V7). 

CO X SEC HS — CRUCE SE ERR 
fteG) v OS p O) T v" 0) 

EKAL Alma i Ape H 


lim $fLeGQ. Pn VPP p Gn At. 


P20 ran 
- [itecto yO e T HOL 


FALEM lm 2 At 一 人 
1 


iuam k= 


事实 上 ,已 知 东 数 Cea), 9 (OMEKA [w PARES A 
"EXELo, ATHA HR o p CD) Ey * GO REP a A ER, JA 
Ti — $E, ap 

3M 0, Vit€[o, F1, H IEP, PONOJ EM. 

Xo Vem0,3670,A:8,«—Ó((iv,—5,1] «7H 
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I e? C) r9 Cu) ve Ou) T? Gm «e. 
ER TEE (T) <å bh E 


n 


SETA [<$ itero 


k-1i 


"de" iu) à C — V e?) r9? mA At] 


«Me AGI M(B— 3), 


&E-1 


Bp lim 全 GD 有 下 一 n. 


24 ACT) 0 Wr, H ECD)-00. Bg OD, H ACT) 0 Br, 了, 存 
在 报 限 , 即 函数 fn, YE UBER C ETERRA RA, E 


doas Tone 


=f JEP (Jg UTET Gy dt. D 


(2) AURA RHMERU URL T EBRU - 已 就 是 计算 第 - HI 
曲线 积分 的 公式 . 

WEE, HRÉECCA, B) ERFA 3 一 yai H y CoE 
La, 5 Ji Sl], (2) 式 是 


M , FU ds fto DIVIT p GJ dr. (5) 


- 例 1. 求 1=| xyas， Hc Cir=acost, g-—bsint, Ox 


f xz= 一 csinz ， y'—bcos£. 
MT Ey" Va sin*i T5 eos? t, 


Q "nik Cis—eGD,y—s DERA REDLIEBI; (OI) 0«—9 A (0) 0, 
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由 公式 520)， 有 


E 
r= 'acostbsint Vir sin LE? cos! Lt 
ĝ 


3 
= 多 | sin2 fa 21— EL pity, 


设 z—cos2i,dz— —2sin20dt 或 sin2tdt = — 3 dz, 有 


[.J83 cl b—w nC zdz 


3 
ab 2 ACELEA 


Ipod 2 | 2 m 
_ aba -- ab - b* 
..8 atb ^ 


例 2， X1— Ly Fy ds, Hh C È EJA rp =ar. 
M 如 图 14.2. C-CirOC. 


Ciy =s agr. 
一 一 人 QT 一 人 
u u—2x 
y oa 


一 "ü 
= dr————-—-ü. 
ds pr gd jaro: 
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由 公式 (5), 有 
=Í zi ryds-| vappi +|, Asi Hg ES 


a" . it 
=| vz 十 Car— nr a^ 
+ [| MT Ts ga dz 
"o qax dz 
=2| Baro € = —— 
一 de a 24 a —2a*. 
设 三 维 空间 有 一 条 可 求 长 的 曲线 CCA, BD). ERG Cn, y 2) TE 
HACHE. GREN {二 维 空间 ) 第 一 型 曲 线 积分 定义 给 
出 函数 f(z, gr. cO TES FL C 上 的 第 一 型 曲线 积分 


| f(z, 9, 2ds (8) 
CCA, B3 


的 定义 ,其 中 ds 是 空间 曲线 C NE). 
若 三 维 空 间 光 滑 曲线 OQ 的 参数 方程 是 
gkr(). y=yt), c—z(0), Siss, 
则 三 维 空间 第 一 型 曲线 积分 46) 可 化 成 定 积分 , 有 公 


| f, y, 2)ds 
Cus. B) 


—[ FleC#), y(t), 2(t) J Fy Tar) dt, (7) 
Hpv r G) Fy Gte )dt SR Ru £x C. id eoi o, Ba 
ds-—/z' ty (E) rz) di 
—A/[z'CtOdt y [y (dt + eat 
= da J dy Fdz". 
85. IRCE z^ )ds, 其 中 C ERRER: 
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z-üc0s2, go—asiné, =bt, Ositzr. 
B a'——asiné, g'—acost, z'=b. 


dg — A a p uidi aat. bidt. 


" pta 
上 二 ys) d= A (a* T b? E Yaa a p di 


二 、 第 二 型 曲线 积分 

首先 寺 论 旋 场 作 功 问题 ， 我 们 知道 , 瞧 质 点 在 常 力 碧 (天 小 与 
方向 都 不 变 ) 的 作用 下 沿 直 线 运 动 , 位移 是 下 向 线段 ), 则 常 力 FF 
MEDDW E F 与 的 内 积 ， 即 

W=F.1=|F|.|i|cest, 
其 中 6 是 下 与 1 之 间 的 类 角 

设 有 一 质点 在 平面 力 场 下 = 
(PG, i), Qi) 的 作用 下 ， 灌 
光滑 的 有 向 曲线 C 由 点 4 到 点 马 
求 力 场 于 所 作 的 功 ( 如 图 14. 3), 图 14.3 

用 任意 分 法 将 曲线 C 分 成 4 个 有 向 的 小 殊 : 

Adis Aidos Anilo 其 中 A4, ALB. 

设 的 坐标 是 (zw 如)， 将 第 个 有 向 的 小 天 Aerde B A 
AAs Rik 久 _ ids 在 z 与 # 轴 上 的 投影 分 别 是 太一 441 与 
Vk — YR RH 


一 -一 人 > 
4 一 (一 和 一 -一 (zh Ay). 

A 
在 第 个 小 弛 Aid, 上 任 取 一 点 EQCE 02). TERR EL 83 CJ Thi 
HE 

PE, = P CEs Ne), O Er 0,2). 

— MM. 

DR E. BARER E kebi AeA 上 每 一 点 的 向 ES T 
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E, AR Fen) ALaA, RH dE is F 的 作用 下 , 沿 第 
e—T 00. 
k A" rdi Z1; H., 点 Ar- 1 到 点 | Ade FTE TD 304 (B. 它们 的 各 


一 一 一 
> Pe (E, h) * Ak 1AE 
k=l 


应 是 质点 在 访 场 如 的 作用 下 ， 沿 申 线 如 由 点 ASA BOHEIDM 
的 近似 所， 当 ACTORRop. MEIRE ERR T. CPGE, 24 Ao M, 
有 

W= dim , EPEn) AA 14 


电 内 积 公式 , 有 


一 -一 一 
F,(£, m)A, As = CP(£,, m2, QC, m0 (CA, Ay 
P, Ne) Are t Oln 7.) Agi, 


Rp W= lim EPEn mm) den t QC, 0) An 


AUma 


= lim ÈP Ennan, lim , 106» mm) ye (8) 


ACTAE 
抽 去 (8) 式 的 物理 塌 义 就 得 到 第 二 型 向 线 积分 。 
认 平 面 上 有 光滑 有 向 曲线 CCA, B), TERR Fr, y) dE VR ZR 
O LAEN MERD i 工 ,将 曲线 避 UAE 8TH RIA: 
AS UU. o 
Aid, Aidat An-1Ans 其 中 Ao — A, Ån= B. 
M — 
WE k AA ALB A ALTE x 4855 y SLERSEERE DEBES 
{ 带 有 符号 ?分 别 是 Az, E Ag, ER k E ALIA: 上 任 取 一 点 
E.(£,,0). PERI 
PST mx, 与 Siés 132 À ge. (9) 
rem 


k=l 
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分 别称 为 二 元 留 数 f Cn, IO TER ER C (A, B) 基于 m 与 的 积分 和 ， 
令 AUD —max(Ass Ass s As). (AE BEIE A 
的 长 ) 
定义 、 设 二 元 函数 f(x, 引 在 有 向 光滑 曲线 CCA, B) 有 定义 . 
若 当 4(T)->0 IW, CEAR f(x; p Eh C CA, BEF n CAD 的 
积分 和 (外 存在 极限 Jo GJ), Hl 
lim Gs noa, t3 lim Xs noA = T , 
k- 


AUCTI AO Cnm 


称 nem f(x, da(g f C, pantei C(A, B) 的 第 二 型 
曲线 积分 , 表 为 


Las fx, pda CNN fe, ndy} 
ir C) 式 不 难看 到 , AEREN U F — U^ Gs y), OC, 102 f 
作用 下 , 沿 光滑 的 有 向 曲线 C 由 点 AL A. B, 力 场 下 所 作 的 功 玉 是 
PG y)dz 5 Qla, y)dy 在 曲线 C(4, B). 的 第 二 型 盟 线 积分 之 和 
BI 


x 
il 


lim IP, nDAnA. lim par 


ALF k=l 


1l 


han Pe nde f Ody 

CCA BY CE ESTES] 

通常 上 式 简 写 为 

w=] | Pl, Wdz+ QG pdy. (10) 


DIETE: 
HA KRS, dr 与 8 分 别 是 弧 长 微分 zs 在 x* 轴 与 # 轴 上 
的 投影 ， 弧 长 微分 ds 的 方向 就 是 烛 线 C CA, B) 的 方向 , WIE TA] 
BH ds 二 (dx,2y)， 于 是 , 功 扩 可 写成 向 量 形 式 的 积分 
w=| F(z, 9) -ds. (il) 


CUA BY 
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注 第 二 型 曲线 积分 与 曲线 CC4, B) 的 方向 有 关 ， 因 为 Ar 
5 Ap PIÈR k AABAA AtA A tr TEILT 
的 投影 , 当 改 变 曲 线 0 的 方向 时 ,Azx 与 Ag. 要 改变 符号 ， 所 以 第 
二 型 曲线 积分 也 要 改变 符号 , 即 


| fe Daz=—| —— fs dz 
v Cid, BY - ČR, 4) 


5 | 
«Cid: 


定理 MRAR fey) 在 有 向 光滑 曲线 C(4,B): a= 
a), gg (0), acts B ess B, 4[x(@),y(a)], BLz(B), 1 (8), 
则 f(x, ydr 5 f(x, y)dy YE C(A, B). it 25 — Hb EBORE, 
H | 


fo Day= 一 | Fo ndr. 


| Cid, BY 


Fo, pdr= [ ftsco, go jz dl, (12) 


Fa, pdy= | fta) vC oot. (13) 


证 明 ”只 给 出 等 式 (12) 的 证 明 , HETERO). 

Ax La, 8] 任 意 分 法 了， 分 点 是 aote La e= 
p. B k EEC o GERBER C LE kA A 74， 在 
[5 otl LERA Tre 在 第 k 个 小 强 Apis L 有 对 应 的 点 
E,CE,, nz), 寺中 &,—r(T4), Nem y (r4). FTE, 


—— 


Us TG, n), c SM, ne) (x4 — 3,1) 
&-t k=l 


= DSL), gir rA altea) 


kl 


E" 


=De gr) 人 arca 
此 一 | ` 


I 


= Eelere), y Cru) je (2)dt. (14) 


b=" tt 
习 一 方面 ,{123) 式 等 号 右 端 可 改写 为 
- 'ftzco seo) coat 


-> y FEz(#), gC4) Js (15) 
— 


cu 一 了 一 xf {Eele ydf), y Tede. 


REUT), I 在 闭 区 闻 [&, 81:5, 所 以 它 在 [La, 2] 
EEs, HI Vec-0, 46220, VT:Il(T)«06, VIC[t, , t], k= 
1,2,-^,n, 有 

IfCxCr D. gir) fx. g 001 eu. 
又 因为 z(t) 在 闭 区 间 [&, 60 连续 ， 所 以 a' COO dELDo, B] 有 蜡 ， 即 
3M>0, vtE[oa Bj, 有 
Iz'(6) | M. 
于 是 , 当 LOT) CÓ 时 ,有 


-TB MftsGosg)01— ft), 4002 iz G) dt 
E-01"RG 


«eM d MO ae, 


katei 
从 而 lim o, 7, 即 
ICT) ] 
f. f(r, Dis f fT), Oe dt. 0 


D ngisik, 
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FERA mh CCA, B) 897; EE 
y-y(x), dtp 
Aj s, (2) ], B[ b, y(b)j, 而 PAESE AEA bes, 则 


NEC ids [ fts, y (2) Mz. 
EtA: B) a 


BIA. X | gart ady, 
Hh hik O E EERE r= acos, y= sint, WERA A. 
RE dac ——asintdi, dy=bcostdt, 由 公式 (12) 与 (13) 有 
| gar 2?dy 
0 


a 
=| [5?sin*t(—asint) 4-a?cos?t .boost dt 


"I ù 
=—a | sin?tdi tes | cos?" £dt — ab. 


#5. k I= | 2zydz + wrdy, 


其 中 曲线 CoD NDUED E yor 2) 抛物 线 y= 3) 立方 抛 
物 线 y= 2^, SEXE HR RECO, 0) 到 点 (1 1). 
解 1) WELLER y= r, dy—dz, 
] 1 1 
I- [ 2xgdr- ray=| Zade -t | gdr =f 3z'dr= 1. 
M p 自 9 
2) i HEU y= a", dy —2zdz,H 
1— | 2ryde + ady = [ 225 de + [ 224a [| Ax? day — 1, 
-ec -0 .0 0 
3) dori dui 9 二 ,dy 二 32*dx, 有 
i= | 2zydz--z*dy— [ 2x'dr-- f 3z'dz =f 5z'dr—l. 
"E A g 0 
B6. 3k J 二 | oyda-- (y—2)dg, 
-C 
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EPRA C 5) 54g, 并 有 与 俩 5 相间 的 始点 与 终点 ， 
E 1) 让 直线 zy=z， dy=dr, 


J= | zxgdzrd-(r—z)dy-— [adra 
2c -Ņ 
2) iAy y—z', dy—22dz,"H 


: a 
J=| ydet (r—2)dg- | (32* — 229) dz =. 
-E 1n 12 


9) ia B aui y= at, dy 二 3x dr, 有 
— “oe 


Jp [eie e [ (3a*--a* - 2 da — a. | 
例 7 有 质量 为 六 S RSS TER JS FERRE E ERES d C i £X 
O HA ARAB RED F 所 作 的 荔 , 如 图 14. 4. 


(x(a), y (a)) 


x m"; (D. (D) 

PH 144 

和 解 ” 设 平面 曲线 C 的 参数 方程 是 
z—i(D. gu ex 


A[z(00,9(090], BLx(8),9CB)]. Ln F-— (0,mp). FÉ, JI 
所 作 的 功 


w=| F-ds= Í (0, mg) (dz, d f d 
Cobain | E 7 p) Cid BD rd 


=f moy (dt = meta — 9021. 
二 一 一 一 一 一 


EPRI, AMAA 4 移动 到 点 B, 重 为 了 所 作 的 功 只 与 4 
与 的 位 置 有 关 ， 而 与 曲线 CC 无 关 ， 这 是 重力 场 的 一 个 重要 物理 
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TETE, 

A ES — BUS SI, 当 始 点 与 终点 相同 , 沿 着 不 同 的 曲线 、 有 的 
曲线 积分 相等 (如 例 5 fg fj 7 ); 有 的 曲线 积分 不 相 翅 ( 如 例 6)》). 那 
人 么 在 什么 条 件 之 下 , 当 始 点 与 终点 取 定 时 , LIBUS 4 BER G9 REX 
TKE 后 面 我 们 将 讨论 这 个 问题 . 

设 三 维 空间 有 有 向 区 请 曲线 CCA, B), ERR Cr, y, z) YE BB EX, 
2 上 有 定义 ， 可 仿照 平面 (二 维 空间 ?第 二 型 曲线 积分 定 广 ， 给 出 
fe, y, z)da(fCo, y, z)dy 5j f(x, y, adz) degit, C(A, 下 的 第 二 型 

曲线 积分 
l : NE f(s,g,x)da 


(| fandis 与 | fins 2)dz), 
X da(dy 5 dz) CR AKA is des VI LP NT. 
投影 . 
lei, CCA, B) 改 变 方向 时 ,有 
| f(z, y, z)dz— -| fia, y, z)dz. ' 


不 难 写 出 ， 向 量 场 F= (P(z, y, 2),Q(z, g,z), R(x, y. DEE 
f] TCR ilie O(A, 8) 的 第 二 型 曲线 积分 是 


| F.ds 
Ccd B» 


=| Pix, y, 2 dr Oz, y, z)dyt RCs, y, odz, (18) 


其 中 ds = (dz, dy, dz). 
如 果 三 维 空间 的 有 向 光滑 曲线 CCA, B) 是 参数 方程 
z—zg(0), g-—gJ(D, z—z(0), aste. 
ihag 8 x RE C 上 由 点 4 到 点 B, WZA — HH 
线 积 分 可 化 成 定 积分 , 有 公式 
<375> 


faan On dem f Fa u, at) 


{flay ody | FLY, 20038 (04. — (07) 


1. D FIzC), g G), e )]e' hdt 
(58 8. 
其 中 曲线 Gd r:—cosí,y—sinf£,z—i4, Ogidan, JA:—O £f 


解 ” 由 公式 (17) 有 
| ce+y+a)dz= f. (cos£ + sint -- E) ( —sint)dt 


7 — eost sin tdt —{ sinteat 一 fs sin£dt— — 2n. 
[1 0 . t 2 


三 、 第 一 型 曲线 积分 与 第 二 型 曲线 积分 的 关系 
在 三 维 空 间 中 , BF EUR. ds ErdEAS Be 38 LRM dr, 
dy, 4z 有 密切 联系 , 央 此 两 类 曲线 积分 可 以 互相 转换 ， 
设 三 维 空间 有 有 向 光滑 曲线 CCA4,B), HON 5 为 参 教 ,曲线 
的 参数 方程 是 
xz—z(s), y=y(8), z-—z(s). (KEL 
LEO By. AEs), 40), 200], Bx) y (0, 2001. E 
有 曲线 CE 和 任 取 一 点 (3, yaz) (Ruf 14.5). CAE C 的 场 线 


GT 的 切 向 量 是 4， P, E ARRA ds 是 


ds:=dzx:+ay t dz*. 


dr 2 dy 2 | (dz 2 
2) uc ' E) =L 
e—a 


又 有 
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更 


图 14.5 
qq, 92,09, 9 就 是 曲线 C 在 点 G 的 切线 97 d H p 设 


a, B, v 分 别 表 切 线 GT 与 x 辆 ,3# filz mE 2:48, 6 的 方 河 
余弦 是 cosa, cos B, cos y, Hil 


dz dy de 
gT 0050 gs 7t g7 
或 dr=cosads, dy=cosfds, dz=cosyds, (18) 


由 (18) 式 , 可 将 第 二 型 山 线 积分 (15) 化 为 第 一 型 曲线 积分 , 即 
|  Pdz+Qdy+ Rz 


(Pcosa 4-Qcos B -- ficos yds. (19) 


m Bi 


注 OP,Q,H,o,B,y 都 是 曲线 0C 上 点 (x, y, 2) WAX. m a, 
P, v 表 东 向 着 殊 长 增加 方向 的 切线 与 * f, y dz 轴 正 同 的 夹 角 ， 
25 hé CC A, B) pic 35 np 2S C CB, 4) 时 ,切线 也 要 改变 方向 ， 于 是 
cosa, cos B, cos y 都 要 变 号 , 即 等 式 (19) 两 端 同时 变 号 . 
WRAT 表示 切线 GT 的 单位 向 E, HD T= (eosa, cosp, 
coy) WODA AA EEA: 
NEAL [ F-Tds. 


” Cid H? 


显然, 在 es 平面 上 ( 即 zs cosy 0), 6558 n 
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线 积分 的 转换 公式 是 
| paz+Qdy=| (Pcos a-- QeosA)ds 
Cid, BÀ Cid, B) 


或 


f Pda +Qdy= I (Pcosa- - Qsina)ds, 
Cid: B) Cid. BY 


KABARA IE FI i 2 i 2 s As mA EAR T E EE EE 
Tg, HUE HR TE Fa EDT f iE ja HG PR e 8 Cre] 14. 6), 
设 由 = 轴 的 正 几 到 法 线 n 的 正 向 的 交角 是 w, 有 


EL , 
了 


图 14.6 
从 而 ， cosg= cos( Z 4a )=— sing’, 
dz = cos gis = —sing'ds. 


， s 
sin 以 一 sin (cs) cone, 
dy = sin gds = cosg'ds. 


有 Pdxz--Qdy =| (—Psina' + Qeosc hds. (20) 


| < Cid. B) 
D. HTAA 

D diWüOGreen 1793 一 1341) 英 国 数学 家 。 
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EH ERR RE o PLA E rahe es 


平面 曲线 积分 , 当 曲 线 CCA, 8) 的 始点 A 与 终点 了 重合 时 5( 即 
CC 是 一 条 闭 曲 线 ), 在 力学 、 电 学 竺 有 很 多 应 用 .因为 第 二 型 晶 线 
积分 与 所 沿 的 曲线 方向 有 关 ， 所 以 沿 平 面 六 旭 线 的 曲线 积分 要 规 
定 饶 傣 线 的 正方 向 ， 按 右手 坐标 系 ， 当 着 一 个 人 阁 平面 闲 曲 厂 环 
行 时 , 也 曲线 所 围 成 的 区 瑾 位 于 此 人 的 左 例 , 规定 这 个 方向 是 曲线 
的 正方 向 (如 图 14.7), 反 之 是 负 方 向 (如 图 14. 8). 


EM -— 


" 


图 14.7 图 5 


沿 及早 线 C 的 曲线 积分 5 表 为 
Ppas+ Qty, 
g 
规定 其 中 曲线 C 总 是 取 正 方向 ， 格 休 公式 结 由 了 平面 区 域 上 的 二 
蛋 积 分 与 灌 着 该 区 域 边 界 的 闵 曲 线 的 曲线 积分 之 间 的 关系 . 
ERS FBR PDI QGDIARTL 579 trois 
FOE PR ER C 转 成 的 六 区 域 O 连续 , 则 


| le: ue - joa t Qdg, (21) 
é Jo 


ARCDRARHAR, 
证 明 由 于 区 域 形状 不 同 ,定理 证 明 分 三 步 进行 , 
D 如 果 平 行 # 轴 (或 * 铀 ) 的 直线 与 闭 曲线 CO 至 多 交 于 两 点 
(HIR CAFIT y fu x 轴 的 线段 除外 ), 如 图 14.8 与 图 14. 10 
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Bim. 
WEE G Bg ETT E EC 51 Exe ERE 
q—9c) 与 y=p lr). 
由 二 重 积分 的 计算 公式 ,有 


JP È CELE #1 3P ?1 IP 
JP ard | dz 2 IP gy® — -f P | 
J ay ini c LEO 3g , (s 9 P 


= |? {PEz, e. (2)] — PCs, e (2) d. (22) 
由 线 积分 的 计算 公式 , 按 图 14. 10, 有 


中 Pdr y)iz- [ Piz, y)dz+ | P(z,g)da 
" UCLH.KD OEM) 


+| P(e, y)dz - | NICO 
其 中 
| P(r, y)iz — | Plex, pir) ]dz, 
COT. E? 
| Panda [PCs ea(o]az= — | PCa pala) ldz. 
[44 28-21 [.] a5 
因为 线段 KM 与 NH 都 平行 # 轴 , 有 


à BTE, 所 以 它 存在 原 函 数 , 原 前 数 之 一 就 是 P(x, n. 
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f P(e, wdz= | Piz, War=0, 
EM WE H? 
TE, 
F * 
$ P(z, y) dz= | Pts, "NOR | PLz, es) dr 
a 


=- {ps, v()]—PLz,p.(2)]) dz. — (23) 


由 (22) 式 与 (23) 式 ;有 
- f | dy je yz. (29 
FI nj ü£ 
| | 29 asd $ Q(z, y)dy. (25) 
gH ODX SOS) 起, 有 和 烙 林 公式 
jJ x ^ uee- frest Que 


2) 如 果 平 行 y 轴 (或 * 轴 ) 的 直线 与 闭 曲 线 C 的 交点 多 于 两 
个 、 邵 图 14. 11， 用 平行 Y 思 的 线段 AC 将 区 域 好 分 成 三 个 小 区 
域 G, Gar Gas 使 每 个 小 区 域 都 斌 是 二 的 要 求 , 格林 公式 在 区 域 G， 
Gi, Gs 都 成 立 ， 即 
| f (S ysar- $ Pis 4- Qdy. 
9 


GurAC) 


e: ea 中 Páiz4- Qdy. 


(rr B4 


从 和 -条 jw- $ Påz+Qåy. 


Fat eE) 
LEÈEZTSAEH SSe, 由 重 积分 与 线 积 分 的 性 质 , 有 
*3815 


IG T em 


= 中 Pdz + Qdg. 
trst at AC+HOB+ BA) 


He rtrt ra O0 EKR G 的 边界 , AC 与 CBa-BAdkRB— 
线段 但 方向 相反 , 有 


| Pádz4 Qdg-0. 
于 是 ,有 格林 公式 
IK eg as Jrd = feae - Qdy. 


押 .14.11 图 14.12 


DY 如 果 G 是 若干 条 互 不 相安 的 闲 曲线 围 成 的 闭 区 域 ， 如 图 
14.12， 用 光滑 曲线 1 连接 4 与 二 点 ， 则 曲线 Dot, Do 构成 闲 
曲线 (正方 向 ), 有 格林 公式 


f T9 Lor )isdg— $ Par Qdg. 
2 y T tiA Blt Tost ltBA) 
因为 
| Padz+i Qdy—0, 
ICAsBD +l CBS AD 
所 以 
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(22 eem $ reno n 


POT 
定 积分 的 基本 公式 [ 了"(z)dz=f(5) 一 f(a) 指 出 ， 函 数 PG) 


在 区 间 [e，8] 的 定 积 分 等 于 被 积 隙 数 f C) Bro IHRE f(x) 在 区 间 
端点 (或 边界 上 ) 的 值 的 差 ， 格 林 公式 


[Gg 35) — , 
ie: o, Msiv- fric 0n 


指出 ， 函数 32 一 2P 在 区 域 6 的 一 重 积分 等 于 Pis Qdy 在 区 域 


边界 闭 曲 线 0 上 的 曲线 积分 . 从 这 个 意义 上 说 ， Erbe EGRE SI 
分 的 基本 公式 在 二 维 空间 的 推广 -- 


四 ap aa@ 
BME G8 PG D 15 0G nos M S, ac 99 一 1 
代 人 格林 公式 中 ,有 

|l2az0% = za 一 yaz 


b 


或 
s= (fere fear yiz, 
BIRKIR G f PR S 41. oT HH TE KAR G fr 3 77] ih £X C fro S A d 
线 积分 ， 
例 9%， 求 中 so 本 一 zzgdz Hh ORAA rtp a 


解 HERAR Po ryg, Soer, Ro, 有 


$ wy dy —a^ yda = [fae dzdy, 
a I] ， 


AGE Ea LBgyxauYr—rcosp,y—rTsinq,d 
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boris 一 [fa^ 2^ )dzdy 


Ü G 
Ex ü 
=| tef, r*dr 


LAT 
=i. 
2 


例 10， 求 $53 CU, Jop CEAN, TRER ER 


mid. 
解 ” 分 两 种 情况 计算 1) MARE 格 
HAR Ak 


—_ TY — 8 
P(z,y) ETH Qs, p = 
罕 闲 曲线 口 转 成 的 区 域 刀 连续 ,并 有 连续 偏 导数 


3P 一 十 六 aQ —c-4y 
dy GEF” 3» (a) 42 y» 
em T e Lm MÀ UK 


有 


zdy—gda 一 于 十 办 一季 4y — 
$ r y all cg o, 
2) HC PES ELE RR, 如 图 14. 13. 以 原点 资 心 以 充分 
小 正 数 * 为 半 和 欠 作 一 小 央 域 也 , 贺 周 为 天， 使 小 图 域 了 包含 在 区 域 
G 93. ERE 


Pz, y)— 


y = 一 2 
zi y’ QG, y) z7? Tgy* 


及 共 偏 导数 在 区 域 G— D E, BARAR A 


nj ady —yda a íf Ea 一 2 Slay =0 


"EYE GU GU» 
Fu g-n 


或 
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图 14.15 E lali 


KEEK ETN 


H x Ed x tg 
即 zdy—ydx _ [rdy —yas _ = yax 
$2 wt Qa S E 


Jub D RAIA D OUS T REL rm rop prata p 
Oxgpx2m. h RRRA, A 
$2 vis L|" ree rose 一 ring 一 rn ap 2s, 


z 
A 和 十 六 ð T 


xdy— ydr _ 
B 9 spy 2m. 


Bill. w; 
PE DA faf 
[Ga yen - poc 
Jp C REHLURCICR CR fo Je mind i, PL b efr, DER 


C EAM pabi C B9 spi EX n Mv 14. 14), 
证 明 


f rm HR CD em 
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* 


PG) =, Qr, n=% 
由 格林 公式 ,有 


I 


由 公式 (20), dz — — sing ds, dy —cosa' da, rp o dà c Em 5 
SMER n RR, PAMIR 


íi z sZt) dady = fem t fsine’ Jas, 


JotidIooser 十 时 sina 是 函数 f Gr, ERR C E AM Gr) KSh 


法 线 4 的 方向 导数 , 即 叶 ,有 


(G+) $a 


五 、 曲 线 积分 与 路 线 无 关 的 条 件 
从 例 5 看 到 ， 自 始点 (0; 0) 到 终点 (1, D, IRIEdUR C EHE 
yz, MAR y —a* 或 立方 抛物 线 y 二 *, 而 曲线 积分 


| 2x daz -- x^ dy — 1, 


即 曲 线 积分 与 路 线 无 关 ， 但 是 , 例 6 ga], RE A IER UI, 
dizi C AR), 曲线 积分 


E (y — r) dy 


HARRA MARRS SRRA, MAEHARIE TF 曲线 积 
分 


与 路 线 C 无 关 ( 只 与 始点 4 与 终点 如 有关 ) 呢 1 下 面 定理 回答 了 这 
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个 问题 : 
定理 4 iU POOaD.QQ ELE 
GO 连续 , 下列 四 个 断 语 是 等 价 的 : 


^4 
c 


Q aP ng spre 


D 曲线 积分 | Perou SHURCORXS MUSAA 4 
与 终点 有 闫 . 
2) ÆG 内 在 在 一 个 函数 ulr, y), $E 
du = P dx 4- Qdy. 
3) VG y) eG, A 
2P 29 
Sy Jz’ 
D 3G Plo EEXECICHE RERAN ARAN, A 
fpar row = ü.. 


证 法 “只 须 证 明 四 个 命题 成 立 ， D2)9, 223), 3)>4), 
4)—1). 


2u 
X -PG, 


du 
3, 9 (92- 

Eabha ';ERRR C 3535. VAt» DEC WHAE. 
VB(z,y)€G, WREED EA AB, y) TTAR, RA uly), 


即 ur) = Pes Qdy. (26) 


zey) 


£ 
{Cro 


(QD 音信 通 区 毛 如 是 指 ， 在 内 连续 的 无 重点 的 任意 切 节 线 所 围 成 的 区 域 都 在 
GA 


© 1) s0 ARAL) 为 条 件 证 明 2 ) 成 立 , 下 同 . 
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下 而 证 明 , DRAR e DARE DER. WERE g 
EREN (tAr, y) 有 
u(z--Az, p - [7 7 Pdz Qdy. (27) 


B. Anh E BU GRAL, HUB A SA BAEIBTE SOC di 
iR Hn BS AUN RGOE 4T x 轴 的 直线 段 , 和 如 图 14. 15. 由 {27) 式 与 
(2 人 起 竺 号 两 端 相 减 , 有 
u(zd-Àz,gy)—2u(z,3) 
=[ iM 4 Qdy. 
cmm Grpsifg? Gra 


y 


BG) Natang) 


-år X 


iB 14.15 
在 线段 BN koy ROS dy—O0. 根据 积分 中 值 定理 ,有 
中 《十 år, y) 一 外 (zy y) 


(z Aty) 
=| P(z,g)dz — P(a--8Az,g) he, OLIEN 


Gun 


ulert Az,9) —u(z, y) —Pzr-4-0AÀx 3) 
AT Us 


已 知 国 数 PC, 30 EA BC, y) SR 
T au(z-E Aa, y) —u(z, y) 
m Ax 


A*0 


= lim P(z4-8^z, y) - P(1,9), 
FEX 


2u 
Ep aE y)- 
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同 现 可 证 ， 2,7 9D. 
于 是 ， 
duds Vg m P(2, de QU, dy. 
2)23). tk hn, 
P(z, 0-5, QG, y) 2E 


"m8 ap _ Ju 29 _ Fu 
T, ay IAY ax Iyar 


aP 3Q . Fu Fu 、 
E42, 2 co ii, MAE i ie ik, d 


aP 23Q 


By ar 
3)—4). HEEG Va FE XOXCHE So BECHER ER D, he dk 
公式 ,有 


j recom [O0 - Sp ee 


AD EB did T BrESR BAN B, 

4)—1). EZG VI, LL A 2936 8, BAA ERARA 
或 乏 引 区 请 的 曲线 C 5 Ca C(A, B)+0:(B, A) REG 内 一 条 封 
闭 财 线 (图 14. 16)， 由 条 件 和， 有 

Par+ Qdy 


Otd B) CB, AD 


"Tun Pis Qiy + f. Pa + Qdg—0 


FIC IF 


x fo Põe- Qiy =—| Pde + Qi 


Catia AD 


NAM Poet Qd, 
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B] 24.16 图 14.217 
Br R12 5E D 
Bl 12. ok || Coeze dz Ge — y)dy, Jr C (a2) 
P=4 R EPRA. ARENA D E Clint] 14. 17). 
解 Plys litre, Ql, 所 二 好 es 一 也 


3P yg 9Q 
ay e = 9r 


即 曲 线 积分 与 路 线 无 美 。 根据 定理 4, 可取 沿 x 5 LARR OAR 
分 , 即 g—0, 0x24, AE, dy 0, A 


l [a+ xet) dz -b (27e — y)dy 

= fa dr xev) de + (zie? — y)dy 
ü 

=ù (14 2) dz —- 12. 


由 了 一 2) 的 证 明知 , 营 曲 线 积分 | Pitoy 与 路 线 无 关 , M 
函数 


(ru 


ur y) =|) Pdz 4 Qdy 


Hg Ari Ar dalr, y) — Pdr -Qdy, RR ulr, 加 是 Pdz - Qdy 的 
RREH. CPIBDERSHIBGCKIAEBUS SEES Na X. 

TS, JUEGA XE DC X G AA X sx, y) € Pdz d Qdy 的 原 
. 390 * 


ER TT An p) 与 BG, 922 EO Va CERES, 则 
[| Pn Oy m u(n pa) ulen) 
QGAYBD 


(rag) 
— uz, y) 


证 明  TEG PA EERR XE EE 4 LB BS XGIE iex C : 
—9(f),  yc—$(0),  axt«B 
H. (rogy =p $6], Guy =p) $09) ]. 
曲线 积分 


| Pdr + Qdy 
Cid:B?) 
=f {PL p(t), PEP Ct) + OU e, SOLD) EY) di. 
" Pdr+ Qdy = | " "n 
CAS B) 


(utet), (14 mute), Y(t)] |’ 
=al eG», p] ec), vC) 


‘aad 0 | 


EE 


记 果 已 知 Pdz - Qdy FERARO MAB FESR EC ER He ule, y) 
Dé: RERA ERG, w(z, y) Pdc--Qdy HRAN, 根 
据 定 理 4， WRIEDUOISEREROLOS. TEG AGBGE — EX Ato 加) 与 任 
意 一 点 BG, y), REM 5 有 


uz, y) — H Eo 多 0 = 一 | 


=u (Tz, yz) —u(z,937i)-—u(z, y) 


" 
Pdz -- Qdy. 


orto’ 


因为 曲线 积分 与 路 线 无 关 ， 所 以 在 全 内 可 取 折 线 , 如 图 14. 18 中 的 
ADB. Dm sob. #0), 有 
| » 39] 。 


Bo14.18 


Oran? 


"Pd Qiy t |” pac Qdy. 


Cgil EET 


ulz, y) — ulto y) — | 


在 线段 AD b, y=yo dg—0, ERE DB p, s—a(EU EO, 
一 此 于是， 


uz, 9)—{ Pls, gd t+) Qs) uo yo). 
13. Wtdu— (e?! trye deta edy, RE p. 
si Wtdu (e*t -Fzye?balz +a edy, RA ulr, y) 


解 P-—eU-rye", Q=re™, 
E 一 X —2zelatyey, 
MARRI BARRER. Hx Ceos 4153-9; r 


a(z, y) = [aat temas m. 


—z-ze'"-—mxlC-ze*'C. 


练习 是 141 
1， 求 下 列 第 一 型 曲线 积分 : 
a) $ aads, ZRO 是 以 {0, 0, (050, Do USE A 
e 


(2) 中 raas， 其 中 局 是 lz| 填 |y|=# (20). 
€ 

6) | Varie, FTT NM -—-— 
d y—a (sint —tcost). 
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(4) t HsBO. r—aeosi,g—o5in!, 名 一 让 DSS 


2. HEW: EREIGOS gi, go dE-E iE Hb iR CA, B ES, H 
VG, 32 € CA, B) "B Jep gm, 10, 则 


ff E) dxf aI P ds. 
3. 证明， FAR fm, y) EXC HERE C (CA, BER, B. min {f(z 9} 
=m, max {f (2; y) } = M, Wl B Gas Yo) EC CA, B), tE 


ixi EG 


[ f, 9) fa =f Caos Yo) 8, 
JCCSAB? 
oh s ghe CCOL,BDE. 
4. HH — BE c ES, 其 方程 : z— D sint, y=, z—sin*i, Oi 


子 , 其 上 的 线 密度 p(,g, 2) —z, RR E. 


5， 写 出 三 元 函数 I Gg, DEAR hR C CA, B) 的 第 一 型 曲线 积分 
xx. 
6. REIS AAR 
G0. | degtia— 320g, Mob C RRA R =la, »(».5 9, 2). 
ec 


(2) NE (zi— y) dg, Jk C; g—1—]1—2z|, Oxzx2, A 
(0,0 | (2, 0, 

(3) [,a- oder G-a dyt pdz, Hp Ciz-acost, y —asint, 
z—bi 0st scam, A 0:0 S Ema. 

(4) | Pir +teydy tzaiz, 其 中 C€ | 50,0,08[0,1,D, AADAL 


Et, OMA (0,0, 0) HE, 2 XE P (1, 0, 00 0 0, 1, 0 RAA CL, 1, 1 的 折线 . 
7。 应 用 格 导 公 式 求 下 列 曲 线 积分 : 


(1) $ o 2042 ny, 其 中 C2 十 y= 92, 


2ry zür- ri) - = 
(2) G (Ett), 其 中 0 是 四 条 直线 =l, y=) 
g 
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Elk E 33 JE 8935 AR. 

G) NEEDS dz (eé*cosy —m)dy, Hum RE; C Etk' 
BJA 1+3 =ar (p0) du Ala, 0034 O (0,00, CE: HERES OA gi 
fri £o 

8. E FFM n i EDA FCR Pg s 

(12) z—grog2, g-bsint, DzirzzDw. 

(2) z—acos?f, y=bsin?t, QDOzxfzàm. 

9. X RF ESSERE uG, 0 

(1) du— (2r4- 3y) da t (3r — 4g) dy. 

(2) du— (ax* —2agy-F- deo (x^—2zy- 3g?) dy. 

* E * * 


TEE TL ETE EIOS 12 2:29 7152 1.3 28-132] 
m-3X:mJgg. 9" .9v, 90u.. 29 irm mA Rel, 的， 则 函数 Gr, 的 


3r oy Dy Ər 


p = " E ao, 8D 
Wee VOR ME, (IER: dem Te Img.) 
11， 证 明 : EEOHDPGn fs Q Gu EXE ERE C EA, 则 
| Pire Qdyl z as, 


其 中 5 是 曲线 0 的 KK M= max (Pt, p) -Q Gn Y 应 用 这 个 不 擎 式 
xa FIE 
täit 

7 =Q. £e» 

"oJ iaytan” 
Hh. pys R, EHR, imie 0 

FILES 
12， 证 明 ; 3$ € XE uH DH HX. HOD VETE ERMEGE 77 189 88 £5. 则 


$ cos (I,n)d5—0, 


Ehn dhOBiAE. GEJ eos CL， a)i t omn fü HE fic Fd REALE, PF 
格林 公式 ,】 
(2. WEM; d [reos (n, 2) 十 yeos (n, 14s 24, P A EXE HEB IER C 
Z 
jf pode dr i 5, (0 13 n, 40 Ac PC PEERS m aage UEG y PE 
aA. Ep 用 司 扩 公式 ，】 
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14. GERE f Gn o TE PE EHE IS TEN SERE, TEDCIR G iR 7; Pa 


则 称 fan dEGGERPRUEASE. ERE Áo Gan EG XE VERUS a AEE 
Xm m C, 
3f 
sds=0. 
{提示 ; 应 用 例 11.) 


15. WEH: 者 oum gp A ERE T Wal 
EN -+ 2) ` zay = -ff uAudrdy 十 $ s, 
8 a E 


共 中 如 是 光 少 闭 册 线 人 所 转 成 的 区 域 ， A 


Jeh? ANY 0 27u, 2'u a dN ,Bf 2u 
GE) -G Tulit y: x0» E63 
Ji Hid SE AX ) 
16， 求 高 斯 ?积分 
14,-4 eos (r, n) 5. 
e y 


其 中 如是 无 重点 的 光滑 闭 巾 线 , r AAE Lug Mg STÉEC E 

的 定点 ACE TD A48, r— E-o Fa n ERRO TEA MG, n) 

的 外 法 线 向 最 ， (提示 : 如 图 14.19. 图 14.10 只 画 了 六 曲线 局 的 一 段 . 
(r, n) — Gr, n) — o, Tr}, 


(提示 : 


cos (r, n) —cos (z, N) cos (x, Y) 十 sin (z, n) sin (z, r} 


EH 14.19 


© 高 斯 Gauss 1777-—1855) $8 BER Sg. 
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= 于 n 


IE, m= Ns 


z-—é =} 
= Pay— ES dz. 
Ll 


sin (z, m). 


eos (7,1) 4: 


sin (z, 1) Env (z, Tt) je 


Jn A PUT Hik C ESSO 3G, Mr HERR ZSGN. Po A BUT ghi C 
Ei BS CIE G , HUS FEE AO, RERUEI ER C AES A ZOLL r-R FRM 
FCLP 100). 


$14.2 曲面 积分 


一 、 第 一 型 曲面 积分 

第 一 型 曲面 积分 也 基 从 实际 问题 中 抽象 出 来 的 ， 例如， 物质 
蝎 面 的 质 基 问 题 就 可 归结 为 第 一 型 则 面积 分 . 

设 在 三 维 空间 民 ' 中 有 光 消 或 者 逐 片 光滑 的 曲面 块 S@， 和 函数 
fü, s, EAS LEX. 875. M iE s ERUHgpEUS, SEHR TET 
S EED n Abülil: SoSo to Su WENERA T. gk 
个 小 曲面 5 的 面积 是 Ao:， E k AS EER A Pal E 
Nas Eid 作 和 


一 Tf, Nes ČE) AC xs (1) 
k-i . 


称 为 国 数 FC, y, 23) 在 曲面 S 的 积分 和 . 
令 6 一 maxfg(SD (8), dS)}®. 

XX RAR f(x, gz) 在 光滑 或 逐 片 光滑 的 曲面 类 偏 有 定 头 , 车 
S40 CP) ORE, ERE f Cr, y, 2) XE B S ORAA GP TERRA, RO 

© 已 如 光滑 曲面 可 求 面积 CR opias.1. ACABO. kE tH Akm AEA mh 
Xp mm pd d. 

D d(S. tmo BS ET. AESH di 全 ) 是 连接 曲面 全 上 任意 两 点 
ii EB ESSE. 
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lim Q,— lim 2G. "po £60)Ao0,—L 


IE I] aAcriang 


则 称 工 是 函数 f(e, yz) 在 曲面 的 第 一 型 曲面 积分 ,下 为 
L- [Iit v te, 


其 中 do Egi S iori BUC. 
不 难得 到 ， 如 果 物 质 有 曲面 8 上 性 意 点 Py) WETE E 
p(s, y£), Wido dh S 的 质量 m 是 第 一 型 曲面 积分 , 见 
m- [fo (r,y, z) dc. 


55 — 72 il PS SECUT 25— M dliéR 815r 3ESE PER, RA 
仿照 第 一 型 曲线 积分 的 性 质 写 出 第 一 型 曲面 积分 的 性 质 ， 关 于 第 
一 型 幅面 积分 的 存在 性 及 其 计算 方法 有 下 面 的 定理 : 

定理 l Zégdhibk S:ir—z(uv), y—gy(w,v), z-—z(u, v), 
(ua v) € D, ERRE CR 5, Fc DECR SHEIDCHR, ERE f Cor, 
yz) 在 曲面 5 XE, WR E f (o, yz) 在 S 第 一 型 曲面 积分 存在 , B. 


fr, gy, 2)do 


=| [tau v), y(u, v) z(u, o) VEGF dudo, — (2 


其 中 Eart ty tar, F= rt HYY t Zi O5 w ty tp. 

WE 5S — Ag EBLZUGR ERERECS 14. 1. 定理 1) 完 全 相同 ， 
MEK. 

公式 (2) 指 出 ， 求 第 一 型 曲面 积分 可 化 为 二 重 积分 .曲面 徽 
元 do -/ EG— F* dudv. 

如果 光滑 曲面 5: a—i(n p), G,p€D, K 中 万 是 有 界 闭 区 
域 , 则 
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|| fe oe - frt ae TEM Rae. (3) 


8 n 


CENE aiio [ [49 seb s o her à weg 


H e= A(O ha) BrSEBS BUG C0 Cin ES. 14. 20). 
WE ”曲面 仿 的 方程 是 
2— di aig. 
曲面 六 在 ry 平面 上 的 投影 区 域 六 是 
T+ ya 


do —^4/ictzl? zy dedy 


x 


— Jp p pii 
RORA 图 14.20 
f[ = [[ a5 = af” dp [ue 
D 
=— mala(a? —r*) | Je Zar. 


HE S dé ME zr—rcosp, 


例 2， 求 曲面 积分 | [zdo, Joni 


E: 
gzrseing,z—q (Ozxirzza; bapaan 的 一 部 分 . 
farY CERY 2z O 204. ain 7m — 
d E ($) «(25 (2) eos pr sin gl. 
.er 3r , Jy Jy | Oz Əz 
F ar ap dr Jp Br og 


= —rsingecosg -rsingcos p—0O, 


{KY (99 Y | (92V 

e- (35) HSE) Gg) 
—r'sin?*g.-7?cos*p | 121-r*. 

da —A/EG—F* drip=s/ l+ r'drdg. 
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WrDpOsrela;0slesl25]. AARC), A 


if sie [fo Micrdrdp— É pip | MITriar 


=2at STET E noe EE) ||. 
=r [av iFa tInCad- A 14a*)]. 

二 、 第 二 型 曲面 积分 

第 二 型 曲面 积分 的 定 交 和 计算 与 第 二 型 曲线 积分 的 定义 和 计 
算 完 全 类 似 . 已 知 第 二 型 曲线 积分 与 曲线 的 方向 有 关 , 同样 ,第 二 
型 曲面 积分 与 珀 面 的 方向 也 有 关 .， 因 此 要 讨论 曲面 的 正和 启 和 人 负 向 
(或 正 例 与 负 例 )， 

Tii bin S LTENC— AR Po 过 点 Po 的 法 钱 有 两 个 方向 选 
定 一 个 方向 巡 正 向 ， 当 点 三 在 曲面 号 上 连续 变动 〈 不 越过 曲面 的 
边界 ) 时 ， 法 线 刀 连续 变动 。 当 动 点 卫 从 点 Po HARARE S E 
性 屿 一 条 闭 曲 线 肥 加 到 点 Po 时 , 如 果 法 线 的 正 向 与 出 发 时 的 靶 线 
EMAAR, pRa hm S ENA, 否则 称 为 单 铜 曲面， 适 常 所 
遇 漳 的 出 栈 都 是 双 侧 曲面 ， 单 仙 曲 也 是 在 在 的 ， 例 如 ， 将 长 方 
形 的 纸 条 的 一 端 扭转 180", Big — Mah crece, BLIE CO hd 
(如 图 14. 21)。 我 们 只 讨论 双 侧 曲 珊 。 困 为 驱 侧 曲 功 有 正 向 与 负 
向 ,所 以 同一 块 曲面 由 于 方向 不 同 , 在 坐标 面 上 投影 的 面积 就 带 有 
不 同 的 符号 . 

首先 讨论 流量 向 题 ， 在 三 维 空间 体 仇 中 有 流体 稳定 《与 时 间 
无 闫 ) 流 动 ， 已 知 流 体 在 任意 一 点 Ply 切 的 流速 是 ACP), HI 
ACP) EAS RISE 

A(P) - CA,CP), AQ), A,CP)), 
Hp ALP, AP), ALPERNE 点 (分别 在 了 ih, y $8, z f 
上 的 分 量 ,并 且 都 在 体 厂 连续 ， 于 是 ,下 构成 了 流体 速度 场 ，。 设 在 
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图 14.21 


FAA- Ho Wider S. edm REA, JEPEIEHE pth m sS 
Boot: He He ELV, PR AD EHE S E 下面 计算 流量 ; 

TEBB RIS 22 p n 个 小 曲面 SoSo taS TEILTE IS T. 
BA 个 小 曲面 S, 的 面积 是 Aou. EB E 个 小 曲面 S EER 
BP, VLAACP) 近似 代替 S, 上 每 一 点 的 流速 ， 则 流体 速度 场 
AC) 通过 第 个 小 曲面 Si 的 流量 六; 近似 稳 于 以 So 为 底 以 向 
重生 (Po) 为 母线 的 任 福 体 的 体积 (如 贸 14. 22)， 已 知 儿 柱 体 的 体 
积 等 于 同 底 等 高 的 直 柱 体 的 体积 于是， 

Vee A (Ph) MA 
其 中 n, d P, 的 法 线 正 同 的 单位 向 县， Bn 与 x hh, y S, 
z MEAR 182 SIDE es, Bes vus 则 
Ne= (costr, cos B,, cos pe) 

DAS mi S. Æ y2 Em, 22 Em, 2y FA E ok pup 
Ag, Az, Az,^z,, rrAy 由 图 14. 23( 具 给 出 在 ey 平面 上 的 投 
影 ) 不 难得 到 : 

i COSA = Ay, Az, 
cos B, Ao ,— AZ Asy 
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ces y ,Àg, c Az, Afp, 


图 1422 图 :4.23 
从 而 ,流体 速度 场 AC Rid pr red 5 Bod EQ VOID T 
Q 一 > V, zd DAP.) TAG, 
k=l k=l 
EE JEU 4:3 ACP) S hiik 
Q= lim S ACD nA. 
ADH VI 


ACP) NAC, 
= (Ar Pi), AL(P3), A (Pr) ) - (cosd,, cosi, cosy ,) Aa; 
—[ A4,(P,) cosa, H A,(P4) coset Aal Pp) cos p, An, 
= A, (PL) Ag, Az, F Ayl Pr) Az, Aa, T A, CP) An, Ag, 


"5 


Q= lim SICAP Ag Az, t AP Az Ait, 


60D) VT. 


+ ACCPOAzn Ag, T 
抽 去 上 式 中 的 实际 意 关 就 是 第 二 型 曲面 积分 . 


VERA f(x, n zz) 在 双人 负 光滑 或 逐 片 光 沸 曲面 块 态 上 有 定义 ， 
- di 


选 定 曲 面 太 一 侦 为 正 ， 将 曲面 人 S 分 成 RR 个 小 曲面 ; 5S Ss e Sa 
FEDERAT, 用 Aor 表示 第 + 个 小 曲面 S, yp, S. 在 cy 
ET Se EGRE BUE ArcA ER k Abili S. LER 
一 点 Pi CELL es £22. 作 和 


Ra -YMG.nm. EJAT AF, (4) 


k=l 
称 为 国 数 f(x, y, 2 Te BR LS SET. xy 的 积分 和 . 
4 ó(T)-—max(d4CS,),4(8,), -,d(8,)). 
EN RAR fm, y, OTEOCUR OS Hr OGIR il i S XE XL. 
若 当 CD) —0 RB, ERG PC y EE HR BUS ECT. vy 的 积分 和 《4) 存 
在 极限 Lers B 


lm £,— jm pr 


tTI+0 
则 称 ,是 fr, y, 2) dody 在 曲面 人 的 第 二 型 曲面 积分 ， 表 为 
Ly | [FC 9, drdy, 


Ferh dedy 是 曲面 微 元 do 在 zy 平面 上 技 影 的 面积 做 元 (注意 ， 因 
Bild S BSIE MEUS A Hl, EEA E S SS). 

类 似 地 , 设 小 曲面 S, 在 gz Edi 5 zz PR h ERG DC RR RT 
积分 别 是 Ay,Az, 与 Azee 类 似 地 分 别 有 fr, y, z)dgde 与 
f(z, y, a)dzdr 在 昌 面 态 的 第 二 型 曲面 积分 , Bl 


ficu, Daydz= lim SIF Ens me COM ze. 
F aCT 8067 


[res e)dziz= tim D fén ms ED AAs 
a 3+0 =] 


不 难看 到 , LEE IE ES (P) - APAP), ALUC) old 
* 402 + 


JÉTR BBUIELOS Bait i Q Ier dS — 2 RR AP), AP), ACP) 
基于 4.(P)dydz, A(P)dzdz, A.CP)dadg 在 曲面 Efgtt — ndi 
面积 分 之 和 , 即 


Q -If A.CP)dgdz t | A,(P)dzda + ff^. (P)dzdy. 
; 4 


- e- [J^ (P) dgdz - A(P)dzdz - A, (P)dady 


- fta. (P) cos (n, x) + ACP) cos (m,y) + A,(P) cos (n, z) ]do 


= (AP) ndo, 
8 
BO, 2), 0,1), a, DA BIDE EP Ahk n 的 正 向 与 x 轴 、 y 
ah z AEA. FE Fh D Bl P AURA E 
dyda= cos (n, x)do, dzdz-—cos(n,qy)do, 
drdy = cos (n, 2)do. 
如 果 S 58 AN, YA RU 


| f A,CP)dgdz 4- A(P)dzdz t A,CP) dzdy 


= 一 | a 


AE SENi, M fiy, s dsdy 在 总 的 第 二 型 曲面 积分 
表 为 


Pre noiza 


除 特殊 说 明 外 , DELHI GELS ERE — 型 曲面 积分 都 是 取 S 的 外 便 为 下 
《或 向 外 的 法 线 方 向 脖 正 向 )， 
. fH}. 


EH 2 AHE S: z-:G,30. GV )0€D, IB DES 
界 亲 区 域 ,函数 FG gr, 2) ES SER WE f Cey, o dady Tesi S fts 
Jn — hh i DU Te, R 

[ron dnd = + [| fC, sn), 
8 "D 
JC 8E" IM S ERITAR SS z ER MIRAR 
号 决定 . 
证 明 从 隔 . 
例 3， 求 曲面 积分 || syzdzdy， 基 中 曲面 3 是 球面 stet 


& 

zi! = 1 (r0, y0) 4 2 — , HU ERTREBO PP 08 AE. 

Eo aS Aey 平面 的 上 下 两 部 分 的 方程 分 别 是 

Sy z—eXd—:i—y! X Su z= v lr y. 
VER IATER 轴 正 向 是 锐角 ， 曲 面 Ss 外 靶 线 与 3 PADE- 
钝 角 , 而 曲面 S, 5s S. 在 zy 平面 上 的 投影 都 是 筷 形 区 域 D: x: 十 
y x1(20,920). TX, 

| avainay 一 ||zyzdzay + IESS? 


a 8, Ja 


一 ]er 1-2 —y? iziy - sec - e —3* )axdy 
n D 


=2 ferv i—z? — y dedy 
D 


^ 
2 


={ sinzpde | 2 


9 AT ET 二 
rl—r dr — ig 


9 
pui. pev |[zevass dC Shi tas 
s 


的 2220 BS Sp , CIE E PP 0 26 ERI, 
* 40d + 


Fo Seo 时 , 梢 球面 的 方程 是 


一 2 p? 
z—u 1-5 (y, z) CD. iiA. 


于 是 ， 
ffe traz za fíG ML SP) apis 


fs 1 8 
—a*be p dp f a rYirir e S nate. 


(HE gy—brcosp, z—ocrsinp, ÜOxrzl, Oszpz2m.) 

=, AREUAX 

格林 公式 给 出 丁 平面 区 域 上 的 二 重 积 分 与 围 成 该 区 域 的 闭 曲 
线 上 的 曲线 积分 之 闻 的 联系 。 奥 高 公式 是 格林 公式 在 三 维 空 间 的 
推广 ， 它 给 出 了 三 维 空间 体 上 的 三 重 积 分 与 图 成 访 体 边界 的 闲 曲 
面 上 的 租 面 积分 之 间 的 联系 . 

定理 3， 圭 三 维 空间 的 有 界 闭 体 六 是 由 光滑 或 逐 片 光滑 的 闭 
曲面 3 Hip ERXE Pir 9,27, QC, 9, 2)，R(z, yz) 及 其 偏 导 数 在 
有 界 闭 体 F 连 续 , 则 

fi Pdgdz-- Qdzdz-- Rdadg alic 十 又 十 Jrdgdz, 

(5) 

KRE SWAEN AX COSEON SG XL. 

wA 首先 证 胃 


[ae v nasty 
8 


=f | (3E dzđydz. 


F 


Q 奥 商 公式 是 与 斯 畦 洛 格 拉 特 斯 基 ~ 高 NDA ADAR Ayake 
(Üerporpaackms 1801—1861), f IR Na, 


. 45 s 


ACT HT — Ar fbl Ec S Ed PA ZRER CHI 
Bar S fr ml E14 bd RERO. VLHSV REGN 
"Emm: rg zx, y) =z, yiz Ce y) 
Sale, y) JEL IO 47 2 fi EARE E E nE 14. 24). 


icy) 


由 三 重 积分 的 计算 公式 , 有 


EPLE TEEI 
MES dadydz = f f dray| 2B 


zunn 9 
F 5 


-ae y, z) dxdg 


E 


£g, F 
EPLE 


=|| (BCe, y, za (2,9) ]— RC rm ) dzdy. (6) 


n 


由 曲面 积分 的 计算 公式 , 有 


上 Rdzdy= i Rdzdg- ff Rizdy+ || Rdzay, 
H 81 FA 00788 


其 中 曲面 5. Xie S 的 屋面 《由 平行 z 轴 的 母线 组 成 )，、 因 为 曲 
ILS. dE zy PE E f EE EAE DC XR D o xu Sp. 根据 曲面 积分 定 
XH 

[[Rtzdy — 0. 


8s 


* dÜ6 + 


已 知 曲面 8, RERA z 轴 正 向 的 交角 是 包 角 , 曲面 S1 的 
法 线 正 向 与 BGEDWORUA HER, TE 


brie- ji R(a, y, z2dzdg— [|R y, z)dzdy 


8i 


= ([ Cos y, 2 (2, 0 1 — RC, y, 2: (2, 9) 1) dady. (7) 
”由 (6) 式 与 (7) 式 ,有 
Qe yz)izdy— ff [peres (8) 
5 
feli a HE 

fec, y, 2)dyda— | { (Z dzdydz. (9) 
8 Y ` 

fece, y, z)dzdz= íf f S dadya. (10) 
E] Y 


FAE, (99, 《10) 的 等 号 左右 两 竟 分 别 相 胡 ,得 奥 商 公式 (5)， 

An dad S 与 平行 旦 标 输 揭 直线 的 交点 多 于 两 个 ， 可 用 光 光 
曲面 将 体 玉 分 为 有 限 个 小 体 ,使 图 成 每 个 小 体 的 团 曲面 满足 上 述 
的 要 求 , 奥 高 公式 仍 是 正确 的 ，0 

VEHIT Bii S LA Ca, gs 2 MINER CIE PAD) P0 IE EE cosa, 
cos, cosp， 由 两 类 曲面 积分 之 间 的 关系 ， 奥 高 公式 可 改写 为 


| z A 
(i E E Zy dydz 


= (P Peosas- Qeos f + Rcosy)do. 
3 


特别 是 , 当 Pr y, z) m2, QU,y Dp, Ry, z) =z M, 
0 HAARO E 
3{ {asayaz= etse ygdzdz--zdzdy. 


s 
* 407 >» 


TÆ, HR V. 的 体积 
H- [ream aem gdzda-- zázdg. 


由 此 可 见 ， 求 体 F 的 体积 吾 也 可 化 为 二 成体 V. 的 用 曲面 总 上 的 曲 
面积 分 . 
例 5。 求 曲面 积分 
pem ayas — 2st piste zdzdy, 
—— 


ES 
其 中 六 是 平面 7 二 4a, y= z= 及 三 个 坐标 面 围 成 的 立方 体 V 的 
Rii la>). 
解 P=—yz, Q=—2r°y, R=z. 


3 327, 2 2x5, SE 一 工 
HARA A 


f (2°—yz)dydz —22? ydzda-- drdy 


= fife — 22? -- 1 dadgdz 


V 
ferm nnt 
例 8， 求 曲面 积分 
[| (reosat st eos + aeos yo, 
& 
其 中 心 是 锥 面 r +y = zi(OxczscA), coeg, cof, coy EER 
外 法 线 ( 正 向 ) [975 02x 3E Cfi 14. 25). 
We 作 辅 助 平 而 z=。 平面 z= SER cna! n E RE 
F, Ane 14.25. 设 锥 体 的 底面 是 S, 其 中 P2, Q— y, Rt. 
m, 39 -2y, JB 2z, 
* 4038 . 


HERGA F 
$ (æ cosat y coa ff + za cosy )do 


AFA 


—z[[Guaesdehd ERETI 
= | de | rdv| Cr Coon sing) r-2]iz— QU. 
平面 8, 外 法 线 ( 正 向 ) 与 # 轴 平 行 , HAREE eoe T, cos, 
cos0, FHS 在 zy 平面 上 的 投影 是 圆 域 D: e? +y «IW. do m dedy. 


有 


[cosa g^cosfi tz cosy) do 


B8, 

-f« a? cos 5+ g cos E M cos dc 
8, 

一 iaray =gh 


TE, 
s 409 + 


[[teose g^ cos E z*eos y)do 


8 


一 -| 人 cosa- gy? cos BF z cosy) do M 


B, 


一 4 Epin Ëp 
ah ;^ z 


四、 斯 托 克 斯 必 公 式 

奥 高 公式 是 格林 公式 在 三 维 空 间 的 推广 ， 而 格林 公式 还 可 从 
另 一 方面 推广 ， 就 是 将 曲面 如 的 曲面 积分 "SE RR S B3 3H] 
H C 的 曲线 积分 联系 起 来 ， 

RARESA S, HaT 
EZAB C WES dg— i 
AEN. HEHA hR C BE 
ATEH HDADXUECTOSISB33; 
m FREE] Hl RE, MRR — 
piia Pri F3 7 6] sob A Hg E C 的 图 14.26 
正 向 (如 图 14. 26). HR EU P 2I, pr ien S S IE DIU RE ZR E. 
19) StUexE T HIE C 的 正 向 ;反之 亦 然 . 


定理 4. 若 光滑 曲面 块 5 的 边界 是 光 激 或 逐 段 光 油 闭 曲线 C，” 


EE 3) 及 其 偏 导 数 在 曲面 虱 连 
£x, 则 


$ Pazrt Qiy + Rdz 
c 


= nÆ- 给 yan 十 (= 2P _2R 2 aste e - e, a1) 
Ej 


Kph E Bo1E ffl sid C 的 正 向 按 右 手法 则 ， 公 式 (1D) 称 为 斯 


(D 斯 托 克 斯 (Stokes 1819 一 19037; 英国 数学 家 ， 
.4D * 


a 一 


托 克 斯 公式 . 
WR WNSHEXODEURAGHESIZA MA 


fre, y, zr [ Sizde riy, 
" Li 


$ Q(z,y, Ddy— i PO dsdg— PO agis, 


8 


[So agas — Rasa. 


d 


RC, £d 

证 明 第 一 个 等 式 成 立 ， 基 证 法 是 应 用 空间 曲线 积分 的 计算 公式 与 

格林 公式 分 别 将 由 Pes gs ds 与 | [A dear- E dray 化 为 有 相 
ev S 


HARES HI EE RAR LHRRRD, METET 
个 ,第 三 个 等 式 . 
证 明 首先 证 明 


$PC, y, 2)dr— [E tziz- Edry. 
c E 


WFT dh E ER h S aeo S 上 
A PITTE RMR s 与 # BUE S 
EE 
z= f(z, y) (z,py)€D. 
[E 8 D ERE S fe zy FELRE. RED Bib 7b ARE 
C, pi 14.27. ' 
由 曲线 积分 的 计算 公式 , 有 


PPls,y, sde= PP y, f(z, 9)Jdr. 
c r i 


8H §10.3(3 A, 有 
。 411° 


HP 


— — 
TOG 


dzdz— cosBdo = 


一 -2¥ cosydc 一 - aun. 
TE, 
aP IP 
E dady 
_[f_2P afzag 2 
= | 3 3,74" ET dxdy 
2P 2f 一 
-~ 仆 和 taz e. )drdy p^ 
E] T A 
22 r = 
May en y, J (2, y) dzdg 图 14.27 
一 中 PEz, 如 f(z,9) Me, ( 见 $14.1 烙 林 公 式 ,(24) 式 ) 
Bj 
- LP 
$e y, lr o, irit (12) 
Ind e£ v] uf 
$e, g.z2)dy— (i3 P dcdy 22 5, nds. (13) 
C & 
$RG, y, 2)dz— [[oeasas — aaa. (14) 


FAO), (030, (14) 的 车 号 左右 两 端 分 别 相 加 ， 得 斯 托 克 斯 


D 见 169 页 (3) A. MRR # 的 正方 向 与 apnd V ROLL ki 
casy- 0, 此 了 时， (3) 式 中 的 A* BU AS. 


- 4I2* 


Z AGI. 

如 条 曲面 六 与 平行 三 个 坐标 办 移 直 线 交 点 多 于 一 点 ， 可 将 曲 
Tii S 2r vL TR S Tr pii Ee, 使 得 每 一 其 小 赐 面 部 请 足 上 述 要 六， 
银 嚣 此 面 积分 与 曲线 积分 的 性 质 ， 不 难 证 角 斯 托 训 斯 公式 (11) 蕊 
Ra., D 

斯 托 丰 斯 公式 也 可 化 成 第 一 型 曲面 很 分 , B 


f Pdzx--Qdyg + Rdz -J (35-38 cos(n, z) 


«(S38 cos (2, n+ ees 2 te, 
Hprpcos (r,e), eos(m, y), cos(n, z)EBhm S EMITE EZ E977 18] 
disk. 


为 了 便于 记忆 ， 可 将 斯 托 克 斯 公式 航 为 行列 式 的 形式 : 
[cos (n, 2) cos(n,y)  cos(n, z) |(D 


f pisc Qdy o Ras— f 2 2 2 do 
o a P Q R 


idydz dzdz dzdy 


= ff 2. 3. 2. 
dz dy az 
E: 


P Q R 
7. kM 


f (zz — yz) da + (y! —2x)dy-- (z* — ry ds, 
Cid B) 


其 中 曲线 CCA, P) EORR; cm aco, y=asinp, z=- p, 


Opi. 4(4,0,0),B(a,0,1). (ANE 14. 28). 


o aré- 9-29, m "a 


e 413» 


图 1:128 


PoIa5—z, Q—gy'—zr, H-z-—zy. 


I 2 929. , B 
gy 7 ds 75 70e y 
3P 30 — ƏR 


ELEEEE REEL ZOOM), 8 CRTE HR hA 77 18] AE) 


中 (za? —gz)dz- (Gr —zrydy +z? —xg)dz- 0. 


CADEA 


或 
Lu B) = -= » 
而 
(在 -> 
| =Í (2? — yz)dz- (y! —zr)dy+ (z?—ry)dz 
AB Jt. 0.D» 
à QUAS 
zii dz-— 3" 


3 
Wo f G'—mmdn GI eda C eda r, 
CLAB?) 3 


例 8， 求 曲线 积分 
* 4145 


$ tzit + aa) dy t GI gd, 
"€ 
z4gda—la 的 交 线 ， 其 方向 与 平面 法 线 方向 n (拇指 方向 ) 构 
成 右手 螺旋 系 (各 图 14. 29). 


由 斯 托 克 斯 公式 (1 了 DD), 有 
Pg: —a) dr + Gh atdy G1 yn de 
e 


--a[[a 2)dgdz -- (z--z)dzdz -- (z 4- y)dzdg, 
8 


Jp SAGE M eyte a L ORAR. Cu 
[s] EU OS PR ERE T I8 43 zt e B B TE TE DK PR RE BUR, 


-415% 


cos(a, z) 三 costn, y) cosin, z) =-- 方 . 


于 是 ， 
(Gt (zta) dedi (ty 


8 
= f[ca 2 cos(n, zx) (zt z)cos(n, y) + (2 - y) coa (n, z) do 


ri 
sl erem e fn ffar 
5 ~ 


PH SERE E z= pasy do-A/ F dedy, 4 AZ 
EIE 一 
4 LI 


= E =T Bp 
moe TQ | 1o=||V Sr 8s 一 
"M ay 平面 上 的 投影 区 域 ( 图 14. 29 中 的 阴影 部 分 )， 它 
HERET.. 于是， ra 
| Ie j 
fate GT) e Gnade d 
c gx 


FERRNA SERA E Or, 不 难 推广 到 三 维 空间 


上 来 . 
定理 5， 若 函数 P(z gyz), Qly, 2), Riy) EGRE 


在 单 连 通信 体 F 连续 , 则 下 列 四 个 断 请 是 等 价 的 : 


D 曲线 积分 
n mn Peat QU v Rz 


D AEDA BD A EE GERE BI RU PEER ECT EB IUE VI. 


* 416 * 


与 路 线 无 关 , 即 只 与 始点 4 SERBAR. 
2) 在 位 FF 内 存在 请 数 elr, y, 2， 使 
du = Pdz + Qdy + Riz- 
3) V(zr, y, DEV, 有 


PQ oR OP.  3Q 9R 
dy or Jx Əz I H 


4) XH V PSEEXEOCIR SGEBOLCUS PB A 
jras- Qui +Rdz=0. 
Pr 


读者 可 仿照 $14.1 定理 4 证 之 证明 从 赂 . 


Hz) E 14.2 
了 ， 求 下 列 第 一 型 曲面 积分 ; 
(1) 和 stg+ do, 3E R8 JE IH Ei nas a0. 


8 


Bod 
(2) aA Eh E r-—reospsinc,y-rsinpsincg,z-—rceosa, 
Bü 


( sect a Ram osea, opea 
2. iE; EDRCEBLEBSSORHIEX, 2—2(3D Effoxtitil 
"EN AELE TEREA.: 
Pie, 0 0 =f (6, 0, 0-4 
cb A RBS ED 
_3， 求 下 列 第 二 型 内 面积 分 ; 
r . r* y* zt 
C1) [:azdg, sb 5 82,572; mi 外 法 线 是 正 向 ， 


(2; yaayazt zzrdzdz--zxydzdy, Hvpos jEpumifErd-g--z—a070), 


270, y —0, 22 0 的 表面 ,外 法 线 是 下 向 ， 
:4i7* 


4 EARBOEWHGERIBA- 0,0 24-92, 求 单位 时 间 内 流 过 当面 
S. tysz lO nda, 法 线 正 衣 与 z 5IEDNSC f Ej. 
5， 应 用 上 奥 高 公式 求 下 列 第 二 型 曲面 积分 : 


(1} sddst yasdr: zvdady, HUBS EGRE Hex rxg, Oye, 


taraa 的 我 而 ,外 法 线 为 于 向 。 
(2) jer (ag—2)dadz 4 QryigDdzig, 其 中 加 是 
NM 
和 z-—0 围 或 体 的 考 面 ,外 法 线 为 正 向 。 


6， 频 用 奥 高 公式 求 第 3 题 中 的 (1), (23), 六 验证 你 的 计算 结果 . 
T 应 用 斯 托 克 斯 公式 计算 下 列 曲线 积分 : 


(O) fyds+zäytadz Job C RRT pnma! SERE ne ez 
a 


OHARRA, Ar 轴 正 向 看 地 时 针 方 向 为 正 ， 
(2) 中 raraz 十 要 十 dz Kb C BI hannah SIE ESI O MI 
交 的 国 周 , 共 正 方向 与 4 轩 构 成 左 玫 螺旋 系 . 
8， 证 明 定理 4 中 一 个 等 式 : 
joe »2a- ((29 asap — 99 agas. 
g 8 


(z: 证 明 exaz= Zazas) 
9 证 明 ， 车 在 长 方 体 下 有 du—Pdz-Qdy-rREdz, W (2.4. CV, 
V (2,9, 2)€V, IM . 
uy ml Pee, yo ode |, Qu addy 
+ | Rl, ,2 dt ule gor m0)- 
10. 设 du= (zx'—2y2 dz (gi—2x2dy + (z—2zy)dz, cR BEER T 
u(z,5,z). 
* * * ` + 
1i. 证 明 : 车 5 ER H dbi, EER A np E, 则 
* 418 « 


$e (n, D do —0, 
8 


Ho n EAAS ASNE, GE: 4 $14.14 12 B0.) 
12， 求 曲面 积分 
$ (c—3- x) dgdad- (y 2-2) dzdz-- (2—2-4- y) dadg, 
S 
其 中 号 是 则 面 1Y 一 # 十 2 十 1 一 ata] +]z=s+yl =], 外 便 为 正 ， 
13. WEBIR EST ZG 


m {ae by ea) de —2m [ ff ai BEY c du, 
EE 
E: 


其 中 号 是 球面 好 十 及 十 到 一 1 (提示 : VOIDfü B uk zyz 旋转 为 新 直角 坐标 
R uow. & az 十 本 十 cz 一 0 是 ve EH, s HEEE, TE, 
= arty + ez 
at bier 
作 线 性 变换 { 见 8 13. 2 86 12 题 ) ,有 


qas ta ez)da 一 ff cuv ETEF a. 
S F1 


S' 是 球面 Bet a—1, X OXp oueu,0—M/1—mu cost, w—V/1—utsint, 
Lige, LiL.) 
14， 求 高 斯 积分 


IEn 0 = Ps rm go, 
E 


ApS AERAR, n EEES Amy MIb., r EE nu 
S ERAM (z, y, 2 55 BTE S SEA (5, m O 的 矢 径 ， 
一 人 E QG—*rQG-2t. | 
讨论 两 种 情况 ; COgpmEDSOREREÉGEGI,n,D s; (2) HETES 
(5,9,0. (提示 : 见 §14， LR I6 8D 


15. WEM: Baum DILE E LAT 


0) (Oo = MT 
"s E 
(D Sgk(Poisson, 1781 一 1840), 法 图 数学 家 ， 
€. 4179 « 


(2) fra Pa = fife zy H2 «(Ey lesayes 


s irdgdz, 


LÀ 


pii BERIET KANAT, SERT S t n 
16. 证 明定 理 5 pA) Da), 314). 


$14.3. M it 3 X 
在 空间 或 空间 的 一 部 分 也 上 分 布 着 某 一 种 物理 晤 ，F 就 构成 
一 个 场 . 在 物理 学 中 有 各 种 不 同 的 场 ， 如 物体 的 温度 声 , 大气 压力 
场 ， 空 间 的 引力 场 ， 流 体 的 小 度 场 等 ， 一 般 来 说 , 场 可 分 为 两 类 : 
数量 场 , 如 密度 场 ,温度 声 等 ; 向 量 场 , 如 引力 场 , 毫 度 场 等 .尽管 每 
种 场 都 有 各 自 的 物理 特性 ， 但 是 在 数量 基 系 上 各 类 场 都 有 相同 的 
数学 形式 . 
—, HE 
VEI GR EAER, MEV 寺 定 叉 一 个 三 元 图 
数 f(,y, 2), BAR f (m, gy, 22 YEV EFENA Boda T. 
XX d E 
(31, af af = 49.j Sf, 


az Sy! 2z "By 
称 为 国 数 〈 数 量 场 ) fy.) P(z,y, z) BE, ZA 
gradf (P), HD 


gradf (P) = (Z, 2 2 


出 此 可 见 , 数 录 场 的 梯度 是 一 个 向 量 场 (梯度 向 量 场 ). 
如 果 了 是 过 虑 五 的 射线 ，z 的 方向 余 葡 是 cosa, cos, cosy. 
出 810.3 定理 5, g 了 (x, g, 3) 在 点 卫 沿 射线 了 的 方向 导数 
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f 


of 9f af f 
a 3 7 y 


cos FS. cosy. 


. Bn Lo (eog, cos B, cosy) RE SIR 工 的 单位 向 量 . BARA 


积 公式 ， 有 


e| (H, BI, BÉ (cona, sosp cosy)  gradfCP)- 


= [grad f (P) | || cos0 — |grad f (P) | cos, (1) 
dtf o EEAP DREA gadi) 与 革 位 向 量 + 之 间 的 类 
角 ( 如 图 14.30). 


B 14.50 


Eh CORRER RI, RA 9 一 0 时 , 即 单位 向 量 [也 就 是 射线 1 
的 方向 与 梯度 gradf(P) 的 方向 一 致 时 ,方向 导数 只 才能 取 到 最 大 


慎 ， 换 名 话说 , 梯度 的 方向 就 是 函数 f(x,y, 2) 在 点 了 变化 率 最 快 
{或 最 大 ) 的 方向 . 
再 从 等 值 面 看 梯 庶 . Anne f(z, n z) 的 所 有 偏 导 数 在 TV 
连续 ,F 中 的 曲面 
Fir, y, 22 2C COR NO 
称 为 等 值 面 ， 例 如 ,气象 学 中 的 等 温 面 .等 压 面 等 都 是 等 值 面 的 原 
W, BH fig, c't rye 的 等 值 面 
a'ry-vs—C 《任意 CIO) 
e 421" 


是 内 原点 为 心 的 一 族 同 心 球面 ， 
过 场 中 的 每 个 点 只 有 一 个 等 值 面 ， 显 然 , 等 值 面 被 此 不 相交 . 
数量 场 fz, y 2) 过 点 Pofzo $i, 200 A —" EIER, HS 11. 4(4) 


Ao 等 值 面 在 点 Po 的 法 线 方程 是 
I To = Hg |^ ——48 
IFP IFP 9f(Po) 
dz d dz 


于 是 , 等 值 面 法 线 的 方向 向 量 就 是 梯度 


sedie (Of, Eo, 2D) 


BI ROS fg, 9 在 点 卫 的 梯度 方向 就 是 过 点 情 的 等 值 面 的 法 
线 方向 , 由 数值 较 小 的 等 值 面 指向 数值 较 大 的 等 值 面 。 例 如, CLA 
物体 VY 上 任意 一 点 卫 的 温度 是 f(P), 即 物体 六 是 一 个 温度 场 .。 车 
物体 VF 中 有 的 点 温度 高 有 的 点 温度 低 ， 则 中 就 有 热 的 访 动 。 那 
么 在 一 点 Polzos go, zw)， 热 洛 着 哪个 方向 流动 最 快 呢 : 通过 对 梯 
度 的 讨论 我 们 知道 , 热 沿 着 梯度 方向 ， 也 就 是 过 点 Po 等 值 面 的 法 
织 方 向 流动 最 快 ， 因 为 热 是 由 温 诬 高 处 流向 温度 低 处 ， 而 梯度 方 
向 是 由 数值 较 小 的 等 值 面 指向 数值 较 大 的 等 值 面 ， 所 以 热 洛 着 
— grad f (P4) if 3h ic be. 


— —— 
z^ d- a dz 

EE, 其 中 。 JÉ Spr TE LP. 
解 ” 汶 了 书写 简便 , E r=v rty tz, E 


在 点 (x, yz) Bob 


QU eeg _er 
ar rir r” 
m aU ey — QU ez 
(ES dg r” oz rV 
Q9U :,9U ;, 2U pE 。 T 
于 是 ，gradU 一 ast ay! EP za (zit gjit zk). 
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E An Br TEE e 产生 的 电场 强度 是 
五 一 与 (好 十 打 十 5R)， 


iu] E= —gradU. 
由 此 可 见 , 电场 的 强度 等 于 电势 的 梯度 , RR] E] — | —gradU |, tit 
BREHY 18] 5; V 86 SE 23 f RC. 

Hi 8S PER AE XC. REUE 8], 梯度 有 下 列 的 性 质 : 

1. grad(u-d- v) =gradat grade. 

|: 2. grad(w:v) — ugradv4- ogradu, 
3. 3. gradf (a) =f gradu, 
. HE 

—" AC), 场 内 有 一 光滑 曲面 块 S， 由 $4.2 第 

— Bi ou, 在 单位 时 间 内 ,流体 速 产 场 人 A(P) 通 过 曲面 8 的 洪 量 


e- [[Ac mda, 


Ih n YT EI L5 1) 345] WESEL TE 331 oh 
Q—-QqDACP)-ndo 
j 


表示 在 单位 时 间 内 通过 闭 曲 面 必 的 流量 .通过 闭 曲 面 仿 的 流量 C 
oo 两 者 之 茎 (注意 ，5 的 外 法 线 方 向 为 

)， 可 能 有 下 面 三 种 情况 : 

1. Q0, M BEATAE XX RI SAPE. 

2. Q«0, Wih CT DACESS Xx S PES B. 

3. Q—0, 即 流 出 量 等 于 流入 量 , XA S PART REBEZC USC 也 无 
润 ,也 可 能 既 有 “ 源 " XCR Hm UR As Wd RUOLO RHET. 

2j T Veit Bos BERA GO EA B S FO XE POOLE, 
首先 讨论 通过 闭 曲 面 心 的 平均 流量 {平均 散 座 ) 
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Zl . 
fv. fan ndc 


的 极限 ， 其 中 Vs ÆA S Eg oe Hic V HER. 

ZX REDRA, (EEUU S AP HARAN 
S, WES EIAS V BS US BUE Vs. W4 9P S KARA 
P) 时 ,极限 


ling; [PAGO ndo 
存在 (而 与 8 一 已 的 方式 区 关 )， 称 此 极限 是 向 量 场 AA(P) 在 点 
P(z, y, 2) Ba Bi iie, 表 为 div ACP), Hn 
div A(P)= Ba .ndo. (2) 

由 此 可 见 , 向 量 场 的 散 度 是 一 个 数量 场 , 

当 divA(P)>0 Bp, RAP E W. 其 值 表 示 涯 的 强度 ; 当 
divA(P)«0[pf, XHIELPAE 4", Ito fü ck RIMBSGREES 当 
div A (P) = Ok, de Hj] P HE JE EST Xe T. 

用 散 度 定 闵 计算 散 度 很 麻烦 ,下面 有 人 (2) 式 的 计算 公式 .根据 


奥 高 公式 和 三 重 积分 的 中 值 定 理 〈 设 向 量 场 人 (PP) 满足 公式 和 定 
理 的 条 件 ), 有 


divA (P) impf Ac) ndo 
3 
timy fA- (P) dy dz-+ A (P) dede o A (P) dedy 
”好 中 S s 


—lim 1 vA Ge 492400 | JA: (P) 24 as ty dz 


S-rP Vs Y gy 
1 aA,(Q). dA io) 424 (Q) 
-imp (+ Jys 


i 424 5 


= ia ( er z(Q) 上 KQ 424 d! 


lim 


其 中 V. ik Vif Hem. RO, HZ SP H, QP, A 


_ 9A(P) JA LP) 2A, con 
div A (P) ET. 十 EP 十 一 “二 3 
或 简写 为 divA— 24, uae od (3) 
由 (3) 式 可 将 上 奥 高 公式 


d [Arcos (a, 2) + Ay eos (n, y) + Arcos (m, 2)]do 
H 


-SC ene 


表 为 向量 形式 

Q^: -ndo= fi [[aivA azar as. 
CT, 身高 公式 的 物理 意义 是 ， 向 量 场 A. d t PET S. nS 3 43 E 
基 等 于 闭 曲 面 仿 所 围 成 体 了 的 每 一 点 散 度 的 总 和 《了 即 体 亚 的 三 重 
TU. 


912. 设 在 坐标 原点 有 点 电荷 9, 在 它 周 月 形成 电场 ， 场 内 伍 
WA PCr, y, 3) 的 电场 强度 (向量 ) 是 


E= fro 
其 中 + 是 点 已 到 原点 的 距离 , M rms Fa, r 是 线段 OP 
上 的 单位 向 量 , 即 rom eG pg] tek). R 


1) Bn E EAP AIi E; 
2) 通 十 以 原点 为 心 以 吾 为 半径 球面 的 流量 ( 电 通 量 )。 


解 1) 已 知 E-£Giogj coke, WI 
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H^, B= E,- o5. 
"0 ED Be xU 
an IE Y 
T T T 
本。 
于 是 ， div E(P) = +22) 49500. 
QE TPGUE Ee) qt cart og, 


BIER ER ri Ph, 35 rb TERR r8 BOE V A 0, 婚 不 是 源 出 不 是 洞 . 
2) 作 以 原点 为 心 以 吾 为 半径 的 球面 8, 通 过 号 的 电 通 量 


P= -fE ndc. 


因为 五 的 方向 (从 原点 出 发 的 射线 方向 ) 与 n GRESA k A fe 
5E) B9 5 169 — c, 86/826 0. 出 向 量 的 网 积 公式 ,有 有 


P,— (b E-ndo- f | E | cos0do = f zio. 
B A 2 


ERMS r= R A 
E=|El= Eel -4-4 


ME E p ESSE SR REM: A 
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由 (3) 式 不 难 证 明 散 度 的 下 列 性 质 ; 

1. divCA+B) -dvA+divEB. 

2. div(pA) - gdivA- Agradp (FEF p ERE). 
具 给 出 性 质 2 ADHERI. ADOR A 


div (pA)=2 - (pA) +2 y (0493 2 (pA) 


IL dA, 2p 2A, og 
=£ A. NE UE. truy 
= (2 MES +24, + 多 Art " 


a A rAd ü 

zm. Bm 

在 向 量 场 中 , Eo zur Dern, n HB ALIS EIN E, TEARRE 
S838 ine roches, Se HE TUESUR — Eri ses hs nie, 将 叶轮 的 轴 
BEREI, PERAR, Hiki DUE 一 方面 与 每 一 点 的 
DOR AX, 即 与 向 最 场 有 闫 ; 舅 一 方面 与 叶轮 的 安放 位 置 或 叶轮 轴 
FRAR. Am Et aap AEEA. Ttt 
论 旋 度 , 首先 讨论 环 量 ， 

设 有 向 量 场 AC) -—- (4AP), 4,(P), AP), Ar, A, AL 的 所 
有 偏 导数 连续 ， 场 中 有 交 请 闭 明 线 0, YPEC， 向 量 AC) 
如 上 点 瑟 处 切 钱 了 正 向 上 的 投影 (如 图 14.31) E ACP) HI, 其 中 了 
XU 工 的 单位 向 量 . 

EM 沿 闭 曲线 局 的 曲线 积分 

L PA) lds, 


RAHE AACP) IR AH C ESTEE. 
Sp di Les EI E ES A CP) BS TERT FORE PH hik C Inl 
的 方向 (由 天 的 焉 负 导 决定 ) s ER FRE, 显然 , 当 AAR 
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Jj 
cq P 
0 " y 
a 


图 14. 31 ED 141.32 


接近 二 的 方向 ,回转 的 速度 僵 快 ; 当 改 变 曲线 的 方向 时 ， 环 量 卫 
要 改变 符号 . 

在 向 基 场 入 (中 任 取 一 点 妨 , 过 点 全 任意 作 一 平面 s 在 平 
mir EERE i O Bei A C 设 忆 围 成 图 形 的 面积 为 Pe， 
当 给 定 忆 的 正方 向 后 (如 图 14.32)， 平 面 #7 的 法 线 nn 的 正方 向 也 
就 确定 了 ,反之 亦 然 . 

将 环 量 工 除 以 曲线 CO 所 围 成 图 形 的 面积 De, 即 


372 AP Ads, 
SRI EE (PP) 在 点 人 @ 沿 正面 曲线 局 绕 法 线 n 的 平均 环 量 CE 
HEE), 

XX. WEN E35 AUD, TER B EXE PRO EE n, TEE 
dia .上 作 围 线 点 8 的 闭 曲线 C， 若 当 0C->Q@( 闭 曲线 CC 收缩 到 一 点 
QUIS, SIRER m 的 平均 环 量 的 极限 


limp $ AP) lds 
ca Pc d 


存在 ( 耐 与 C= 日 的 方式 无 关 }。 称 此 极限 是 向 量 场 AA(P) 在 成 
Qir, y, 2) 绕 法 线 n B de Re, AA rota ACQ), BA 


.1 . 
rot, A(Q) = limp; Pao lds. 
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BETRA C LEPR 1 DHR 3E JE cosa, cosp’, 
cosy'， 由 斯 托 克 斯 公式 , 有 


far) dds— $ra. (P) cosa' + A, CP) cos B' + ACP) cos y" ]ds 
g w6 
= fA. C) de + AP E AKP) de 


(24P)  9A(P) eese 
x 


| y dz 
ə UP) | 94. E SG 
uer az Jj? osf 
+( — JA; 2 SA Nosy | do, 


Hop D Ehk C ERA EIR, cosa, cos, cosy 是 平面 + 的 法 线 
n Jj rox CS EO. 
由 井 面积 分 的 中 和 值 定理 ( 见 练习 题 14.2 第 3 题 ), 有 


j^ {ds = (eam. (G) PAE? cosa 


(24cm 9449), T HE vm )eosy | -ze 


其 中 Do EO GED. Ti, 
rot, A (Q) = lim r SAP: lds 


-p CAO) 
MERG -24.) cosp 
+40 -:4 )eosy ] 

-4 — 240) esee 
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T 24.09) -7A yes 


dz 


MEA SAO 2A, PALO jeoay 


2A. /34。 34 /gA, 24. 
设 —G((gop- By Az A) i : e ay ji aw dg J 


n= ccsai t cos Aj cosyk, 
有 
rot, A (Q)— G(Q) n= 1G(Q | [| cos 
-1G(Q)|coso, 

dB fü od4nmastGoiÓncim fs. 

显然 , 当 二 0 时 , cose RRA 即 当 法 线 m. 097 II a 
如 (的 方向 相同 时 , rot, Xt Cf. 

EM WERA pta P, mE GORANE AE 
AP B Na E, 2€ rot AP), BT 


a4 CJAN; [3A IJAN ; (9A, 94. 
rot A (P) = -Zii (es Jz ij (GR ar) 


i j R, 
-2 2 2f, 
dr dy oz 
A, A, A 
由 此 可 见 , 向 量 场 的 旋 谋 是 一 个 向 量 场 . 
当 rotAtP) = 二 0 时， 表明 点 了 不 是 滴 旋 ; 当 rotAC(P)z0, X 
明 点 了 存在 涡 旋 , rot A CP) CAS, Ne 8e COR, 
有 了 (4) 式 , 可 将 斯 托 克 斯 公式 


ME 


ers 2 cosa (22-2 24s cos? 


(4) 
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24.84), 
S 2y cosy jz 


天 为 向 量 形式 
fap) ts - |Í rot A(P) ndo — [[rot. A Pdo. 


于 是 ， 斯 托 克 斯 公式 的 物理 意义 是 , 向 其 场 A SEHR C js 
等 于 展 布 在 以 闭 曲 线 避 为 边界 的 曲面 态 上 每 一 点 线 法 线 % 的 旋 度 
之 和 ( 汇 在 8 上 的 曲面 积分 )、 

例 3. BRIEL A A XE HE ooi toj -o.h £& LR Ye 转 
{如 图 14. 93), 旋转 时 液体 不 扩散 、 求 液体 质点 的 切线 速度 避 的 
le HE, 


图 14.33 


SS RLI Bh APBB 表 为 
— 
OP — ric yj zk. 
i j k 


Oz Oy Os 


已 知 切线 速度 w=wx OP = 


To 9 多 
= (aG,2—20,9)14- (0,x —0,2) j 4- (0,9 —o,z)R. 


由 公式 (4), 有 
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i j k 
-| 2 2 3 
roto= dz dy dz 


O,2—(O Der Ord —OyT 
—2(o,i-oy Hok) = 2o, 

EMA HEX v Bo Ee REET AWE 2 dip. 5 ADAE TEKCIE BERE 4X, 
表明 液体 旋转 快 。 当 角速度 为 了 时 ， 旋 度 也 等 于 0。 表 上 明 液 体 不 
旋转 . 

不 难 和 证明 旋 度 具 有 下 列 性 质 : 

1. rot(. À - B) 一 Trot A 1 rot B. 

2. rot(p.À) — groL A -- gradg x A tp BEER, 

3. div(rot,Á) — 0. 

4. div( Ax B) =B ro A — Á-rotB. 
只 给 出 性 质 4 的 证 明 , BGR, 有 


i j R 
div (A x B)=div| A; A, A, 
|B, B, B, 


-2.(4B. —AB) +E (4,B,— —AB) 十 总 (A Bs— AB.) 


3241p, 13B:y, 39d:p, 2B, aB, 4 


dz oz dz 
2A 2A 2B 
= 了 ES EJ 2 4 
T3 B. X dy B.— "v ^ 
eA. daB, 9dvp SB. 
3503 Aey Pr Ay 
=B JA: 92A, "B 24s -24 116 2) 
"ey 2z , dx ay 


dB, dB. aB, AB, ee) 2B; -2 
oz | ) AA Oz +d, By Ir 
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=B- rot A-A- ro B, 
EX RANEH 
ACP) = Ad T Ayj HAR. 
1) 车 沿 曲 线 心 由 4 到 8B, 向量 场 ALCPO PHEN D 
A, dz + Aydy 4- 4, dz 


Cid: E? 


BA 5h ck AREE X BRA A X 5BU E ZR, C E RBT, 称 向 


量 场 A CP) Ag, 
2) 者 对 任意 点 己 有 
rot.A (P) — 0 
TRIS Eig AP) 为 元 旋 场 
3) PERA uu uls, gy, z), (E gradu= A, HI 
条 = Ap 3, Am 25 As, 


TRI Bri A CPO US IRI. w(x, 3) 称 为 向 量 场 A 的 势 函 数 . 
38g 814.2 定理 3 用 向 县 诺言 叙述 ,下列 四 个 断 语 是 等 价 的 : 
1) 向 量 场 AC(P) Ebr 5. 
2) 向量 场 ACP) ES EL. 
3) 向 量 场 ACD 是 无 旋 场 . 
4) 向 量 场 A (PO IBS EE (9E HT ER S PR E P RE, 
定义 FERED AP REKAP, H 
div A(P)=0, 
称 向 量 场 AP EFRI. 
定理 : 下 列 三 个 断 语 是 千 价 的 : 
1) wai ACP) ET Eip, Hl div ACP) -- 0. 
2) E SERR AP) ARE A E, Wl GRE EO 
fjAo» ndo —0, 
A 
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dtd: n AER S PESE RE Dr i 
3) FERTA RIY B, Bi rot B — A. 
VES JA ME. 

Pos EG 
TE B5 bs RP 引信 向 旺 微 分 算 子 


-295,9;,929 
Vi tx 
fre PRE AR. 有 了 只 可 将 榜 底 . 散 度 . Ne OU dE EN 
使 的 形式 . 
ER TIC f (o, y, 20 PG HE 
gradf- Pea km Ziritik f= vf. 


向 量 A 


494 
十 本 


divA— 25 


af. ga Se ` FE 一 (A. 
Be tt =y 


5E A= A -T-A,4 3 AR ole E 


人 


= 人 (好 ; i4 25. | 2k y CA A-- Aj A) — V» A. 
dz oy 


于 是 ,gcadf - vf, TOLAÀ — V xA. 
下 面 讨论 二 阶 微分 算 子 : 
i， 已 知 gradf 二 Wf 是 向 量 场 将 VY 作用 在 VYf 有 两 种 : 
1) V-.vf-div(gradf). H 
div (gradf)  div(ZL i 9f fi fk 


d ay dz 
af spp (P 29 PN 
225 ay da! WS + 3 EPA 
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? 
符号 A= 部 :十 十 起 + 称 为 拉 普 拉 斯 9 RF (LAM 


14.2 第 15 题 )， 显 然 ,A 一 V.Y， 于 是 
div (grad f) =V: (uf) = (V f= AF. 
2) VxVf-rot(gradf) —0. 事实 上 ， 
rot (grad f) =V xVf= (y xy) f=. 
2. divA- y. A EAEI. E VEME y ARAH: 
VO A) — grad {div A}. 
$. rot A- V x A Jer SEE, f V ERE Vox 入 看 两 种 : 
I) V-(Vx A)-div(rotA) —0. 事实 上 ， 
div(rotA) — «(yx A) — (VxV) A=0. 
2) Vx Oy x A) — rot(rot.A). 
二 阶 微 分 算 子 仪 有 上 述 五 种 情况 . 


f 2] ER 14.3 
1. RFAAI E HR Gs rs e) HRS BE: 
(1) f, g, 2) 一 2325, (2) fg, 2) -25—gt*- p 22, 
(3) fG,g, 2) 一 In(a?4-2y* — 8a3). 
2. WEBHj: (1) grad(uem) —ugrade-- vgradu. 


u 1 
(2) grad(-)— J Cogradu —ugrado). 


z 
3. B u= Ja8TEIZ $| gradu| =c (Occ. 


4. g r=zi+tgj+zkr= rl, X divrE div. 
5. sk P FIT Ft Eo PE dRGE Fx o s: 
(0) 入 一 和 时 一 外 了 十 etk, 4E (1,0, —1. 


(2) B-—rgz(zitbyj- t zl), 150,1, —2), 
6. WEB: C1) div (wA) —udiv.A-- A- grada. 


D 拉 普 拉 斯 (Laplacs 1749—1827) RARER., 
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(2) div (ugradu) = uAu -+ (gradu). 
T. BAN r=ri+yj+zk, RORA N RR: gi—a*(0Oxnziz) x 
的 流量 ; (2) 通 过 锥 st yt zt OSCZEUO XE ERE, 
&. 证 明 : ES ERA, n 是 频 的 外 法 线 单 位 向 昌 , 下 是 售 所 团 成 
的 体 , 4 是 8 的 面积 , 则 
(laiv nádzdyéz— A. 


F 
(提示 :应 用 奥 高 公式 ) 
9. RP AU E EST) He E: 
(1) A—zgz( — jtk. 
(20 B= (g^ ait (224-22) j-- GE g?) R. 
10. EW: E r—ritygjezk,a 是 常 向 量 , 则 rot(axr)-2a. 
1l RARA =g aetati tert yta tryta Rf 


12， 证 明 ; F S E ER TE, Ro Fa sr EAER i E, 则 
[row -ndo =o. 


其 中 位 Ehm sS hR. 《提示 : HOS EaR h a PIER S 
分 威 两 部 分 ; 分别 应 用 斯 托 克 斯 公式 ,3 
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{1) R—BÓEKEX, Din, T 


练习 题 答案 


w J Me) 


1 


1 
F (3) 


u (4) 3, 


练习 题 9.1( 二 ) 


- (Di, (23) BE, CO RE, CO RE. (5) ia. 


(6) ize, (7) 8E, (8) pa. (O) a. (100 XE OD RR, 
102) Ka. (013) kg, (O4) 发 散 ，(15) Kék, 


Ax 


(2» Mk BEEM D. 


(3》 RERA, PUR, SOLL 


n=l 


(4) Welt. vTap c nis 


0D AES, (2) Aa, (3) REA (4) REESE, 


8. (1) sc EMCA Oces] REA, (2) 552 HOP; Os 


13. 


eR i ca, 
i 2] 84 9.2(— 

CD 名 非 一 致 收 做; OQ — EI Bk, (2)—3k lk 8t, (3) 非 一 
gi ue ox 

. (0) 一 臻 收藏， (2) -aka G) aka (4) —X 
irg. (5 Jak, 
《1) RKA. (2) -ak Se, (3) —Xücik, — (4) 非 一 
six et, (5) D—xxikék; Cka; —SE lE, 
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3& 2] E 9.2( 二 ) 


P eja 
4 


; ~ 1 
7. b (= 2e D ana 
m=i 


8. j" (D) —— > sinar, 


n=1 
£& 2] ER 9.3 
1l. {1) r—2;E—2,2). (2 rl; LI- 
(3) r=]; CC ID. (4) r=2; [0,4). 
(5) r=l; (0,2. (6) r21; (—1,1). 
ur 1 1 
£o) c3. i (5 F) 


(3) [—7,T], r-min(4, ui 


3. (D-In(l-2, Í-L0D. lea 


(—1,5. 


z 一 1+1 1— 2),x€[— 1,0 U (0,1), 
D sr Chip m nü—2sz€C 1,0) U (0,1) 


` 0, 了 一 小 
i 0) $e. (2) z- T 
n=0 ` =p 
1 2 2055 5 rz EPI 
(3) 1—347-537 — 354p Sp" at "ridi 
" A ud ginti 
(4) xc p*'! 2n) j^ (5) DaT 
n= 
= " gq2n*i 
(66) $C Du rin 
R= 
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> “+ qnl 
(7) 2 G) $c nm 
2-1 


{2n) ra —1) 


5. (1) LED Dus 


EL 


(2 (repe Ee 


ld 23 sin tE 


(3) Doa 


4&2) m 9.4 


a+b 2(a—5) Sy goa 
| OD 2^ m - a41 ~ 


46008 (220— Dz | 
(2) 地 十 二 DX WEE yi 


2 ; (—i"! 
(3) Lese Dt uns 


LES! 


2 4 T. cos2ar 
(DOTT OE 
R=1 
= — Cia 
2. (0 FERF 2 y C Dt amm 
ucl 


T d z eos (2n —1) x 
RRRF For m (aD) 


(2) dA DICED AREE F 


T=0 


1 4 cos (24 + Irr 
3 (1) Hin Qu4D* 7 
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= 
A 2A 1 " mr 
2 E | —. 
(2) 2 十 = P impu (2n-- D j 


PO HTC Dos, zz 
(3) SU aA P, eos ^p^ 


"cl 
££ J B 10.1 
1. (00 ÆR, sr px X, (2) F, Enc e {3) 无 界 , 闲 区 域 . 
(40 无 界 , WER, {5) Af, AER. (8) Eie i C, 
£. (D WHER. (2) 开 区 域 . (3) [r£ d. 
(22 WER. (5) HIER, (LL AEA EBD. 
5. OD {mp 0s (2) {p OSE Oxyxl). 
(3) ((0,0))- (4) 9. 
9. (0) (G,iD [2*7 g2). C2) (G, iD [my d). 
(3) iep ER s |y] 13. (4) {zDD jy>Ţv 5hzrmo). 


(5) (Gio lr [2292 fi |y E 2)- 
(6) {m y) |2&n xz Ey? (2b 1), k—0,cL1,22,--]). 
(7) (Cum [Oz zc p, Ozap, c - yop) 


10. (D f(3.2)-2$ fa,-D--2. 


,pn G Heri; 
(2) FICHES Say * ft r, —}) = Zay » f = 7 
Fietk, fr o cab yt hz 
h ?r(z-RÀ)g 


- " 
ll. fir p = 


练习 题 10.2 
5. CD 1. (2) 4. (3) 0. (4) L 
1g. (1) (0,0. (2) ay D. 


G) 24 At (&— X1, +3 4:8, -). 
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13. 


10. 


(4) {Eras y) |£—0, 41, 72, --, ER U {rz, Ex) | s€R; &—0, t1, +2, 


-h y 


g(z,z) «f! (a). 


练习 ER 10.3 EM 
£(0,00—/,(0,0) 0, 六 = pcr F r—i 
f f 0,0) f= EERTE f.- yy 


a) a 2z-ri cos (ay), ga = Brain (x30 + zy eos (zy). 


m X! 90 —2 
Goo i T qup yn 
9u — 2rsina? By cos? 
(3) a y ay gy 
"t: 1 2 


Ox A/atpy! ay Ee SETE 


29u — 1 $2» 1 
OD a7 IFE” By d4gy! 


(6) 到 ~ zy s TE | zy, 2(zt—g^) 


E 


[gl (yy — 28. B zt—3) — 
su ain S au 1 sia 
UO» a: uit * eos, ap >e teos E, 
(8) Z-Y, 名 = 一 也 zy, (2) In. 
o: wy” JXg/ az Ag y 


f10,2,9 —1,/,0,2,0 75, fí0,2, 9 —7. 


(1) r. (2) sing. 
ay EH 2u 3f 2f 


$ — 


9s 2z 25/— BE pz say 
-—— 
(2) I oy of ara, 9 pn of af af 3 


3r gr Sy ds uc Dy 3x 
3u (2f 9f,9fY 
2 ar y Ta 


(3) au 9f 3 2f gu. Du af 2u — af |. e, 


gr x ay' 28 gr ay 2i 73:5 HN 


i i—cr 
iy = ——ázx +E ad 。 
a) lt ap? r 


* 4A] » 


11. 
12. 


13. 


14. 


(2) dy . I gd 


(3) e**(-F3zyz--a" yat. — (4) dn, 


rtg , 
(3) duy UL da —22 (ada T y), 
Cw 二 
dz—dy. 
masl; 222 ttti 
(1) 2z4-2y—2—1; 一 人 一 一 
g— 
LX d qq259,; let 
2j cosa sina. 
(D g—, (2? a 一 外 
1 4" 
一 3 -1m 
(3) a= rali: qM 
(1) 2 «- cosa-F eosf + cosy. (2) 3. 
练习 E 10.4 
a) taie gy, Z = peg, 2" mizy guo 
Jr | ' gag — 5 ay 71A 8v 
(2) au PEDI 2n z—y Sus 2ry 
349 Cty Pay EPD 3y (ri) 
g* 
(3) Z5 = 2eos G--y) -zsin G3), 
gt 
2:27 eos (x-F y) — xsin kz 十 的 
à, 
gT rsin a+). 
(4) GE gu O 3zy 
2a? P Pa EUT 
tyty y qatpyt et 
(1) 0. (2) —6 (tost cosy), 


&. f5'(0,0) = f (0,0) =D. 


11. 


12. 


Fu 2f a f 1 ef 
asas ETA ay? 

Fu sp aif a. əf 
deat 2r osi t TU a !ayr tay ay 
Fu sf 2s Sf, FLA 

31^ Jr? 3:29 33g 

a) Peai LFF, 

Jst Bart 2 r0; r3 ay! 


Fu  .,2f s989f 2f i 8f 
Jsi MTS "por i? ay 
Dw 9  .5* af e rf 25 af 
2t Je i? Jrðy Et 2435 (05 Dy 


. G) fG, 4) —5-r-2G—10*— (—1) GE 2) yt 


(2) fi, y, 2) =3[ (z— D+ (gy —1)* --(z—D$— iy) 
— (z-— 1) (z—1) — (g— 1) (z—1)]-o G-—10* 
Tügy—19-O-—1)5—3(z—1) (i— D (z—1). 


(r—D"(-D* 
xe mia 


m-0n-Q0 

OD (0, DX BU nz, 极 小 值 是 0. 

(2) (a, D EBA IR, HEB AE tbt. 

(3) (2, D Afi rx, BOB E 28; (72, -DERART BK IC: 28. 


(4). (0, 0) 是 极 小 点 , BU DCAE 05 (0, RRRA, RAEE 5. 


s 5 9 
3” 3' a" 
Za a 4 
Vi ya" YF 
底 <2 MÀ 
1 TART? A3 
练习 ER 11.1 
. OO) —9 oy 2 tost 
I= re GC rar ar (3) sm 


LE TIED 


292 zi—-yz gr yi—rz 
z. 一 : 
a B: ryt” By gyz 


(2) az liyssin'zyz) 2z Llc czsin(zyzm) 
Sz l-—zysin(zyz) Jy i-—zysin(xyz) 
3. (1) EEE, 
z—y | 
az yz sz zz 
2 " 
(2) 8r z'—zy Ay zi—uy 


dx gy—z dy z— 
5. 0) dz z—y dc x—4y 


(2) du— {sinv+ reosc)dz— (sinu— zeosv)dy 
zeosn H Y COSH 


p- (sinz—gycosu)dz-- (sin u t y cosu) dy 


rcosrd-geosu 
g 99; lo, 天 | -2 
p wjp 12 
9. (1) 21 «eos ?., sint, 
x Li u 
2v ) 
T. -—|[sin-—-—-—«cos— 
p d 
97 cos T. |. sin P, 
sy u 
(2) 24 sia» 2u 一 cost 


Sz e"(sinv— coss) Fl” Jy e*(sinv— cosv) tl’ 
20 _ — (e* — eost) 3v e-i- siny 
.Br ule" {rino — coso} F1] 27 Sale" (sinv— eosv) 十 1 


13 sin(g+y)eos? (3t +z} -F sin (yt 2) eos? (z— y) 
t eos? (gd 2) , 


3F , aF ir , SF p - 
14. m [z--g (2 ], 2p [z-990]9' (D, So; PD 2 G5, 


x 2 =f rtg Mig n, 


Pie f [et9 G0] [g' (J -f'Ce- 9 G0 19" (n. 


* {dd e 


练习 是 11.3 
-D (p JRA mure. o» (— Pius 
SBUMER SS. D mao, RKE s. 


* (0,0, 1) 5 (0, 0, —1ID. 
,0,0), (0, 1, 0, (71,0, 0, (9, —1,0). 


。 MA GSC SUE SERE AR ME 


A PE 
(z> 5) 
E Dc 


的 最 小 转 征 值 与 最 大 特征 值 . 


£& 2) HN 11.4 
2—5 
ND -y eti, BORED 22—2y+3z=r—3. 
(2) UA eA, BPE  ipbykneea, 


1 1 1 
Ml DM- 4, -5) 


SHE Iiii 法 平面 3z+3y 一 z 一 3， 
5 一 亚 
EE: 1 n 2 一 1_ y—1. 4 
- (OD WHEE 2.6 7: ER 1 一 一 2 


(2) WEE 3z4-49--12:—160; — Mii Er 


。 切 平面 r-4gJj-0z— 4-21. 
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7. WFH arint, 一 G09 ta Lu 2— 08, Va} 
2h E— Ho Gov _ F — U SNV FV 


aain v — COS Us Hs, 
fk 2) K 12.1 
H 2 m 2 2 
i. (15 PE (2) in. (3) T (4) PE (5) "Pu 
(8) Pe 
2. (OD «at. (2) AR. {3) Xl. (D acms, 
R= mel A. (5) MES, (6) 发散. (7) 收获。 
(8) it. 
i$ J Es 12.2 
[4 2 
i. (1) x. (2) u* (3) 4a (4) m. 
2. (D X. (2) Wi. (3) ira — (40 "rg. 
(5) XR. (6) XX. (G) pal 与 9 之 1 WORT. 
T. (1) In2. Q)ml. (3) 0 (0 
E 
ik 2) ER 12.3 


1, — GO «iru 0, 
1. Fiy) Js sys, 


—1, ley. 


2. 01 (2 T G) mn 
—2sinz 
3$. Q0) f -x4-gsinz)* 


(2) — 2 age 75 da. 


(3) (++ z L5 )einr o -( +p). 
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15. 


17. 


. FH =3f (0 + 2yf! Gn. 
» P'o =f iath ath a 


na: 
1n ——. 
aln — 


. Zine 


arctgb — aretga. 


a) € 


练习 BE 13. 1(—) 


eJ 


练习 B 13.1027 
(1) 1. O 2. (3) ME 


.DT ep fi, p dg— EN NISI 


T 
1 IT- 1 i-r 
D [oa T fena a fenes 
一 上 -Eb-zi vi 
1 Lexi- al 
w f daf Fay) dy = fab MIS 
-4 -ls 


2 ~¥ 4 hEI 
a) jal sener) aj fep) dz. 


o f VM (x, y) da. 
of aT fepe nl ^ fepe 


a Le (2) 2. 


(1) lana (2 27 Be 一 o9， 


Parande) 


Q8 3m 2 (22) 11 
a" 2 Our O air 


m4 


6. CO — =.. gq 一 
a) [aib — a,b | e 3 a p-r 

9. (1) 16a*. (2) 4aba?. 

10. (1) T (2) 2a. () 6. 


13. IN tf (Ecos p, tsin p) dg. 


i& 3] Hb 12.2 


1. (0D zr (2) luni. (3) m a 亚 


ü 
TIC renom af m 
=f'azf ‘daf F, pedet faf "f(y,o dal 
D f f a fg nay 
-l tel -vr 


=f a a( fa g,z)da 
o ] gms UT 


3. {1) Is. (2) $e. 
1 4 
(3) Faidid {4} ig P ca a. 
& oL o Š, 
— i a 
(3) $ G—/2) 9-29. € 3r. 
3 7 
5. QD (00,4 ) (2) (5.2. 


. 4 — 
6. (D E (2) 13-4 2—5. 
8. Ant*f (E). 
9. £xf(0,0,0). 


zta? aber 


(12 IF (2) ETE 
+ ji o 


10. 


11. 


10. 


im 


e 
i 53 ES 14.1 
O0) 1472, (2) 0. 
(3) SA+]. 
UIDES 2xb 

(D arte 

EJ 

16 

L 4 

(1) —21. G 3. 

(3) — 2ra (atb). (4$ D 1; G 1. 

(1) 3za*. (2) 40 —InS). (3) domat, 
.O(132 zab. (2) iab. 
(ODrt-EBBy—2y* FC. (2) 43 一 2 区 十 Y82 — y* 4C. 
.. (D. 点 AEG, I (2,9) —0. (2) 点 AEG, HÉ, n) = 2. 

AJE? 
.. ÇI) raè. (2) Fo sin ACOB As 

(1) Srabe, (2) 0. 

Fid 
` -74 
(1) 3a*. (2) Smas, 
. (D za 8. CE 
3 (3 -- g* Hat) — 2zgz-FC. 
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11. 


练习 ER 14.3 


.O€ 2zy!z'i -2a!y!zj Amy zh. 


(2) 2zi— 2g j tr 4zk. 


2 " " 
(3) a (ri--2yJ — 3zk) . 


. HAE 有 十 型 一 后 (十 所 十 a*-py*dbztv50. 
. divr—83, diy 2. 
fT 


- (1) 6. (2) —24. 
. (1) 3x0n. (2) nh. 


(1) z(z—iDid-yiz—2Jj--z( 2k. 
(2) 2[(—2)i-F (一 功放 十 a-p kj 
EF 
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数学 分 析 讲 义 
练习 题 选 解 


HRE cj FT GT o 


rU SEECE UU 


〈 京 )112 号 
内 X S 


LE PRAJE PDRPETIOICO4 IR AO EL AA 13 2S 
大 通过 分 析 解 警 所 选 题目 教 给 学 生 分 析 问 题 和 解决 问题 的 方法 ,解答 清晰 . 易 伏 .并 对 
-- 些 较 难 的 与 题 给 出 了 题 前 分 析 ,详尽 的 解答 步骤 和 题 后 注解 . 为 了 切实 地 怖 动 初 学 
LES SORTI EJqUES ERA BEEN T DOCE PERITI I NEM EE 
EIEEZEIE IINE ILIGUP TXRIEFREDERTEIUDITIGIJUE RE 
ftri. 
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中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (95) 第 20511 号 
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前 


应 广大 读者 要 求 , 我 们 编写 了 这 本 《数学 分 析 讲 义 练 可 题 选 
解 并 以 下 简称 ¢ 选 解 加 .据悉 使 用 刘 玉 莲 , 传 沛 仁 编 < 数 学 分 析 讲 
义 江 第 三 版 ?作为 教材 的 学 校 有 高 病 本 科 院 校 . 高 师 专科 学 校 、 高 
师 函 授 院 校 和 教育 学 院 等 . 为 了 帮助 广大 专科 学 生 学 习 , 这 本 《 先 
解 ? 敌 当 多 选 入 一 些 练习 题 予 以 解答 :证 明 题 多 数 给 出 解答 ,计算 
是 只 给 出 奇数 号 码 或 偶数 号 码 题 的 解答 ,其 至 只 选 个 别 繁 难题 从 
答 . 每 题 的 解 管 力求 思路 清晰 ,、 投 述 完整 ,行文 规范 、 详 明 易 懂 , 

读者 一 定 要 正确 地 使 用 这 本 《 放 解 》, 那 就 是 做 题 时 要 * 先 做 后 
AUR AERE” 一 般 说 来 ,学 生 做 题 总 会 遇 到 这 样 或 那 种 的 
问题 和 国难 ,这 时 需要 开动 脑筋 .回忆 联想 ,多 方 探 索 、. 寻 求解 法 ， 
力争 强 立 完成 这 是 提高 解 是 能 为 不 可 缺少 的 思维 训练 过 程 , 只 有 


经 过 认真 思考 , 仍 百 思 不 得 其 解 时 , 才 参 着 《 选 解 ), 否则 ,* 先 看 后 - 


做 "或 * 边 着 动 做 "都 不 会 取得 好 的 学 习 艾 果 , 请 读者 切记 . 

本 书 由 刘 伟 编 写 第 一 ,二 ,四 ,五 ,六 章 , 林 末 编写 第 三 ,十 、 八 、 
九 章 , 刘 宁 编 写 第 十 ,十 一 ,十 二 .十 三 ,十 四 章 , 最 后 由 刘 玉 奴 审 
EHI. 

本 书 在 编写 过 程 中 ,始终 得 到 高 等 教育 出 版 站 文 小 西 副 编 字 
的 亲 场 关怀 和 间 体 指导 .本 书稿 承 营 中 国人 民警 宫 大 学 强 文 久 司 
访 和 本 书 的 责任 编辑 徐 可 同志 精心 审改 , 红 正 了 一 些 错 满 和 个 别 
竺 学 性 的 错误 ,并 提出 宝贵 的 修改 意见 和 建议 . 他 们 为 提高 节 稿 质 
量 付出 了 辛勤 的 劳动 , 在 此 对 他 们 表示 豆 心 感谢. 

由 于 颖 者 水 平 有 限 和 献 少 编写 《¢ 选 解 ) 的 汉 验 ,本 书 定 会 有 一 
Xe m HR ES IA RE T BC dS IE. 


编者 
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第 一 章 KA X 


练习 题 11 


(CHF L0? E. 88, € 10 PD 
5. 确定 下 列 函 数 的 定义 城 : 
(5) "ume 
 ASETIUIEPEUTEAHETM EE EIN DC EE. 
是 开 区 间 ( 一 cc ,0)- 
(6) 一 ln(2z 十 1 十 /4— 2. 


E! ”要 求 2z 十 1>0， Pa raoa g nR E 
于 是 ,函数 的 定义 域 是 区 间 | 一 去 ,所 
(7) y tn| sin iz). 
ME ER sin >o XV KEZ, Zn o CH D m, BV kEZ 


一 {0) an< $34 &— 0 BERE DECR] C1, T 000. FEAA E 


义 域 是 无 限 多 个 区 间 ， 
(zx x SK CZ—(0)50,.-o). 


(10). g= V cosz. 


D GERMEN ER. MCARTE, FA. 


E ER cos 0, IV KEZ, 2i Tan D FE, 


数 的 定义 域 是 无 限 多 个 区 间 :Y EZ, [ 2583 528-5 |. 

6. 正方 形 的 周 长 集 合 工 与 其 面积 集合 4 之 间 的 对 应 是 否 是 
函数 ? 三 角形 的 周 长 集 合 /与 其 面积 集合 8 之 沿 的 对 应 是 否 是 本 
数 ? 为 什么 ? 

解 因为 正方 形 的 周 长 为 E z| 每 个 边 长 为 全 | 时 ,所 对 应 的 


a 


面积 P=| 4| €A BUE EDA RER 
因为 三 角形 的 周 长 为 -Ei ( 设 三 角形 的 三 边 之 长 分 别 是 
asbes Hl a d 5b 4 c-— ro 时 ,所 对 应 的 面积 8 = 


| 于 一] [ 5-2) {于 一 e] Es 不 是 唯一 的 (与 4,5,c 有 关 ), 所 
以 这 个 对 应 关系 不 是 函数 . 
10. WE: d$ eG =n ETEN eGO- Fe) —9 


a+b} 
ET 


证 hpo DL eGORS RE CMS Le CT. BEDA [a 
<1,18|<1 时 ,有 


| .1—4 1— 
pla) 十 p) nT 15 
nQ Od 
RETRETTI 
nioa? tab 
DicaTb-ca 


图 la 


Ti 如 果 等 边 三 角形 的 面积 为 1 ,联结 这 个 三 角形 各 边 中 点 得 
到 一 个 小 三 角形 ,又 联结 这 个 小 三 角形 的 各 边 中 点 得 到 一 个 更 小 
的 三 角形 ,如 此 无 限 继续 下 去 , 求 出 这 些 三 角形 面积 的 数列 . 

解 ” 设 原 等 边 三 角形 的 面积 为 41, 如 图 1.4. 联结 备 边 中 
点 所 得 的 小 二 角形 的 面积 A 是 原生 角形 面积 4 一 1 的 地 , 即 o 
qo 同 理 ,再 联结 这 个 小 三 角形 各 边 中 点 得 到 的 更 小 的 三 角形 的 而 


积 = 点 ,如 此 无 限 继续 下 去 ,于 是 ,这 些 三 角形 的 面积 数列 是 


| 1 1 d 1, 
(| EAr AP AAA 
14. EI EPICURI a e 8 a E 2 0,8 — 1, 2 B RS 
lina, ) J& E 2E ER i. 
证 已 知 {4) 是 等 比 数列 , 设 Y n € NI aa 为 公 比 , 是 下 
常数 ) F 
lng,,, 一 !ng, = -ne = ma H O, 
Bl cna, ) EZ H 1na "— 
15. E A Bg Xx gc f£ GO dE PERI [as 5] RES BR. Cte EE [B] La. ] EF ng 
E X 8] — 2 Hl £3 A AUR BUREE EE ERIGI fO f RT 
5 eR ECT d n : 
(Dg 1HfG)Ó. 
Cana ffe. M f£ 
解 n=l = 一 f 3 f(G)« 0, 
其 图 象 是 图 1.5 的 虚线 . 
D p HOH a) |). 


解 n UG H fe) = max (0, G0) RE SR RES 1. e 
的 虚线 . 


y= LUC GI: 


M d.e 
(3) 5-4 e) Ifc) |}. 


E n= UO O= min (0,562) RAREN LL c 


&5 exui £x. 
16. p Ang n =f agp gGÓOEIRBI[o.2]89 B] E K [8] 
Cab jE nT pE m A R EO, LIEU Lud 


(D y= 方 {f(z) +ga) fm) — otz) |). 


解 g— UG) a GO» |) yg) | }= max (F) gC), 
其 图 象 是 图 1.4 HRR- 
(2) y UG GI ife» -—sGD | )- 


WE os LG HG). 1£G)79G)]) min UG) 9G), 


XE dE 1.28988 £k. 
"d^ 


(GEL) E25, € 20 页 》 

1 证明 : 若 图 数 FG Ej e GOXEXCSR ACE ELM e Xr £0 4- 
9G) ,f()—9oG) ,f(z)g(z) 在 数 集 A 也 有 界 ， 

证 CA fGNESeGOdE AAR R M—0.y z€E 4, 有 

FO] «& M 5 1oG)| « M. 

于 是 ， [fC [x] fG0|4- 19GO | £M 4M —2M, 
Bl fG2--oGOoXE AH. 

同 法 可 证 ,f(z 一 pCz) 与 f(z)yp(lz) 在 4 也 有 界 . 

4. CDUEUTIa x4: 54. 15 3 LE 

(8) In(z- VIFF). 

H ETKA FXE, 


in( z+ VTF) = n 


1 
= jn = 
= 十 VIF” 


(TEF — a) (VIFF +2) 
z+ 4icz 


In(s + VIFF). 


CO) in 1 Fr 
NE EHAK. 事实 上 ， 
Qiltcs EPOR ]—*- 


一 In 


"ITO o» "I= 1+x 
5. 证 明 : 函 数 f(z) 一 二 在 区 间 《0,1) 无 界 ， 


证 V 61. XE Sc (Doa S Bsp. 从 不 等 
Xs S ac. TH 
Vi liaec (0. Ds c ,使 fa) 一 守之 如 


BD 5G) — LC, D3E ERE JA RI £00 — 10, D EAR. 
6. Xa fbr T A ER CIS 4 e F8 3 pi EA RC TE RIA ,并 指出 
最 小 的 正 周 期 : 
(15 g—sin'z.. 
解 y=sintz= 卫 (1 一 cos2z) 是 周期 函数 CL AI cos2z 的 最 小 下 
周期 是 r YER, 
sin? Cr 上 z= E 一 cos2(z + n)] 


= +a 一 gos2r) = siniz, 


于 是 ,sin’z 的 最 小 正 周 期 是 n. 

(2) y= sinr, 

解 rosin 不 是 周期 函数 . 

用 到 证 法 .假设 y 一 sinr 是 周期 函数 , 设 其 周期 是 了 盖 0, 则 
Y cR, dy 

sin(z 十 T)! = sing. 
r=0,# sinT!—sin0— 0, Wl 3 s, € N, t T= nn. 

再 令 ?= y 2 T( 为 什么 这 样 令 ? 见 下面 的 证 明 ) ,有 


sin[ C 2 + DT Y = sin27* = sin2s4 = 0, 
PURI my,€ Nt ( 4/2 41] T] —m, 或 . 


(VI+ s —L 
上 式 等 号 左 问 { 十 1)” 是 无 理 数 ,而 右 端 到 是 有 理 数 ,矛盾 . 于 


是 ,y 二 sinz? 不 是 周期 函数 . 

(6) g—DGO A R ERO. 

| MEFLIZOUICS EA T EORR IER 

事实 上 ,对 任意 正 有 理 数 +,Y xER, 有 

petr UÄ RRRS) po. 

FE GELARAN r AE Diz) 的 周期 .因为 正 有 理 数 集 没 有 最 
小 数 ,所 以 D(x) 没有 最 小 的 正 周期 . 
z 
5 

解 y—sin 本 十 sm 亏 蚌 周期 函数 . 已 知 sin 35 sin 亏 的 最 小 
正 周 期 分 别 是 4r 与 10r, 而 de 5j 10r 的 最 小 公 倍 数 是 20x. 
v iC RR 


sin iG + 20-2 + sin iG c 20r) = sin E + sin 


于 是 , 它 的 最 小 正 周期 是 20r. 
8. uEBB. ERE fO YE XB] I 5 E e— V tom nE H T E 
«Uns 
M [fGr) — Sla Efl) — fG01z 0. 
证 已 知 f(x) 在 1 单调 c=>Y tor Er Hox. 
s EOE 1 EREM A £0 £280 5j fG0 —- fG0220,] 
若 flz) 在 上 单 调 减少 ,有 FODEL 43 fo fG s. | 
N adat E da H t lagas s LS Ced — fle LFCz 一 了 (2 ] 
7e. 


(8) y=sin $ tsin 


E 


5 


* * * * 

9. 例 举 符合 下 列 条 忻 的 路 数 ， 
(D 3E R PERPE SE RC. 
E f(z)= 一 z 是 在 RR PR AERE ARGEN. 
OEXEIILII TIME 
$ ”常数 函数 了 (x) 一 C( 常 数 ) 是 在 R OR 7b PE ER CCS 
uc l 

(3) 在 有 是 偶 函数 .周期 函数 , 且 不 存在 单调 区 问 . 

E KHER y DG ER. JB e Ek LRL RS n. EDI 
3E 3E E G3 uE PU D. 

C) ÆR RARS AEN. EMEK Ra 

E 常数 函数 了 (x) 一 0 dE R dé r ERU L I e URL SECOS 
证 ). 

10. 证 明 ; 在 R 不 存在 严格 增加 的 个 函数 . 

证 HRE BRER FERT RHMAN IG, 

Yot E R, H OZ, ro m nh 

由 FOER 严格 增 加 ,有 aD oa Sa); 

HIDE REBAR UA JODS rd fix fC6 oz). 
TÉ. 

fC— zD = fip) «fo = f(— t), 

与 fird C 723 f. 所 以 在 R IRAE TET M né ou 3 on o. 

11. 列表 对 比 下 列 的 定义 及 其 否定 叙述 ， 

《1) fGMHE R 是 偶 画 数 与 不 是 偶 画 数 - 

答 


LIE YER, FG fi). 

EX Lu 3 HER ath Fx fCT 
(2) fx 在 及 是 周期 函数 与 不 是 周期 函数 ， 

ra 


FILS fr J £0, V ER A FG fGS 


ESL; n V 090,3 ro € Rf] FED FG fis 02 FG. 


(3) OEE Ca 0 dE P Rr M R 53 XE t DR RS cC 
答 


PE HÀ hu en S M orarE€ a. H zen Fon) fr 


EIS E-ESI E 3 nor E GOL aap A fGOZIG. 


14. 证 明 : 若 函数 ffz) 与 %z) 都 是 定义 在 4 上 的 周 斯 函数 , 周 
期 分 别 是 7 与 7， TT 是 有 理 数 , 风 FO Hg GO 5j flagir) 


都 是 4 上 的 周期 函数 . 
证 已 知 4 是 正 有 理 数 (因为 周期 7 与 7, 都 是 正 数 ), 设 


sx (0 aT,—mT,  dEi0—naT,—mT,—0,v zCAH 

fGc Or gGrzk D — fG-EST g(t 二 mT) —fG)- M gG) 
£j — fGack0s(Gk0-—fGlaP0gGiEmT-—fGgG. 
Hl fG)--gGO 5 fGDg GONE EE A E69 8 HR eR A. 


练习 题 1.3 


(GRE X ).E 2. € 31 页 ) 
1. 指出 下 列 函 数 在 指定 区 间 的 反 函 数 及 其 定义 域 ， 
(4) =E abed ERR, H at bee. 
解 CH adicto W a 与 不 能 同时 为 零 . 
若 一 0,a 关 0, 此 时 ,4 天 0, 从 方程 9 一 下 z 十 二 解 得 > 一 二 3 一 


Ja 


Z FR CHEREE y= Ta P og URGE R; 


I+% 
车 A0 ARE o 解 得 * 一 


TE CHRRME =E 


, 
—tü 


b—dy 
eg-——a 


EURER- 


(5) sha— ee") € R. 


W UU Ea-lGC-eomÁe-ne-i-omüe-gt 


yg +l ‘只 能 取 正 号 ) 或 z-in(J y^. EHE II ERU y 
—inG- YY 十 1) ,定义 域 是 RR， 


(8) 
r, z€ (— œ,1), 
z x € [1,4], 
2 ， z € (4, 十 c2). 
NR rel, DIt, RE y= e EIER x 一 y,y 所 
(—oo,1) 
34 z€ [14 时 ,函数 a BREUI y € [1,16]. 
35 z€ (4, 2c o0 B, p — 2" 8 pz ERES log. yy € (16, 
+æ). FE CERERE: 
T, z € (— 95,129, 
zu z€ [1,16], 
iog.r, zr € (I6, + 02). 
2. 证 明 : 若 函数 y — GO TES 4 严格 减少 , 则 晒 数 y — par) 
PERAR =p (的 , 且 反 函数 一 mp (所在 wm64) 也 严格 减少 . 
证 首先 证 明 p(x) 存 在 反 函 数 , 即 Y yE wp(4) ,按照 关系 9 
对 应 瞧 一 一 个 zE 4. 用 反 证 法 ,假设 3 n € 9 CAD ,按照 对 应 关系 
p SU bX RBIT zo € AS B x o6 E yo pD m eG. XX 5 ER 
数 y 一 2(z) 严 格 减少 矛盾 . 于 是 , 国 数 a — o GO Tp TERLER E r = 
+ j= 


pP yE pA 
REXIEHH A R a 9 1 GO XE p PI TREE. 
V ye EPD. H nhe p $n 与 pTi) = r; B 或 
=pl) y,— GO. ERMAR y — p (Go A Ff NIV. 
有 
QC) = gy qu 5 pir) r, D» y p g) 2 QU Oy. 
HB Br EE =p OD E A FRAD. 
5. 证 明 : 若 函数 FO eg GO ,h(x) 都 是 单调 增加 的 , 且 
JO yr) 天 As NW (LfGo ] s sbe CO ] s Lae 
证 将 已 知 不 等 式 fGO sg G0 5i gGOSCAGOBS » HW ERTR OS 
gir) 与 Ar 有 
JUgG20] x gLg ery] F glee] s ae- 
X DELL ER RC JIz) 与 gz 都 是 单调 增 如 的 ,有 
FLfGO ] s fLgt€5] 5 lgo] x [4G ]. 
于 是 ， fLéGO Jf Lao Io [o GO ]xzo[ G0 )zzh[ 4€) ]. 
Rp fLEGO gl g Go ESSA (22 ]. 
T. 设 fOORE x 8 X ERU H FO — 1 fF G-E D — f G2 — 22. 
KAR f(x). 
WEO WE Sasar tbr te OR SC f(z) 也 就 是 求 其 系数 a,b. 
c)- 
GB foem 0 .À TE fFGo-er-0b6r1. Xp 
fr c D — fGo m ar d- Y 4 BG 4-2 -F 6 
— (az? -+ br -- T) 
一 26r p a p b= 2x. 
ERTES A SOG W RAY EN EO A EE 
2a = 2 tjat b= 0, 解 得 f= 1,5 —— I. 
于 是 ,二 次 函数 Jett 
838. 证明: S e (o 1f geh 
证 根据 两 个 对 应 关系 《 隐 数 ) 相 等 的 定义 ,对 任意 x, 有 


. lli- 


Te Goe Da) — flt * DY = figla] 

与 {fo g) oh} = fo gis = igla]. 

上 述 两 个 等 式 的 等 号 右 端 相等 ,从 而 等 号 左 端 也 相等 , 即 
(91 一 (人 9。 


1 


9. 设 F = 十 去 | 一 他 十 六 , 求 函 数 fo 


解 Bart A taai) 一 2 一 六 一 2, 即 f(y)= 
y —2. 将 自 变数 ? 表 为 z, 有 ff(z) 一 并 一 2 
10. 设 FOD =E RED 
um ud 


M itz’ 


NW ”为 了 书写 简便 , 设 no-fUb-o]D. 
一 


ze 


14 z* 


f£G- flic] = s 


MIE YL 二 和 


> ! . 月 一 j=, | 
REFIERE f Oei N 
FE N= 一 


Vitia mop Yit 


于 是 ,ff{f[…fz)]} 一 了 (一 一 一 一 . 
X 1c n 


fi -— f) 一 


12-5 


练习 题 2.1 


(CIE XC LEE. € 45 页 》 

L DC FALBESOE SIR R lima, =a 的 定义 是 否 等 价 , 并 说 明理 
Hi . 

(2 V £»0,3 NCN,V nN, f la, —a| xz. 

E 等 价 , 即 Y 60,3 NEN,Y iN la a| I V e, 
J N€N,V x-N, |a a| <e 

=W a >00, NEN,Y nN, Ẹ la, —a| e V nR e ce RI 

Ve 0,24 NC N,V n>N, |a — a| Ze 
eX 600,7] N,CN,V uw N,,la,—a| «c HR NT N, BG 
Y 220,43 NEN NYa N> NN, la, —a| xe 


(2) V &€N,3 MENY XN, Baa | e. 
E 等 价 . 因为 Y :>0( 限 定 0<e<1D ,3 EN, loo 
x OIL oe 000) ec 0, BEDLV EN, H Ja a re 


V e0, É la, — al n. 于 是 ,由 (1) 知 ,(2) 与 级 限 iimo. 一 o 的 定义 等 
tir. 
.《3) 有 无 限 多 个 00,3 HT 63 NODEN, Y n NO) VÉ 
[a, — a] «5 
E 不 等 价 . 因为 “无限 多 个 >0* 不 等 价 于 “YW 60". BÜZGRR 
wa 


多 于 e0 不 能 保证 * ERE GOOD. 例如 ,无 限 多 个 正 数 = 一 1 十 
Laem Ti e= 1 十 二 不 能 任意 小 . TE, OSR lima =a 的 
xg XA AR. 

(D V 60 AARS A a 1a, a] me. 

答 不 等 价 . 因为 * 无 限 多 个 ass laua < 局 不 等 价 于 “3 N 
ENY n>N, A [a,—«| e". BI JCPR Ze a, 不 一 定 是 大 某 项 a 之 
后 所 有 的 a (ND VS le a| s]. 例如 ,数列 {一 1)*1， 

— İ,l, — 1,1,1“, a -— ]. 
V i200, TZ BE TE TE GER £T RICE a — 10€ ND fr |a — 1|] — | 1 
一 1| 二 0 之 :, 而 数列 {( 一 1)*} 并 不 存在 极限 . 于 是 ,4) 与 极限 tima 
=a 的 定义 不 等 价 . 
(5 VEN, RAER Ta, EFRA ept 之 外 . 


FO F EMY t€ NC | 下 让 | 一 lo, =a | 
Hi REGE ROT as HER m Tasas n 位 于 区 间 
[amt att] imd 
N, — max {a etg, sn). 
从 而 ,Y NÉE la cad e. Tio 0n o) ,此 即 (2). 于 是 ， 
(5) 与 极限 iima, =a 的 定义 等 价 . 
3. 证明 下 列 裤 限 : 


COSR 


(2) fim t — p, 
证 V c0, 要 使 不 等 式 ~ 
l cost . [cosn| . l 
n -中 a [9.7 
RX ARER <M > eNe] r 
Ve 0, y= [tle NV ao w, 有 |s 一 JE 


a jde 


BD lim -—— -— 0. 


SR O OoOo 
Eb hm 5. 
证 Y e>0, RE n— 7. XE(BURSSEXX 


5r? 
Tg — n? 


” 威 立 ,从 不 等 式 中 解 得 nT. 取 > 一 max{7， [2.- 


7|) FÆ 


Ye: > 0, 3 N — max I^ [ferie N, Yn WN， 有 
Sa 


zc». 
. 5a* 
Bp im z T 
(5) lim( /£n1— vn)=0. 
证 Yes>0, 要 使 不 等 式 
ICA - x) 0| 
ME TESERZSIEZESESES 
va 十 1 十 vn 
1 1 
i xe 
Pre 
ae 1 1 . i 
liL. ARAS sce RR Ce 1s vo a lF 
V 50.3 N= [a ]ew.v >N, 
{Fi rlro], 
RE ? lim[ wx 十 I— vl=0, 
.ü 正明 ， lim 7, —0. im 5-0, lim 5 — 0. 


a2 s 2" 2" 
UE FUA SSH 5; — 0 的 证 明 ( 回 法 可 证 其 余 两 个 极限 ) 


2155 


由 二 项 式 定 理 ,Y ?aiEN, 限 定 AZEA.4 


F= (A+) 
一 1 4 pt 1) 十 2 一 au — 2 
pta Do 2) — 3) 4 1 
Rc DG -2)(0 3) 
= 41 
V :>0, 要 使 不 等 式 ( 限 定 n4) 
n n? n 
» "|- $9 3—10-2-—359 
41 
E 24n? 
^ (a — DG — 2) — 3) 
-~ 24 
aoh- n-3j 
n n 
goooM ou 92 SL, 
G-p.li.L *-! 
2 4 
RE ARER ce a> ya N = ma 
[jea 


¥ 890,3 N—max 6, [224i jsNy NV 


5 
7 一 JE £s 
P 
Bil lim — — 0. 
x * * * 


. Jĝ» 


7. EV] Uma, =a, UM tim Yaca. 
证 EAE: 
OD #a=0. [158] ima, — 0, BD 
Y 2-0. NEN,Y >N, A o. | e A UR 
Hs eol rc] YT YT. 
其 lim 4/ a, =0. 
Do + a0. BELA lima, — 97-0. HB 


aues 


Xbel03N,C€N.VuN, ;有 Ja, — a| < 二 4 或 a — 0. 
XM i0, N€NONVZEN OV e>, A la maje llo. 
从 而 ,有 


3 E in, — 2] 2 
Hw - yal (Fu. Ya Ya +l ya] 
jas — a| | 
« — Eu 37 [In 
[^] “a 


Bi lim J f; ME y ga. 


DE a0. G lima, —a« 0, Ep 

d 6200.4 s, €N,V CSA A [uy —a|«2—a 5 a0. 

XN EI NENCGVZZ NO. V n2 N ff da, —a| e H aO. 
从 而 ,有 


a 5 一 7 7 : E 
| Lim um | i FEE T 十 AP * Ya 十 [ APR i 7 
< 


[( Va. Va s Ya. Ya REEK 
B lim y H, = Ya. 


于 是 ,YW aER, 有 lim a= ya. 
8 证 明 下 列 极限 : 
(GD tim T o. 
证 ov c 限定 «l2.2BBBTR SEG 


"2,2,2, 2 2 
RI o|= 志 = 了 2 3 nl 5m 
4 
mieux 


成 立 , 从 不 等 式 全 < 解 得 a. IR N—max[2, EI :于 是 


+ 
Y 220,3 y ~ max{2,[ 4 |)e N.V val — o < 
2 


" map 
(20 rim r=], 


证 CAI Yn —I4250. Hy n —1-ol0 或 4 二 {| 
+e)". 由 二 项 式 定 理 ,¥Y ze N,nz22,H 


nn 


n= (l--a-—I 十 m, pU D oa 
LIO 一 1) 
HE A 
或 民众 而 .VY 2, 有 不 等 式 0< I — masc VE 


n—1 


V (m0 EE GE n252, ERE Se 
Oz a — (x — o. or 


E »— ] 


RARER- L b ac ing 和 


IP 


max 


npe 


V 20,3 Y —maxi? 


|y» e 
Bp lim Yn =. 
(3) lim- =0. 
Ys 


证 首先 证 明 :Y aEN, 有 不 等 式 n xu. 


Eur p.v n kEN, H Exin 有 


acm kia — k + DER — i400 —1»)z 


当 k=l, 2an RE 
RS nO D E 1. 


HEEL ETRADE E AUR PE AREA g 


n" x 6l -a2 . {a — Dj- 1) =al anj = (a)y, 


1 1 
即 VEE Vat gv TE 
其 次 ,y e» 0 EROR Sat 
1 
—i p ; 
Ku JS "rds 


[ue | | EN,Y (NÉ 


0) 


成 立 ,从 不 等 式 一 一 <e Boc ovS [5 F 


Ju 
V c»0,3 x-[i ew >N, 


E EIL 
x! 
Bj lim — = 0. 
vc vni 
(4) lim | mg 4b 
[02 2538 niat i: 


、 1 1 ] 
证 TD 
d£. 11 1 1 
-[: zt- 3]t7* unl 
EN 
n+l’ 
¥ s>0, 要 使 不 等 式 
1 1 
Ire “2 xo] 
H 01 
IE - vri] » E 


成 立 , 解 得 > 二 一 1. 取 A 一 | 二 一 1], 于 是 


V e098N -[T-i jew >N 


1 


| | 
(ratrat + pr) <e 


m lim| pig + gra +e + 


9. 证 明 ， aali 


i 
nu 十 D) 一 上 


7 的 极限 不 是 0| of im i*o. 


证 3 nm 320.V NCN,3 m>, A 
te |- l 


no 十 1 =z” PN 
BH lim — 70. 


10. 证 明 :数列 12 一 (一 1 发散， 
证 V «2.3 ami Y NEN,3 »—24- NOCND ,有 


I[2 —C€— D?*]1—a| = l1—«al[| a= l; 
M a.d eami Y VEN, J 7 二 2 二 1 和 CEN), 有 
I[2— c— 1? ]—a| = l3— al 2 e — d. 


于 是 ,Y a€ Rf lim[2- C^ DJa, MRA (257 C- D A BC 


. 20> 


练习 题 2.2 


(GE SOLE E , €: 64 页 ) 

2. EUH : 若 lima, =a, Ilim |a, |o 1901, 道 命 题 是 理 成 并 ?研究 数 
aic 1)*}. 

证 E% lima, =a, Bl 

V $0.3 N€N,V ON, A [a —«| 6, PA EUR 

11a] — Jal s Ja — al e 

即 lim ta,l = lal. 

339 d BED EL. 例如 ,数列 {C 一 1》"). 显然 jm 1 C— 1] 5 1. fR. 
EHAKE DVARO 

4. HERR : $r limo, =b, Mlima — b. 

证 已 知 im 包 一 0 一 方面 ， 

Y 6»0,] NCN.V n2 NUB I5, — 5| 65 
38 一 方面 ,数列 

3 HOY 
于 是 .Y £2 0,- 


其 中 好 十 15 是 
6. 用 极限 f n, 
xD. 
证 C Hime, a0, fU 
3 C—-272»-0,34 NEN, Y nz NUR 
i 一 4 之 一 4， 从而 并 上 一 一 省 
. Jj» 


T. REB LE Fail gla d Og 1n 1.2.8, Wima, =0. 
证 不 妨 设 a0. di UE a, = 0, 则 4z 一 0 由 归纳 法 ,有 


m = a =o m m = H m Å 
BI Lo.) ERA 0 的 常数 列 . 显然 ,有 lima, 一 人 0. 
ERE dU EAH a=] RA lal Sala l. 
当 r= SE algler la 
不 难 用 归纳 法 证 明 ,¥ EN, A jep Salal Se ja t- 
已 知 lim g= 0041) MPY >00, 3 KEN V €T KR 
1d —0| — de Af las 1 lai E eC La Les 
其 中 |a | 是 正常 数 , 即 ims. 一 0. 
B. 证 明 : 若 a>0, 生 iim yw ore ima, — 0. 
证 3 ge>>0, 使 ><9<1 有 lim Ya orca 根据 极限 保 序 性 ， 
J NEN,Y >N, ĦA 
Ya « q.JATI O0 «a, g 
已 知 limg — 0 (07a D ,根据 两 边 夹 定理 ,有 


lima, = 0. 
9. 证 明 : 若 2,7-0, H tim i Y reli Mime, = 0. 
1 » 
证 3 470.48 rca im tE secu 根据 极限 保 序 性 ， 


I N€N.V NA 有 
T 从 而 Tati eT gt. 


已 知 当 x 二 六 十 1 WE eique 
Ma N42 HA fapa S sga T avar 


qi TTE E CS PUR ESL AE REEE RA tim a, -- 0 f SE 3C. ri. 
22-7 


不 难 用 归纳 法 证 明 ,¥Y EN, A asye CMa uim aue 

C Al ima! = 0 C0 pc D.BV 60,3 KEN,Y >K H 

i^ — 0| — qx eJ laagi m 01 as aun 
RUP as, iE A IC Bl tim a, — 0. 

]0. "IMMER" 
那 契 数 列 ,不 难 应 用 归纳 法 证 明 


HEAR: lm El. 618. 
menthyg] 2 

coa »" 1 fv il-v ,| 

= | dB * 一 一 一 一 上 一 =|; 

证 当 ， PA il 2 1—3 E i 
. _ D iw [re$ 
Las (-—2H5m * 2 = 一 | 4 i 
in 和 ,有 a ü 5 | 2 | j 

=l, 


当 # 二 3 有 时, 有 二 十 ds 二 1 十 1 二 2 


2 
HE "一 人 一 1 tj nk BE ar, BIA 
"e LL Ys] | | 
<51 2 | E i 
p JV ita 485) [1— 5] 
3 ^ 7$ 2| | ;—| l 
而 14077 n, F Aij 
= 一 [id 48) i £8]! 
"adi 2 | 2 i| 
1 jjis" 1— v3 
tyz! 2 | | 一 全 | 


tv eR e 

| (GJ 
zs) eg 
E IE 
vic S] 
PO “= 直人 - (E55) 


[一 至) 


=| 


-11K FAHRER; 
CERES winta Jaji, [b] D. 


lim -— 


(5) e 1 十 5 二 如 十 十 由 


» 24. 


qQldad-ea dee ba o 1a 
M mt 
]—5 
m" l—b i~a! ]1—5 
Ma 1—# MU 1—a 
. E] 3 24—1 
(7) lim tat 十 7 
` : 1 3 5 2n—1 
解 设 SS og ttc BM 
1 us 2n—1 
$9.— zc; S pe "十 二 rr， 
得 dg .—1,2,2,.. 2 mi 
PHAR L5 —3) LA n 
BNET 
p'rtgt tue 
i.d 
l 2 2 2a—l]l 
wt | d — 2 
2 
- 1 2n—] 1 2 一 1 
s, = — 
或 Lri—4Xu a —Ü— a 
|] 3 2u- ] 
E qul 5 LOS. aL. — lim: 
于 是 ,am| yt t 十 » | lim 
eof i 2a— | . 24—] 
Wa Rt [mue 
(9) lim| 1 十 二 3E 


5 
J-e 


. 5i 
解 umit) =i (145) 
12. 
D0, IRER. 
证 设 
= VY 


有 不等式 
Tou mS VY kay 二 


= r 
An MAXIR, rt; tj. 


证 明 : lim V at ag H- Ha! = max la, ass 


(0 HP a, 


ut vy ok. 


a 5. 


已 知 lm YE 二 1, 根 据 两 边 夹 定 理 , 有 


à 
M FEM mm" 了 [ 
lim Va Teal deo 6o ci o — n, Mx 
- 


" [ 1 1 ] 1 
13. 证 明 :lim| 二 十 二 十] | | 0. 


证 YnEN, 有 


1 ns l, 1 " 
R — a n | x 24-1] t ' V. H 
已 知 tim E c nim T 0. 根据 两 边 炎 定理 ,有 
Qi i | osť 1 | 
Jim n” 十 xn 十 1 | oki 十 " = 0 


14. WEBB 3$ a= V/ 2 a m manm M2. LER e, E 
S6 JO ERR. 
uo ” 先 用 归纳 法 证 明 :数列 ta 有 上 界 . 芋 界 十 2. 
JER K, esl fon V3 «2. YE a2 Lh] 
mo 2a m 2-2 — 8. 
Mox S cas) PEERS Jn. 
事实 上 .YEN: 有 (已 知 Y EN, v a, « V 2). 
aug a, m Va, — a, — Val 2 — Va)? 9 
RREA ECL Gs Mic Sie VE ima, =a, f 


lima;, , = 2lima, (ai — V 2a, =a, = 2a). 
B] d -—2a.f81$ a—2. T 5b, lima, — 2. 
i 2 - 
15. 证 骨 ; 若 470,7 7| e.a uo | Oi 1,2,.7- ; 则 数列 


ta} 收 化 ,并 求 其 极限 . 
证 ”由 几何 平均 不 超过 算术 平均 ,VY ENA 


; u 
Hant |> 4 -2 (av zm 2), 
1 EN 


dg, = 


- fa 


2 


即 数列 4a.} 有 下 界 . XV REN, A 
2 — a, 


1j 2 | 
LENT air r 2a, xD, 


Bil 3g 9i] (a, ) EGER 7. LETS E LEA] Go TE TERR. 
设 lima, =b, 有 


MNT 2 -Hp 2j 
lima, == lim zle I uL h= zl? + ;| * 


解 得 5 一 士 2. 由 极限 的 保 序 性 ,8>0. 于 是 ,lima, 一 V2. 
16. 应 几 柯 枉 收 化 准则 证 明 下 列 数列 (只 给 出 通 项 ) 的 收效 性 ， 
C5 二 9 二 十 9 ,其 中 Oeo ls da [M 常数 ,i 一 0， 
PPM 
WE Ya peN Af 
i 
Sende el t bem deut 
« MQ I pq e op tn 


— M "T ula- M wll 
= Ta q ) ILL . 


E fill im4* = 0, BV 120.3 NEN, Y c NU a es 从而， 
YEN H 


TM Ae 


Bop AEEA EC BAE TE SEDU, CR C.) cat 


. l 1 1 
(32 alty tatt 
证 已 知 Y rEN, 有 


1 1 Lu 1 .1 
站 


V s.pC NL 
+ 275 


sinl 1 
[zs | 二 QT DP ato Wey 

1 1 . ] 1 上 
ST 二 2 | 到 -775| 

1 l 1 

2 =T 2» Tp IL gi 


E Alim I = 0 RY 690.3 NEN, V NUES ene 从 

M-Y pSN, 有 
ima, — mg zu Dr 

根据 柯 西 收敛 准则 ,数列 fz,} 收 化 O 

17. 证 明 ; 若 数列 14,} 单 调 增 加 , 自 有 一 个 子 数列 {4 Hi 
数列 {fa} 也 收 货 , 且 收敛 于 同一 个 极限 ， 

证 已 知 子 数列 to, } 收 化 , 设 ima, 一 a, 即 

V £2>0,3 KEN.Y >K, [a —« | «e 或 aea, «Las. 

ERA (a AE IAE. NI V >N a, Ko 从 而 有 a 
—eca,. 55-— 7H Bj. V n€&€ NV a ade 事实 上 ,WY nEN, 在 数列 
(o PTEE n, E asa, «Ca. 于 是 ,YN ofa ea abes B] 


lima, — a. 


a-— 


* * * * 
18. 证 明 : 若 r =a 0,4, —b 0 0.0 = gea Gs 


p) 1.2, LEE GL) 与 1 都 存在 极限 , 且 它们 的 极限 相等 . 
证 由 几何 平均 不 超过 算术 平均 ,¥Y azEN, 有 


1 
faa 一 Y an Wl 3G Ta») = ges 


X zc oUm VU... = ls 
ma dG ba) «LG. an — qe 


. 285 


因为 WE N.& nscy M gnam mm ps EL oe xb. BIO 
ir, HESS EE (GO SEEETE I 7 P E EO. FERE 38090 0. ] 单调 减 
少 和 下 界 4 就 是 它 的 一 个 下 界 ). 根据 公理 ,它们 都 着 在 要 限 . 

设 Himn =A 5jlimg,- B. 从 而 ,有 


img, , 0 lim iG. T go. El B = Av i 5 B 


TE, A= p ou lime limy, =A= B). 


19. EW: o — 1e H in WRS e HE TERRE 
HUBER eC 称 为 欧 拉 常数 ,r 一 0.577216…- 
证 首先 证 明 ,Y AC NS. onn Leo | 


Hog ü 


] 


undi cv »e NOS [oe L| ee PRIOR B HR HE 


TN ] ， TE 
xin| 1 十 一 | Zi R mity) 
5 —HIB8 LXV EN, H 2,8 

i on i"; n "no o[ x OY 


Pel li jj B Le 了 | 


Sjit] RARER 


1 n 
# 十 1 
Ru ` 
exo ep» 
或 IEEE 


Ui CHEX OR 0 DUE 4 HE REGN DOR HERI UEM Gen n). 


» 28. 


mss [eL] eet x mim iT] =e, 从 而 ， 
VueEN, 有 e<| a) amne m A 
1 Q4 Dn| 1 十 二 | 或 — SE +4) 
HOKUEBA RA (a, S BD IE SA (a) RDH FR. 
事实 上 ,Y TEN i EMRE A 


p — 8, — — Infa + 12 + In» 


HIA a P FRI. 再 由 已 知 的 不 等 式 改 EN ,有 
u,— 1 十 ; Eee 十 - Ina 


Int 二 DT 机 1 十 二 | 一 Im 


—an2 kan ice “十 In “二 — inä 


= In2 + [1n3 — In2] + = + - Cinta + 1) — Ina] — Ins 
= Inn + 1) — Inx 
一 n[i 4 lp 0, 

即 数列 tm} 有 下 界 . nt 数列 ta， EGRE. i 


FEDES 


20. 证 明 dede "T sv ,EN. 有 
ie — n| c dm — nl deed dn—xuabee 


fü] C99 Ce, 1e St. 
证 R aS Jeane jt rma Het l RAE 


RMA ER CECA T CRO TE K o WEE 
dg a Paus SE d, 


s 30 9 


[LS [n.,— o ni-— 


T ... + Lei 一 tarn- | 


= | 


p 


SUE EDENDI 
21. EHE EV EN A Ini | S FE me bebe 
T SCR Ls, 收 北 . 则 数列 12 也 收 笋 . 
证 CLA RE s. icc Ede der fuic S AE TU ， 
YI VEN, Y a2 NV »€ NB 
二 


m MEN 
TIME Ny 


EA UT EZ no, T acp gd + Paip d 77 b 


Sna Soni t [aaa S aal de dau m nass 


i 
EF LARSA ERREUR ES C 
22. 7j f£ r= m-e sinz COL ecz DOSE 3E A E 


Qf, — m J e SINT patta 


Jy — HB.3, = nÉed- op sag. 
RRF usi YE ETE. 
WE YuEN., 有 

DE ikm d- e sinz,) — Cu or c sing! 


Eaau 7 d. 00 


= jetsinz, — sinr, ) | 


" s 
2r4n 一 T7 COS ~ 
2 2 


z.— x 
一 risin 一 
2 


- 3i- 


= ejs, azul. 
M n=l F, jar Kele — aol- 
34 n=2 R}, [rr Keler n | c le 
不 难 用 归纳 法 让 明 ,Y &€ NÉ 
[x, 1, — 2| < tjr — xo |. 


pa Z, = zs , W] Xy— TQ—EQe ,这 是 常数 列 . 显然 ,数列 ixi 
极限 ， 


车 zt 天 xo， 有 


p ,|= | 


Hp 十 pi 十 ^" 


— 4,44 P a 0 xL| 


< EN — zl 十 EP i | T 
十 [asy CO— aai 
«GU üt bee xm db — aj 
« Iz, — z| " 
| 一 上 


已 知 limr 一 09< ec 1, Bl 
V 0220.3 YENVY >N, E Aci Mit 


E 


ar OO SL 


3t p E qe e ig er PC AE RI HL os TEED. 


23. uH] «xr lima, =a. Slim — ta, Ta eua 
证 CD ima, =a. BV e>, d € NM nmi 


p 


|a, — di x. 


. 3225 


H E ARE n. ii a — al +H iaai 47 |a;— 4| A 
第 数 . 


At iE 


E il tim 二 一 0, 即 对 上 述 问 样 的 :>0,3 N € NC No 00. 


YN, 5 S 从 而 .有 
~ " NS 


Ie dau eB a)—u 


meant ats 


(a, — a2 + €a, — n) d c o 6a, — on) 


n" 


i 
z. gide 


R 


n [a.i 7 dd Hot t da. — 8| 


H 


«pt eHe 2, 


u 
t vá 


Hp lim La, dra dE b a) —a. 


24. EIH: A V nEN, A act, H lima, =, Inu 
lim tanie = d. 


证 车 a=0, 由 第 23 Aime EA o, 


EJL Ej To d RAR FE , 即 
(0 «) aaa, x tt be. 
FREIRE, A 
lim “mm em = 0. 


车 se>0, 有 lim 二 一 一 . 由 第 23 题 ,有 
wm + 0; 7 n B n, 


n 


lim 


"E 


* 33e 


— + 十 十 二 

_ lim ü, fs LAN i 
一 nt u 

sk lim 1 1 z PC m 
一 十 一 十 一 十 


又 已 知 调和 平均 不 超过 几何 平均 ,天 何平 均 不 超过 算术 平均 ， 
Bi 


n c Jaapex u uQ cd Gy d ob a, 
1 1 T5 mem Z 
+ - sat i 


根据 两 边 由 来 定理 ,有 
lim | Vaya. — a. 
并 应 用 此 结果 验证 ， 
(D Elm Stra (420,12 7 Mim Va =a. 
WE. 令 m 一 1 应 用 上 面 的 结果 ,有 


DNE Ha 0, 
lim v a, = lim $T ceo o8 — x 


a N Gai Hus S f 


(2) lm y x =1. 


证 E Allim- — 1. V aZ 4 由 三 1, MB EBTI 


结果 ,有 


lim wn = lim 
F 


une 日 一 


1 
(3) lim —— — 0. 
ar 


Na a! 


证 Gm, —0- RUE ERA RR 


n 1 1 
uy v = hm I -im 人: » 一 2517 0. 


"31* 


ne 3 n! 


证 已 知 im| 1] 一 lim{ H) 一 e, 应 用 上 面 的 结果 ,有 
2 
lim EE n ] =m t e 
. fm 十 1 ] 
TÉ im cvyxpo om Yao Yap) 
25. WEH Xp lima, =a 5j limb, =b, 则 | 
ji ab, 十 a,b, o, door b nb 
im —————————————— = nh. 


m a 


证 设 b, —b— B, gk, b, —b-- B, FH CL A, lim fr, — 0. TE 
a,b, + asb, , F t 十 aV, 


A 
aO E BO Fas E AD dm a 0 He BO 
9 
=p” tate tma + af, 十 tufi toee b sf 
n" n 


a, casn a, 
n — MÀ" 


下 面 证 明 lim arfa tarf b Hae =ù. 


u mees E] 
E XI lima, =a, A MRF Ca) A F „ER 
34MI-OY2scC NÉ la, | M. 
LEA lim, = 0, Piy 670,3 m€ N.V n>m, H |f, e. 


取 定 E mu m. TZR. |e miola Tih wirpa dt Ra ÝE 
界 , 设 它 的 上 漠 蚌 A 


UL &il im £ = 0, BD t E E fs eO,QAC€CN((DGE X m). 


r . 
Y mec Mati d 


af, 十 az 及 ,d- … 十 UNT 


R 


i 


< tt, B, 十 tda F n F anba | 


eae 


t 


3 


Go mifa TO FeR, | 


e AHAN + lel lAl nm A 4 


n H 


< (a — m)Afe 


< x 十 Ps Mete 
= (M + ijs, 
即 lim a, B, + sepe + bos =Q. 
DER ap 十 tbee d- rn dr ab 
FE ` lim E ' 
lima Ee E Fa 
me n 
Lo 0, f, F adh do n aP, 
十 lim R 
= ab. 
练习 题 2.3 
CCHE X OLE HE, €$ 79 页) 
1 证 了 明 下 列 极限 ; 


(2) lim 2*— 0. 
WE V 600p ,要 使 不 等 式 
| (天 一 0 一 和 < 
成 立 , 解 得 xz<log:e. 取 A— —log,e C00, RE 
V e> 0,3 A — — loge > 0, V c «2— A, 127 — 0| «e, 
* 36 


E lim 2*— 0. 
(3)lim -sin Lo, 
r= d ka 


证 Y ze>0, 要 使 不 等 式 


» 1 d | 
成 立 , 解 得 lx| 守 一. 取 4 二 一 ,于 是 
Yim0Ij4= 二 > 0y ori |z| > A. i | Lin 1 — ojee, 
kj lim an lo. 0. 
ze X x 
(7) lim 2* = Q. 


证 v 000 1l), 要 使 不 等 式 


[27 — o] 2 <: G «05 


i | 


成 立 , 解 得 >> 中 ,于 是 
V 0 6= — LL» V ridere 0U H [23 — 0 ea, 
Og; 
[ifl lim 2* = 0. 
r0 
(8) lim /7—2-—0. 


证 Y :>0, 要 使 木 等 式 
|/z—3—0|9 VY—2-«s a2 
成 立 , 解 得 :—2-. 取 e, TE 
Ve Odó—4m V n2-c:c24á4gdh 


| z=? — ol s. 
Bj! lin /:—2-14. 
ra 
* * * * 


$. 证 明 FFR : 
. 37a 


(D lim ( /z- 3255) =+. 
证 d z0.V :>0, 归 使 不 等 式 


er 让 
2 z* bara 2 
|| :— Vx Fr — 于 十 了 一 工 
2( YFF z +r) 2( LF rta) 
ZERE SET 1 
~ 2x 7» ^* 


1 1 
RE 从 不 等 式 过 <* 解 得 >> 支 . 取 4 一 二, 于 是 
Ye>034= 元 六 0yz>4 有 
lee: -了 < 
Bp im ( VEF) = 


(2) lim arctgz =Z, 
Fi 2 


证 ov eo acd ,要 使 不 等 式 


arctez — 并 | 二 部 rct: 
2|775 arctgx «I e 


MLE >e ae 于 一 dj ,于 是 


V ez 0,3 A 一 e| 5 => 0,V zr — AQ 


Tm 
arctgr 一 — 
arctgr AEn 


Bp lim arctg: = T, 
Hem 2 

. | ud 

(3)  limaretg —- = —. 

ae. 5 ]—-7 2 


. 3M 


证 v e») 0 eu ;要 使 沾 等 式 


arctg ;—7 -5 = arctg Ti {r d) 
1 , 
成 立 , 解 得 ! 一 + 过 Ik 5 一 一 一 是 
4x1 t ue 
V e>0,J à——À 0, Y xib—d4ezdOEO0-1—2« 
e| 也 一 
dhE 
| 了 | 
arctg 1—— 一 也 < r, 
im : i. 2 
Bil lim arctg 1——7 — y 
(1) lim -=0. 
o0 1d-es 
i 1 
证 v | er E ,要 使 不 等 式 
| l i o|- l Ds (r> 0) 
1 ce ] 十 er 
1 1 -a 
— HE ó— — rede 
In| — E 


成 立 , 解 得 rz 所 一 | - 
m|] 

f 
ri lrL H 


v oU-0.3 $= 
in ——1| 
| Ee ; 
] 1 
i L8. 
xa 
lim — — f. 
Ide 


in 


练习 题 2.4 


(《 讲 义 》 上 册 . 第 93 页 ) 
|. HE: r— cod. A C Fr 存在 极限 . 则 极限 瞧 - -. 
证 Wim f= 与 Him fG 5. H amb. Hi 
[3 A AV 2 D ALUÉ fé — a| mee 
l3 A2» 0.V 227 AU LEGO — 5] me 

J A= max(A,. AI. TEY x 09 4, 有 
|a — bj sz [e — ED | + IF) — 5| < 2r. 
Eai i HERR A. Tnb. 
4. 用 极限 定义 证 明 :车 lim JO =b0， 则 lim noL 
证 已 知 Jim f(x) 二 5, 即 
gz 人 0 A70, V e — A A fG) 5| e 


V 27 0. 


与 对 | 加 >0,3 Ac. oc Af reos eco jam o 
Ib Mfcoi « Ure) — | « DE gi peo > 1 
E A—maxí4,.4,) "P 
1 1 i 2 
azal wort P tape 
Hr im —— =L 


so SET) b 
7. 证明; 着 limy (rs) 二 a Hj limg (r) =b, W lim f (2g) = eb. 
证 E Him f(x) =a 与 Himg《x) 5. BI 
JADY: |x| >A, H |) 一 | mn 
jA470.Vz: |r| > AB dg — 5| m n 
3 MID. 20. x: jej T AnH [£O | x; OM. 
» AD 


jA-— maxí14,.4,, 4, 220, r5 [x| DA H 


po 


BH lim fér)gCr) =h 
8. 用 极限 定 广 让 明定 理 7 了 Iu HE 8. 


定理 724v ce É G0 UE TOO Sg GOSEAGO.R. 
limf(z) = limh (r) = 4, 


i limg (zx) =h, 
证 EDHlimf GO tim C=, E 
j à, 0,M x: c e—a] dA 
|/GD) — b| «e nE b — c « fo». 
J ád m0, 2:0 
[AC — 6| e e BE AGO b e. 
3 a— minis T0 V c: m [rino 
b — c fG) x g(x) x; AG) «be 


7 一 4 之 ,有 


Hi limg(z3 =b. 


定理 8 证 明 从 略 . 
3. BAFA ASRR: 
BEEN 
答 lim 7 天 4< 一 

jag0.V BL—0.3 n> RB, A SeeD A| E. 
(25 lim g(z) 3€ B. 


E dmg(EBe 
Jen D> UY 07 0.2 nia cr, ca A A gin) — Bi za 


dl 


10. 写 出 极限 lim £ GO ETE BG hd etii SE UR TC E RE Jf 
证 明 (1) ,C2). 

答 极限 im /7 存在 的 柯 西 收 化 准则 < 一 

V 029 0,3 A2 0, V zs > AH FOD — foo xm 
极限 tim. £GOEFEXERS FI PIU SOE URS og SUE — 

Jadiy A79 0.3 zx, DAA [JOO — fGD] 2 s. 

CLE ; 24 i E ootif RC E 

WE Vo 0.V orzz>0 且 mca 要 使 不 等 式 


COST} COST, COSI, COSI; 2 
Tl ts < Ti + Ts < Ti ~ : 
ER AN E S 4 2 2 H 
成 立 :从 不 等 式 一 之 解 得 Mr 取 A= ,于 是 
1 


V 270,7 a-L 9. Ton DA, 


COST, COST, 


COST 


Bp 24 xz 十 2 时 ,函数 一 -存在 极限 . 
(27 证明; 当 x > 十 ce 时 , 通 数 sinz 不 存在 极限 . 
证 当 * 充 分 大 时 ,ar 与 好 十 地 都 充分 大 ,而 sinar 一 0， 


sinf ar 十 可 | | 一 1. M iij 


sinu —sin| Lax d | 二 1( 正 常数 }. 于 
' [ 


是 ， 
Ja = i, Yy A> 5 (x; = Try = aum 十 E Nc: AL n m A ; :有 
2 : me 


sinn — sin| am 十 5] |- 1 = iye 


即 当 * 一 十 ce 时 ,函数 smz 不 存在 极限 ， 
VI EHI AC COOTER 基 周 期 陋 数 . 革 im feo 0st 
ER, f f= HEE fios). 
+42 


证 VER GO REALE T2 0. 用 反 证 法 . 
假设 de, € Rf f) 2220. 根据 周期 函数 的 性 质 ,Y nEN， 
" 
Sla HaT) = a Æ 0, 从 而 limFzo + T) = a E 0. 
根据 海 涅 定理 ,有 lim F(z) 关 0. 与 已 知 条 件 lim 7(z? 一 0 了 矛盾, 即 
V z€ R,fi)-0- 


12 FARR: 
一 5 十 晶 
a im 12z--20 
—b5a--6 (xz 20(r—3) 
dd lim 3S lim (7 23)6— 10) 
lim 2 一 2 = 1 
~M y0 g 
. 1 3 
e lim i13). 
| 3 | 区 十 z 一 2 
解 种 | z=; i52] -—lim —zr* 
— lim Dt —lim ZG L], 
2) C(l—z3€1l-dz-Ba7 i 1 二 x 二 x 
. ylt2:—3 
(7) lim 
= yx —2 
Y4124-2:2—3 
HK lim 
t yT 
im CITED TT CT D 


Tt) 
2(—4)( x 2) 


= lim - 
fH (x—4)0€/ 1) 4-2: T3) 
— lim Z6. x T2). 4 
e X14 3:43 3 
(0) lim Gic bo) Gr) — V ac ， 本 二 


r-*|i F 


解 


m V (a + hry lep dr)— vac 


rl x 


(V/ (a E br)Ce + dr) 一 va pi Ta FEN Hdr) +tv a) 


zt x Sa F hou t D va) 


(a + br) (e tp dr) — uc 
md! z| v (a t rilet da) FH vac ] 


. (ad + be)r + hdi 

= lim 一 - 
rz| (ad bo H H wa | 

ad +- be + bir ath 


=i Jaiei c Va o 2a 


— m 与 4 是 自然 数 


DD) 
m (r— 13m tr 


2" 54x" ipe “十 om 


=lim rU-at-e4 0 « 
13. 求 下 列 极限 
sin = 
2 
(15 lim dz 
i sin Š 
sin — 
WE aa ilio 
KP oum—Lo-um—.; t gT 
2 
sin(zi*— 1) 
(3) im EPI 


12 


- 2 anf od 
s lim S067 im 80 17D (123, 


2 
ri r—1 


sinz —sina 


一 和 在， 108 
E sinz— sina | 2sin 9 «9575 
Iw 了 一 下 ra r—u 
sin f 
-—lim 2 COS rcu cosa. 
n  £—u 2 
2 
- sinsin.r 
(5) um X 7 
sinsinz ， Sinsinz Sinz — 
i lim g li u sSinr x l- 
. d 1 
D + 
2d mM . i ka: 1 
K mtn im| 1+] (t3 
(8) lim(I-Fetgz) ". 


L 
( 1H-etgz] Y —lim( l+ etgr) "" —e. 


WE ”lim 


z È 
"n —2," 
(10) im] T 
^ 
; 24^ 
i 一 二 | 
| 2 . | Kx 
W omis] pe 
3 


* * 


14. 证 明 ,: 若 函数 GO ERE CIR] Ca 00 REED. 
FR lim f G2) 5j tim f(r) 都 存在 . 


rn PEL 


* 


EEF. WMH 


WE 首先 证 明 极限 lim f(z》 存 在. 
z—b 
TE Ca b) P3 4E A ERECTO] (5,3 Lo b mee xmhmnVIH 
limb, =b. EA FONE b) AR. UE. E Du] 
f) x fOD me x fO. 
X3 MO a€N, 4 aos. 于 是 ;数列 1f(5,)} 单 调 增 加 有 上 
界 . RRA, BA (PO cgi. lim £00 = BEIE lim fG0 = 
B», Hp 
Vom 03NC€N.WVn»uNÉBB—s«fübxHh--e« 
j ó—b—b, 720 或 b-—6—b, sv arb =b, rb, 
j b. b, ,使 b—ó-—b, «Usb, eb, Mani A 
B —z« füb— 6) — fé x fGD s fioc B-r 
或 BELSO x Bre SG) ZB] Ke 
即 极限 lim f(x} 存在 . 
同 法 可 证, 极限 lim ftx) 存 在 . 
15. 已 知 下 列 极 限 , 确 定 4 与 35; 
(2) lim ( 4 x—r4-1-—azr b} =0. 
解 已 知 lim ( Vr T 1-—ar—5 


[Vat Geb) JL ZEE EE Ge] 


一 lim 
etes VP — CET QD 
(1525 —CI4-2ab)rJ- C1 — 8) 
= lim -. 


né SEIF i tarth 
成 立 ( 分 于 的 次 数 必 低 于 一 次 ) ,从 而 
i 一 下 二 0 与 1 十 2985 二 0, 


从 中 解 得 ac dd T. 
S ac LUI gth BIO | V= tr jR. 


+ dc 


F hie ra= l, h- > 


16. SARR i 10 = A BJ RE IE ORA CENT. 

答 极限 im JCO— A 的 海 涅 定理 ， 

dim qGY- Aet EX ui. H H. tima, 一 十 :< 有 

lim fta,) = A 

证 I CA lim Te = A, Bp 

V 00,3 8-0. V RB, SOS A | 
X EL Mlima, = -E oc RM3} EEM B2»0,3 N € N.V n>N, H ac B. 
从 而 


Ifa, — A) «n. 
Bii Jim f(a,)— 4. 
SH RINA. TUR. lim f G0 A. BD 
J amiy BL0.3 «7—B.f4lfGQ-—A|Z5, 
HR BRSi g 8B, —1-fH fia — A| Z8. 
MU B,-2.3 «2» B,—2. A (f — A| Z8. 


BER B,—a.3 a B Sn, A d f£GuY — Ain. 


TE ERTAS au] Rime = o «f limfa) A. S3 E H 
AER LI im f(x) 二 4 | 

17. 应 用 海 湿 定 更 证 8H ; TRE fr 在 (ao 有 定义 -至 单调 增 
Jn. NV r, E (b) ,极限 fO — 0) S lim £024 Lj fin -- 0) — jim fer) 


HAHET H. 


" ^p 


Erai 一 0 fn} A flr, + 03. 
证 首先 证 明 Um [CO Gv Df. 


1 
G] 


de E] ons IN FEIR JE ERU DRI Gus fim zs. 由 
BICORT -0 kRO RIEA, RA ye o CES Km fon) -— f. 
Bp 

V s20.3 N€N.V nm NÉ Ifi Bi 

NE HH lim JGO2 B. 


fe Cl] Go a N ERRA 15,1 V f imb, = x。 
E xa, Jon € NL 209m, PSP Mat v sem. 
Jo; EN. A m oum N RE a, eb sa, 已 知 FO maps im sg 
fm) xL FOL) sS fG,) 
或 fm) — B; f(,) — B xz fia, ) — B. 


即 了 (一 Bj max {ff Ca} — B), NIC, 一 B|j e. 
于是 ‘limf th ) — B. 根据 海 湿 定理 ,有 有 
lim f(x) = f(x, — 05 = B. 


因为 ¥ n € N. dT box BEL FOOL FG. 根据 极限 的 保 序 
TE fiim £O, — B f Gs) B 
iim f(x) = fizy 一 (0) = B x fi). 


r--r 


加 法 可 证 ,lin fGO — f Gs - 02 f Gn 
TE. JG, — 0) sz fGn2 sz fiw 4-0). 

18. 证 明 ; 若 请 数 x} 在 [a.58] 严 格 增 加 ,和 且 m. € (a,02 ,— 1,2, 
UB limf) = fla), Wi limz, — a. 

证 Hub. EE limz, e, RU 

J £y 27 0 (a e S6). Y KEN,J wK, A aH ea, - 

已 知 f(x) 在 [a,b 严格 增加 ,有 

fGO A futa x fG,). 


*od2 


B fi ED FG f Gato — f G60 = C GET TEC «BEL v] 
UE GO 的 子 数列 4 Y RA 了 (4) 为 极限 . 从 而 .数列 人 (也 不 
以 fo? 为 极限 . 与 已 知 条 件 矛盾 于 是 ,lm 一 

18. 用 极限 运算 法 则 及 定理 ,验证 下 列 极限 : 


OMHOOG T= (iie. 


证 001—320 3l «EGO Eae GM) 
—6Gp—2000M3pdm1elo-6 a) 

—( -—a00483 0 iHe 
—-(-a ). 

pe 


WO 《1 十 mL 二 (1 二 TD 人 1 十 全 ) 一 一 一 一. 


] 一 上 上 
于 是 ， imQ 0C TD Hae (0 4r 


"I 
= tim =. da<) 


T x 了 sinr 
(2) limceos ros —***COS 一 一 . 
"m 2 4 2" + 


. 1 H Yo .QQ. f 
证 cos 369 — 008 p 2'sin 一 一 


2 


4Y F 
= 25sin -eos -~ = sinr. 
2 2 


. n à x 
或 cos cos COS = moue 
1 rn 


"I" I 3 oq 
qo gt. limeos 2 COS Cos — -= lim 


. sinr 2* sinr 
za lim -— = = 一 一 
Utt &in 一 一 
» 
(3) timo | 二 Le xd. 
rei J 
证 v0.4 
L | = F | EM | 
£ rj 


5h . 
(4) dim "E: iP (qum. 0). 
-alri a 


rM 


ub voee. 


b Lib 
ow "oaa T ! 
; EE i 
E viven [ipe nC PER 
f = E 
lim IL 一 二 一 lim rit 
GOlim | -— 10 Q0» bz). 


2) " J T 


证 V orc Gaela, y Qel 0. Mah 


(50. 


A 2.5 
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T. 将 直列 符号 的 意义 用 不 等 式 氢 述 出 来 ; 
(D dimfG mec. 
答 imf = ey ACD. OY xc: 0a |z—^ai«ó. 8 
i FICORR E 
(2) lim g Gi) = Eee. 


»i 


Him gi) — 4 o6«—»V 4790.3 7-0, V rn: a rad. 6. HH 


i gA 

(3) tim&Cr j)2-— un, 

答 Hima = — mesy A0, BL. ri ul RB FT 
o (i), 

(4) lim sfr) en. 


答 dim sto = ceoe— V AI0.3 Bo 0, Ye 及 有 
re iue 
sCr)e— A. 
(5). mfir) = on, 
答 limf) = wey A0, 0Y s: aóra 有 


re 一 由 
(6) lim gir) — 2. 


管 lim gir) — o e— V Am0.3 B0.V rc 一 器. 有 


|g22 127 A. 
2. HEHH : 


(1) dim Bet ! mo, 


了 


、 "NE .] 
证 限定 Qe] A 42-0, E fit e SER 
|? 十 1 E lo Bjeri a 


| pod 
24 . Ig o min: EU i 


v 


Wn. MARERA BE I| 


jd |. . . 

AZ-0.3 ó— mini r> — m. a: ma c. 
Y EN mini g Zl DW rc GE a zn. H 
i 


3 zm d. 
"un 
.3r4-1 
BB lim 一 一 二 一 
n 


(3). limlog,.rz2 oi. 


n 


证 Y A0 fA EL 
log.r «— -- A (r m9 0) 
成 立 . 解 得 ><<2 EAT 2. hh 
VA 0.30—2770.M ogE i — 4. 
RII lim logar —— ^ 


rM 


(5) im 下 一 十 cr lald. 


证 Y a> * 要 使 不 等 式 
Y v Á 
成 立 , 解 得 telog, A. M B= —log,4.-F RE 
V AT 0.3 B= log,A hY r Bg a T A. 
iij lim 人 二 十 
(6) limtgr—-d-7. 


证 限定 Oe. V ADO BER EE 


tgr “e A 


， » T . 2k 
成 立 , 解 得 rcrarcetg am To arcere s HL om areetgat. 是 


V A790,3 ü—arcetgAZ- 0. V o: o aL. 4 pr SA. 


2 


M 


i dm tgr = ees 


8. uE 8] : Trim Peor) 十 E “mat 2m A. ui 
iim, NA "O ce Qro cd 
证 limo )— A. ffl iz $ qm s. 
J MIU.S AIDOIM rs U oral eA a lur)! M. 
PEE im? -= EU 
Y A o.: 3 二 


3 á— mini Si ri Q«z ja aje, 有 


Amen 


PO) QOO PG [9G | MA. 
即 liml. Prr) QG) i-a. 
4. 证 明 : Boum fG20. lim gsh. 网 


rex 


dim Lf) — so] e 
证 已 知 lim. TCD 一 we 与 lim ga) =B, 即 


J M> 0J B 0. x«— B.E gol x M. 
Y 4> ü, 0.4 B > 0Y 2 —— d EFGD | z9 4d d- ML. 


$0. 3 B= maxi B, LE] , ~ OV a — B. 有 


[Ce — gG2| a > HG = D| SAF M MA, 
Rp lim [fr gr) pmo. 


6. HERH : 当 >? 一“ 时 ， 符号 o 具有 下 列 性 质 
Oi YER, ff arteri arces — T. M Hp OBERE RI Ho LEO 15 ect 


于 208 er. 


(1) o[fGO ]-oL fie] =li]. 


. meo tise] 
证 2-4 fiz) 
O oD] oo 
一 二 iT 9 
即 off C07) J]+oL J= oE). 


(3) olo fG2]) =E). 

t jim HOL 

证 im 一 Fr 

m Lf) , eLo 
m ol fG3] fG) ` 
Wn oto £C of]. 


FI EET EM EE x) 


wy 十 1 十 V 
lim Z — 
=li = wz 十 1 十 "an 


= iim —— P0. 


NIE 
rf 


Bp yx -4T-0 7 7 (rodeo). 


(B) z — pa(G DG D. 


` zt—1 . Cr 一 ltr Tan n4 
证 lim n(z— p um aG—1) 


tim Tr lpr tp eel, 
z= ] 


Bp s" boae D Go. 
. 54> 


9. £8] FEMRE SOTE Qus deo RIBUS ETERA a L 
lima, — oo, £Tim f(,) 5. W] lim 60 7-5. 

证 CLA f Gn bs HII 

Y 00,7] NC NV im. 4p GU o bisca. 

在 区 间 fa] Ca a 5 ) 内 任 取 数列 : E firmo, - 


JMEN, Y n e H elb. MU nn os € NLM x. 
Wa ` 使 Lo LX nu» {E la . qox) BÉ ine d . 有 
f, ai fO) fie) 


^ f(a, LL f) Cohn )—5., 
8D Seh, )—biszmaxiifGn ) 5l. fn Yb eln 


TE Lim f omh. RAE E 
lim fi) z= h 


HEA m o see EROR Sms e si 


lim fta, 十: 
证 => CBE lim JG = n ED 
V 420.3 10. V fr 有 [A 
R LL Klima, 一 十 > 对 上 述 的 8770.3 N€ NY » NL 有 
a > B. MAWES OO 2 A 
HI Jim JG) 二 十: "s 
一 用 反 证 法 :假设 lim fodo 
3 470.V D 0,43 amA. 有 EA. 
1 BÓ 时 ,3 a Di A o DA 
MH R=? 了 时 aD A fA, 


DÁM Ba Afg am, Don, G SOA, 


从 而 ,构造 二 个 数列 49,). TRR lima, = +00, CAL Ur Ga 0 LETS RE 
1EX SEX CE 00) ,矛盾 . PÆ, lim £O) oc. 


练习 题 3.1 


(讲义 》 了 上册 ,第 110 页 ) 
1. 证 明 下 列国 数 在 其 定义 域 连续 ， 
(1) Cr Vr A. 
证 定义 域 是 R, 分 两 种 情况 证 明 : 
D) gm. M 022 0, SE i SAC 
feo 一 Ge 一 | 泊 干 让 = Vitale 
Wa- REIH etA ct 取 6— 8. TÉ 
0 二 有 
| IF i YTA Ee 
RARE OO = VFA S — — 4 XEÉR. 
2) V € REL rz — AG d- 43600. V. 67 0. SE fli RS 
qui - fopp- | AFi- Ynt! 


| G4 1-04 4 | 


O EADE GG OTT GO DS 


t— Ry 


Co GEH t OT GUED TE GU E ovens 


T— ig 


T Dad 1Y 3 z 
[et 153 4 yia tO )] TupGsb4 


BEEN 


Ta t5 


P 


: "m -à i 
RE RR toe MS Inm Inoue oi 
Š obo 


Et dc eset +E 


y (0.3 á— S C ieu eien] sA 


| x3- Yt al 
Ep gu (GO = xc AXE 连续 . 
综 上 所 证 ,函数 G0 — yz 十 4 在 其 定义 域 R YER. 
(2) g(r}=sin ~ 
证 RE g(x) 的 定义 域 是 R 一 {0i,Y zo€R 一 10). 
Bog ecd al PIE ral FIM 
vo AE AUR 


1 "E 
lg tz) 一 gér | == | Sin "n sin z, 
ia 1a] 
Os 2 SI 2 | 
PIENE Fou. 
< n T 

一 -| 

zi | 
BEL. Ko ENE lr —a be Risa ec . HR 一 


MEE 
min EX . s :|>0. 二 是， 


Yy fr á—mini, 


| zs] Jur «9. 有 


* 58. 


,. 1 . | 
sin — — sin -— |« rt, 
r E 


EU EC Cr sin - -在 rz 连续 . MTR g GO Fc XE R-— (01 


MS. 
2. it Fo? 有 意义 ,用 * CMS 叙述 函数 OO E « RE. 
a mf Gs G3 c.v 0790.3 zo: [ya] off 
fon) — fO | ZR n 
4. HEHH: fy fO QE PER] £ XEZE . FL ERAMI, "fo 
-0,WY cz. ép foo —0. 
证 Cea AER re H SOA. 
EREHE ee 1. d fr E EIS] 7 AWARE] ir ,使 
limr, = gh 
ELA FGO fk 7 E. 从 而 在 无理 数 wE 1 a TE! 
Ta = limf(tr) 一 lim fCr,) = 
qvo €loRiE:EBSIEMIOEICUNMO.8 O =0. 
5. uE SH. Ë SCOATERE H Qa 80 9 93 338 pa M Fo 的 间断 点 都 
是 第 -类 间断 点 ， 
证 Von€(G.D. Ef 2] 8 2. 4 2817 EL EE 
fO, — 00 — lim fi E fi + 0) — Jim JG) 


rær 


EE iEdE- FL Epif Cn, OZOLS G+. "PN 是 JGOS fa] er 
A CELERE. GO E r, 存在 不 相等 的 左右 极限 . 则 x, 必 是 第 一 类 
ATIE Si. P Le -AE HE ES BL ER EC Lr Co f REESE Sp de 5-3 WIS 
ORA. Ua OR RE Pos i 也 是 第 一 类 间断 点 ) 

6- iE BTE POOdE Sr BS CHRIS PECES EL 1 在 所 关门 连续 , 则 
foe —a 也 连续 . 

证 Gp MnD = mflr), BAR Sn a. 

已 期 FOOTE e iS. BU 

Vo620.3 8270. V ri [e| 08 LEGO m fU IC 


a jQ’ 


车 fCr} 是 奇 明 数 .有 


|Ifc7-0-f€70 | i-fC0- [756003] 
= jfa SUD |e, 
E PKGORBIEESON 


ecn fiS i | — £G0 | e 
于 是 ,76z) 在 一 上 也 连续 . 


7. 求 下 列 盘 数 的 间断 点 ,并 指出 此 类 型 : 
(3) y= 


in sinz’ 
解 


使 sinr 一 0 的 点 r— Am OCC Zoe A fe] IO oi F 


= = l, li 
z=} MNF 


m 
4 HDF 
F 


是 ,0 是 它 的 可 去 间断 点 ,而 erue Z. AAN AR 


y= 
In | x | 
解 ;一 0 和 使 mizl=0 的 xz= 士 ! 都 是 它 的 间断 点 .有 


lim 


—— = or im —-— =i. 
nn | dmn [| 
是 . 士 ! 是 它 的 第 二 里 间断 点 ,0 den (069 wp AS IRTISI oi. 
(6) ge. 
& 0 是 它 崔 一 的 问 断 点 ,有 \ 
iim ei 一 十 Ce a lim " ETUR 
rl Pe 
于 是 ,0 是 它 的 第 二 类 间 断 点 . 
(8) ID 
解 0 是 它 的 唯一 间断 点 ,有 
l lim #2 = li sin® | 
r7 [z] "m 
lim 5 — lim SP 1. 
了 一 全 [z| 


-0 =r 
LJ 60 * 


于 是 ,0 是 它 的 第 -类 间断 点 . 
8.1 p PUES CP LA BUE SIR ERECIEU ESO ERG Y 


rz—16 
(123 poe + 一 | ` ry54, 


| A. r=, 
16 
# lim Lp limat 4) =8. 
DES FAR /zc 在 点 272 4 BEXE GET 4f. 
el. rz< 0, 
(3) fr) " 
bos 220. 


解 limes], lim m 


a +Ù 
于 是 ,0) 二 1 二 4 十 2， m. A= — L AK OEA = 0 BEXEEET 
in. 


* * + * 


9. uEHH d? féO 4E EDHE HER 
fea +H A) — fin) ED 


Hm ^ 
AI h 


WW FOE a E. 
证 时 已 知 lim 


[Gc + ad, 


[G-E1 SWO 4， m 


其 中 aco JE o] (G9 00 ,或 
fa +a = fia 44h44 a kh 


ümf(a + A) = fia) + limA * à -+ lima(&) * & = fia), 
E hU Hl 


Bl fOOTE a 连续. 
10. i£ BH; TOE RR 连续,¥ c 0. St Bg x 


[= C. [GO x ec. 
FG) = < fer), [fco | mE 
I. JO >er. 


fk REELE. 
Pls 


ES y= FOORI E R SE 3. 4 


证 法 一 

证 V € RAPIAT EHE: 

1). fO XTzZe. ELE fO e ons ESE. Bp 

YI 620,VM 7: |z— adim. ,fG»)—fGOice. El 
FOOD iele. BEER 六 人 的 定义 ,有 

|Féz) — FCre3] — ifr) 一 | — rr. 
BH ESTA POOYE n 连续. 

23 [FG >e 82-0, V 2€ G4 — 6.70 T femme XX 
[Go « —ec.tit [8] 3.a. i p A FOON E LEO O ez FG) c 
显然 , 果 数 FOGO TE rV 连续 

3). [Fern =e BD fO c 9X FG —c. 不妨 设 m0) 二 
如 图 3. n. 已 知 £FGO f£ v 连续, 即 

V 60.3 9790.V zc rar AA e—IfG e. 

HA ORE UN e—nFGOO 于 是 
JEU) 一 下 (ro — |FGO ei mme 
Bg SR FOOdE v, 连续. 

间 法 可 证 - 营 Ju m 6.9] FGO £e zs 也 连续 - 

综 上 所 证 :而 数 F(z) 在 RR 连续， 

证 法 二 

证 YER G Foo p 3e A. 

«8592. 


FG) 一 T fix) dc ed — ifGn — el23. 
JAE ELTI fOGnm—e HFR fG0-Ee0. Mui foe. fr 
FO) = Lic GO b eld LEGO — 6D m — e. 
HFD pe Bp Rl eszfGosze. Mali FG0-beze0 Ig fGo—c 
z20sH 
FQ) = pCI) ted) DG) e] m foo. 
当 OO Ze ELBE fO — 620. JA f FG e 0.1 
Fir) =- FOO Hec if cser 


E 3.2 定 埋 [ AAD a 158 3 BR EY rO R ES. 
11. uE HT; Eh E 


i n . 
" r UN LiB unc Z.ncN.IQAa. 1l. 
Hir—- 
e) B r=0, 
0. jc. 


在 任意 有 理 点 + KER. 在 任意 无 理 点 2 连续 . 
证 放 完 让 明 RO 在 点 0 不 连续 . 
J aa Loy >0, 总 存在 无 理 数 x : 1x6 一 0|<5. 有 


27 
RGQ) — RO = Jü— 1| 2 1 » = os 


B] EGO £e 0 ae EE 
JEUX EB] ROO TEE gr THS r= 7 (eun Tig E nz 0.Qa. 
i) DREZE. 
3 sx G0) 4M 070, FETEI s 


md 


(mV bm 


[Rea 一 e| mE | = " Pu 


635 


HDRGOTEH ELA x 一下 不 连续 . 

最 后 证 明 RG) 在 任意 无 理 点 «都 连续 . 

首先 证 明 RG) 在 闭 区 间 50, 1] 的 任意 无 理 点 :者 连续， 

H BRE ROGO BSEC REB RUO — 06V. em OL ROO Se HS AR Te 
AKEL (] E: EURO ER P OB SE ESSE RGOZ822- 0.0 必 是 有 理 
Wok =R] ri =T opc. 出 此 可 网, 满足 此 不 


等 式 的 有 理 数 -只 有 有 限 个 ). 于 是 , 引 4 之 0, 使 (< 一 4.“ 十 分 不 全 
有 满足 不 等 式 RGOzee 的 有 理 点 +. 即 


WE 
FEROLO. 1 内 的 无 理 点 8 都 连续 . XN A ROOM 1 
为 周期 ( 易 证 }) ,所 以 Rtr) 在 任意 无 理 点 部 连续 . 


练习 题 3.2 


(OE SL EAE. 121 页 ) 
1. 证 明 : 若 函数 FOOD E a ESTEE GO 0. WI 90 0.V xii 
=al i, 1i £620. 
证 CUN fGOdE a XESRL H FG «0 , Bl 
Xbp— fG)20.4382 OV xr: | 一 aj — 68 
[fz — fi | «— fGD. Mai fo 0. 
5. RERB Er ERU y — FG dE[a. b TEE REIR Dn. HESE. 9l Iz ¥t 
=T QUEE a= fO ES BD 
| lim f^ (QD) = f^'Go. 


证 v c0 a reto. 设 Siate 3 acq inn. 
因为 了 (zy 严格 增加 MfG = f(d e — fO os gm. 
d =p a0, y y 1 aczysado o BE eye p. CLE ER X 
了 (也 是 严 档 增加 :以 及 定理 6 GEHE CS e iT o. 有 
(64 


FOD f G) f (0 —accm[f0) dcs 
j Une repe 
TEAR =f GE a OD EG, RII 
lim f g) = f'(a). 
4. 求 下 列 极限 ， 
a» iE Ld 


QD ^T 
解 dm ve 1—u 


aco. 


rra” wm 十 可 


KEY). d 
(VEF a] Vr VE 


C lim N Vit zt Vr — .可 


一 lim 


" re 
m | Vac Vac vive 
= lim RE eet iar 
Vzt Naxd-v x dox 
Nac y or 


* 655 


1 
3 


(5) limCLId-sinz?*. 
zo €-lb 
i i. nr 
limi resin? —lim[ CL +sinz)™ ]? 
unb 0 


L 
=p? =x e. 
(6) lim z[1n(z4- 1) —!nz J. 
r9 pou 


解 lim z[Lin(x 十 1 )—Inr]- lim zin 1+5] 
. i M 
一 lim in| 1+7) 一 lne 一 1. 
gon t 
intz — x4- 15 
lim —————————. 
(DO m ini aD 
ef L zl] 
解 tim InG^—: 1) lim ^L | 7 M ! 
DIL. = um : 
re pelntr "Hrt i) = mfe TREE ] 
T EA 
2Inz 4- In il 
= lim : 


7*7 30InzJ-Iil Lu 
r T P4 


" 
lim T Inz =- 
B gn i 1 li 5 ' 
in| 4-755] 
10 十 一 lng ] 


5. ER: DEA MR f GO dE Ca de 00 XE HE. H tim G0 — A tj 
lim fGO — B. fGMg. Eoo) RE. > 
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证 已 知 iimf(z) 二 4 与 lim f(x) 二 5B, 则 
]5—1290.3 620, V x : acea. A FA] 
或 V ortara tó A ifGo[p«l-clA! 
3 a=1>0,3 >E bati), Y xb A Ifae BAL 
或 Y rh AFIA iB]. 
而 SELH id EE Ae a BR A Rp 
j MO rE [atib] EI fO s M. 
TJE.3 Lomax Mit AL YE ]BD 20 V 2€ Gron f 
MG) EL, 
BE fiz) 在 (Ca, 十 oe) 有 界 . 
6. 证 明 : 若 函数 了 (x?) 在 [a,j 除 一 个 (或 有 限 个 ) 第 一 类 不 连续 
点 外 连续 , 则 了 (z) 在 [ua,5j 有 界 . 
证 UR f(x) 有 一 个 第 一 类 不 连续 点 cE GU. BRRR 
lim f) 与 lim fo) 
NE CERE HE lim fOO — A Ej tim fG) =R, E 
ja—126,3 9,7-0€ff ac— A D. V x: e—ó rV 
|fG)—A|«! 或 FDI A. 
同样 ,村 e — 1270,3 0,22 0C e EL CDD V. n: emos 
lfG»)—8|«1 或 |fGo|«1-- 18]. 
Ti eR C £C TE [a .e— 6, ] Te 5,5 JE Sz 根据 定理 4 GO 
fE[a.c— å ]Le-ó;, ETE EL BI 
J M>, Y rE [a ,e—6, |U[e4- 4.51. 
SOLEM, 
J L=maxi M, IFO 1H JAL IHE 3720, Y z€ [ad E 
IFD | s F, 


Sl F(z) 在 La,5J 有 界 . 
用 于 一 个 的 有 限 个 第 一 类 不 连续 点 情况 :可 将 [a, 丰 分 成 有 
限 个 小 区 间 ,使 每 个 小 区 间 上 只 有 -个 第 一 类 不 连续 点 .上 夯 已 
«BT, 


证 ,函数 f(x) 在 每 个 小 区 间 上 都 有 界 . 于 是 ,函数 Feo TED] 
界 . 

7 证明: 大 60 5 g GO TE [a dhE, 月 fG0 GO £O0 25 
TORVE ACORN: MIO EPI 

证 ” 作 辅 助 国 数 : 

FC) = f(x) — g). 

显然 ,2(z) 在 [eg 连续 , 且 
Ela) 一 f(a) 一 go «0 与 F(b) = fO — gh) 7» D. 
I8 08 9| BE CIE AE). J cE (1,50 4 FG —f (2 —g(2 — 0. HII 

[GC = gie. 
8. 证 明 : 若 哨 数 GO XE[a 00 3E SE H lim f(x) = 4 oo TE £62 


在 [a,5) 能 取 到 最 小 值 . 
证 已 知 tim fgz) 一 十 co, 即 


I 


J M-max(f(a),0) 220,3 67» 0Cffi a«2b—0) V x : b— cca 
5, 有 
fG) ze M. 
显然 ,f(z) 在 闭 区 间 [La,5 一 相连 续 , 根 据 定理 5 Oe [LEO 1 G0 x 
[a,b 一 5] 取 到 最 小 值 , 设 f(z) 在 £€ [ap 一 引 取 到 最 小 值 , 则 有 
FO fGO RM. TEY rE [sb A 
ED) fr), 
MRR .fr) 在 [a, 羽 取 到 最 小 值 . 
9. 证 明王 列 方程 : 


(239 4 1 十 二 0 在 (1,2) 与 (2,3) 至 少 各 有 一 个 实 
根 . 
7 , 16 


x—] x—2 
o ana ay 
证 RER rO Lo peL RIT 
5 7 16 


iim F(x) — lim P tots 二 十 oo， 


zl cl 


* ffa 


十 


了 16 e. 
lim FG) lim | Lt; | = exu 


2a Tic 


TE UESB , fREBIBURLo. 8C O..2». fi 
Po D> 0 5j FCR) « O0. 


根据 零点 定理 ,方程 9) 二 一 [十 一 5 十- 一 0 在 闭 区 间 
Lap 从 而 在 (1,2) 内 主人 少 有 - :个 实 根 ， 
同 法 : 
. . 5 7 ]8 | 
Em FOD- üim[ mw IA = 二 oo， 
| 8 7 
Hm Fen lim | +t] 
不 难 证 明 , 存 在 财 区 间 [4, 门 过 (2.3) ,使 
Po 7-0 与 FON < 0 
pm Im S 7 16 "EM 
BUSTA RERERELTIBEFGO m DI org EH 


L6,» ]. A mit 2 30 Pg E Anf -TRR 

(4). r—2sinr—a(uz- 00 ced — riEX S. 

证 iR Ag Fír)-—x—PDsinz—a. FO) = — a20. 

3 mEN, fE nsn fi 

Fout) = aymo— Zsinat — a — ny — na — 0. 

根据 专 点 定理 ,方程 FG T 2— 2sinz—a— 0 3E Quz Fg A 
少 有 一 实 根 LB JEFE x sinr =a UR T ERR 

DET O5 POT RAT NUIETA 

F(z)-max(f(x2,g(2)) 5j Dle) mini flr), glr) TE[a, b. th, 
E. 


证 GA Ela bdl E 


Fir) =maxi fir) yir) } = 


Piry=mini flegi} 一 
根据 定理 T 与 练 避 题 3 


练习 题 1. | 第 16 题 的 解答 ) 
FD Hga T |fti—s6G)]! 


i is = 


RIEDE PICEA ES ESEE 
1,28 3 Bi. ETRIE A i ERE 


585 


在 [a,5] 连 绪 . 于 是 ,函数 FGO'3 OE 
Tro FEDERE 
(D lim | sin wa 十 1 一 sn V x ]- 
解 lim Í sin y r+ | — sin Sar) 


[a.b tli. 


= lim 2cos vrl vr gin Yzcli— vr 
rc dan 2 D 
= lim 2cos wz 十 1 十 Vx n l a 
La 2 2( VEZ) 
| V 270. eos Te Vr de | 
' 1 
-L 
(2) 1 EI 
a Sina] 
i . | 
im [ Sin] aa pip | sina sinz— sina] 77 
解 lim| sina tim| Sina | 
ina secum, 
Ll I+ sina | 
E 了 -| i 
Sema = e™, | Jir TS — cosa] 
| 上 和 it | 
db. ] TE 
(3) Jim|sin — eos — | . 
prd T PI f 
解 limi sin Leos dl — timf Í i 
| z "z] n| {sin 一 十 cos 一 | j 
=lim | l 十 sin £ d 
r-i "y 
| PEIE 
-üm| | [十 sin =) ?| T e 
l 
(4). limi z4-&l7. 
rai 
E ls 
解 limirte iT =limi [I 十 Ce 一 1 十 x) P7111) 
sc Nr 


. 
l 
= {im 


m [te 


5g 
r 


一 (422 0). 
zs 


一 他 r—a 
qa a 
ra ze 
H a^(q! *—1) et pana 
i —tH i~n 
e a *—1 8m (gi mcm 1 
了 -一 各 z—a8 
,0 7—1 , £9. 7090 —1 a(nz-—1na? 
=e tn n a(Ynz — Ina) z=- 
B3 lim a = lim “一 -—lna, y= art) 
tra ac LÀ 
20 gr mns | el 
lim adn ina tn y 
=İne=]. 
(y= anr — lne) ) 
又 已 知 lim ELL (83.2 例 6) 
i 
Th. üm rea “ lim r—a 
E lim a(inz— lre) 一 】 sar Inz-—ina 
r a€Inz— Ina) 


Gm 
E a ! 
= glan" sag: — 


a'(ina-—15 


= na— Ine)- aln £, 
13- ER A AR OO E peb JEE r roenan E jed] Ar 


Hiteta UOS 1,2, Ma A E RE- S E 
JOD) fe H Slr) 十 … d ASD 


eyi» 


证 ESGOS Em f£GOWf&ie SESSEL. 
E fada) ,Fz,) 人 不 全 相等 , 设 
max{f OG) f), fGr ) = fG). 
mini fir 3 f CD e fr D; = f. 
AE E nmn ROO E, m DEBE . Xy 
TED « tfGD d fo 十 十 二 Pr) x fo. 
根据 介 值 性 定理 ,3 £€ [rrn )C Qo ,使 
TEE) = GSi) dT tfG,) H e H AF GD. 

14. üEBB. T BA EE FOOTE C’ PO EL. H SORR tS 
7 一 0 中 间 所 有 的 数 , 则 Oo de (a D XE SR. 

证 不 妨 设 IGXMÉEG.DO€ ER IU. 用 反 证 法 . 

假设 了 7) 在 (a,5) 不 连续 , 即 fGO TEGID F3 38 2l — Tr e IST 
点 cE Ca). 由 练习 题 3. 1 第 5 题 知 ,e 必 是 第 一 类 问 渐 点 ; 即 fC 
-MH fe 十 0) 都 存在 , 且 Se 0025 fCe--00. 已 知 FO YE Ca 0) 0 
调 增 如 ,有 

Fat 09) x f(e — 00 « f( dr 0 0. 

qd GOBCORSI CHOH fCe— 0) Z [BIER £ CO RBS SETS CL BO 
JGOWBUR SU f(a-F 00 5j f — 00 RERA EC. 5j 0 XD CEP LB UR 
数 SDE C UD XESE. 

15. 证 明 : 若 函数 fé E[ a 6 ] E EX EL E08 XR Lu i E (LH 
A= (GO [€ [8,5] EE — P BEI JB Cm, M]. Ec rm 5j M A de 
fc 在 [Les, 纪 的 最 小 值 和 最 太 值 . 

分 析 证 明 函 数值 集合 (f(z) 26 [a.5]} 是 闭 区 间 [m, M ]- B 
往 证 这 两 个 数 集 相 等 : (FG rE lad] — [m M]. 

证 ”一 方面 ,Y Elab] A ms fGos M BI 

UG [zr € Fa, 5]] C Em. M]; 

33 —Jr IE C fGotELe ^ ESE RE E 6C REED V 5€ 

[m,M ], W eE [«,5] f 
f(r) = &, 
. 72. 


HJ Em MIO foo e asi. 
dé. UG) s € [a 53? = [m. M]. 
16. uE BI E PAR GO TEL. o EZ Ar CE S p ash. 
WM SEP TES A nE [ed fE ap ms BD ZEN o TAE ne 
证 ZEAR =fr enr i ER.FCOTE[a.5 DES. 
dy FG — f) —a-0 EE FOo-—fO9-—0—0.49l] x, —a kr, —25 
结论 成 立 . 
XPFGOSÉO.RHBIFOOZO.£ 
FQa) —f(GD -—ac0,[n]l] EUO — f(0 — 5 0€ gp Wil, fCao — a 
0. BD f(a) «a. 5 BR RAR Gr ELA Lao DP E Tn] PE LER O0 67-0. 
ETETE ORE E EL n € ad). fE 
PFOn)-0 成 Fery) S Ene 
于 是 .至 少 企 在 一 点 mmE [ab] HE f) Sto 
17- 证 明 ; 荐 ¥ sey € Rod JOHNS D+H a) HA fGoTEO 
连续 , 则 应 数 FOO TE R YER. El f(z) 一 or, 其 中 a 一 (1) 是 常数 . 
证 f(0-—fCO3-00—f(0-rf00-—27f00,JÀ mi fC(0) 二 0, 
ER 有 
FOD = fi — ry den) = fr n) H fGa). 
limf) = lim f(s — iQ) + fiu) 


== limféy) 十 了 (ro? 
= fO 十 fx) = fGy. 
BU f(z) 在 zo 连续, 于 是 ,了 (x) 在 RR 连续 . 
YEN, YER, A 
fGb) — fLG-— 1364-6] fl ie 108 ]H- f (00 — mnf; 
iod bij bo b 
ran j| n -j n] —nf 二 | 或 n =L f). 


IR 


TE,Y n mEN, 有 s| ^| — 0). 
同时 由 题 设 : 
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=f = f(6—b) — £0 d- fC— bo 8E, fC(—60 — — f. 
PEVE A fob -—rfQ). 

V aC R —QCHI o 是 无 理 数 ), 存 在 有 理 数 列 {7,}， 
使 。 gimre-e.D A0 fGO dE R EZ, A 

Ta fib: lim, ) —]lim f Ér b) 

ime a 

于 是 ,Y € Rf fie — af». 

4 b—1.H fG)-—[fD»)*x—ur, 
HA asp ERY. 
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练习 题 4.1 


(OE X ERE. S 136 A) 
1.J58:B FAR E E 5; T BR ICA RAE TEO ,并 验证 之 : 
(A) (cni a 1.2]. 
解 ” 从 观察 中 不 难看 到 : 


1 
sup (D EET 4—31,2, EIE l, 


at c-r 1 一 去] ?12 下 


- d 11. 
事实 上 .TY wEN, 有 (一 1 ru] ts 


GnV E290, 2, 26— F&- N, 要 使 


i 1 y 1 
" 2i - 
|— esl (一 i) | l gai | 一 1 32-: 
Hou ee EUER i oe log T] h A 0 > fos | Ba 
11 li b 
TE sp[C— Y 1 一 5 acm d.2.yej—d 
| i 
(v EN Aao egl 
DY e0 —24€ N, "T 
Co 
i aij 3^ 


BE cr FUR E tons 二 | 有 mo>log。 zar. 


于 是 ET bene] 
5) {rlz PGAR 2). 
解 r: EREK, iae Ix| v Z——— 99x. 
从 观察 中 不 准 看 到 ， 
spia |a RATER UI D 4/2. 
infire 是 有 理 数 ,<21 一 一 2. 
事实 上 CERAM r < 2 d x2; 
QV se>0, 由 有 理 数 的 稠密 性 ,存在 有 理 数 ro, 有 
ST —eu x2. 
TÉ. supiz|z AAEL) = 2. 
同 法 可 证 ,inttzlz RE XE 2)—— V 2. 
(6). (z|—1«zx2). 
E 从 观察 中 不 难看 到 
sup{tr | — 1 «xx; 2! - 4, infig | — 0c 2b m D, 
PEE DY rt — ieu, E rx 
(V ez 0C 0.3 n : 124 DUEB 4 e A AE VI e 


Taj. 
TÉ supir | — 1 «Zzxz2] = 
QN ri —l1«rm2GR Ox, 
QW 20.3 2, : — 1 2 A ocel RIVER V e )- 
于 是 infia? | — 12:2) — 0. 
(8) lsinz|z€ (D, 2z]). 
解 ” 从 观察 中 不 难看 到 ; 
supisinziz€ (0,27 1}=]， inf (sinzlz€ (0, 2 一 一 
事实 上 ,DY xE (0.201. d sinl; 
QVys-0,3nc [x C: (0, 222, A d — e ginz, CH 4j 
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aresin(1-—:r)«27,2. 
FE supísinz|x€& (0.2z]1 — 1 
阿 法 可 证 ， infisinz|zxE(0.2r]} 一 一 


5. 证 明 ; 否 4 是 非 窜 有 界 数 集 ,sup4 二 a 或 infA— 0). 


1 -一 并 Ar W infC — A) = —aOXÀ supC— A) — — h). 
证 [5 supA—a.Hil 


DY rE A. B ria DY 00,3 n€ A 有 am, 


A. CV C—2€—A. H —as—z, 
DY £90.34 (rd € -A H —n« ads 
即 inf 一 4) 一 一 
向 法 可 证 ， sup(—4)— — 
6. 证 明 : 若 数 集 素 有 下 界 , 则 数 集 五 必 有 下 确 界 ， 


证 法 一 ” 诬 用 财 区 疝 套 定理 ,仿照 定理 2 证明, 从 路. 


证 法 二 ”应 用 定理 2 和 第 5 题 结 果 . 


H—a- 


证 DNE EG TA ATARE GAE F. BIEN 


2, 数 集 一 存在 上 确 界 , 设 
sup(— E) 一 一 
FEE 5miintE—b5.BDXE4E EGG TS. 


T. ERE A 13 BERTIER HYE- 
zz. i supAzzin£B. 
证 dE sup4d—a.infB—5. 用 反 证 法 . 
假设 sup4 盖 inf5, 即 ba. 有 bct ca 
- 方面 .号 «La--supA,Mj3 z,€ A, gti, 
gb ar 


33—JH Ws b= intic, Wa HEB, ws 
T. nEA H HEB, E 


2 


NE h 
y» < 


HV EBH. 


= 了 了 


t3 CURA PE 8r BI supAszinfB. 

8. EH ERAK f(x) 在 (a,b) 单 调 增 加 ,日 ¥ x € (0 A TOO 

scM CH B 好 是 常数 ), 刚 9 esM, tE 
lim fir) = c. 

证 m WÉEifrGolx€ G0) ER. 根据 定理 2, 数 集 

UG)o|z€ (0) (d EB ELE 
supl flr) |e € €a,b)) = exc M. 

往 证 上 是 国 数 OO TE b ACARIB lim f(2—c]. 

T de Lu HU XV 0.3 zy€ Qa, b) ,使 c— em fry oe. 

Cif) X f) xe 或 [fi —c| «s 
KD lim fir) — c. 

注 AEB 2. 4 第 14 BL 98 17 题 基本 相同 ,但 证 明 
AAE HEDRER emm. HiÉREJ 85 E, i d 
里 却 应 用 公理 . 

9. uEBE LEER AE f(7) 在 [a,5j 连 续 , 日 ¥Y «€ leb], € $070. 
Ma 720,vY rE [na] E fir. 

证 法 一 应 用 8 3.2 EM 5 RE). 

证 已 知 遇 数 J(x) 在 [a, 妇 连续 ,根据 定理 5, 丽 数 AGO XE. 
5 ESSI Ee] fl m. BIZ zo [u.5]. V Elad] fp 

fo) X f(x) om. 
uv rE lab] E SOSO, A f) —mm0. FE r=5>0, . 
Y rE [ab] A SDr. 
E2 HARARE. 
证 根据 连续 省 数 的 保 号 性 ,Y ve Cat] AELS, 


3 5,0.,V rE ty 二 +6) 站 [4.8], 有 joy HD. 


LE E 


TR HEHE (Gr 6, 3-6) yE [ab] R E HEIC [e] [a . ^]. 
ERARE ,存在 "个 (有 限 个 ) 于 区 间 ， 


1 


uL we HEC IBI La. j. Y rE G,—5, 4 6,0 Ya 6d, fGO 六 


roo 一 1] ,2,… .rn. K 


m — minif(g 2 |i = 1,2,«,2) 7» 0. 
从而 .YY z€[a.5].: € [a5]. (E 2€ (,—5, 06,08 


JG) LE 
TER r— 5 20. lv ze pa.b ]. Æ Jayr. 


10. 证 明 :5 d E PEE y 0, g z€ E. dj E P rue). 
证 ou. 
eR spud n EE A sec C i. SER n ves, 


取 s = min 


golat] |03 serine P ouo. 显然， 
zrcBEDPÉES x. 
Bt smmin| lai) 203 nE EE € P Gus). 显然 
a RENE E H ners 


取 “一 min| rlr: 20.3 z CE, rnc Ü (eva 显 
8. 
r ARF E orgy, 


于 是 ,得 到 数 集 # 的 光 限 点 集 {zinEN),Y € NL BL i. 
Take BRIN E AKARA, Alima, = TEY :之 0, 则 
PESMI e BTC DRAE EIRE To ns M ede E R, 

-79€ 


* * * * 
11- ERA: £r E AEJESUS EJERCER supp =a, Ba ELE TE 
ERS n EEn Er. € NL lima, =a. 
证 CH supE—a. HAREL, 
esl, ] zB 有 de ra, 


TE [70.3 tE E, H xn. HFT 


4 一 了 3 | 290,3 E E, A xn. H M aetas 


£a = min 


w= m| 


i 
s= min | 
1 


于 是 ,得 到 数列 {z) a C Esa rV EN. 显然, 有 
tim z, = d. 

12. 证明 :车 4 53: B RCM HE SPECHRE LATE B— by] s € Ae 

B) , Bi 
sup(.A + B) = supA + supB. 
证 ik sup4A—s 5 sup8 二 .由 确 界 定义 ， 
(D YEA, Hi eaa V y€ BJ gb. Bp 
V Gy) € AT-B,H zd yszad-6; 
QV 520.3 4€4A fi a—5 «xi V 570.3 ppEB, 有 5 一 


3X 7 Bp 


Ve x03 《re 十 y) € AT B, 


atb er H yo 
于 是 ， sup(A + B) = a + b = supá + sup. 
13. 证 明 ; sup (a, +b, j &;supia, ) H-sup(b, ). 
inf (a, 7-5, ) Zeinf (a, ) +inf (5,1. 
证 V^€N.dH 
a, X supla) 与 b x supí(5,). 


* B0 


4, Fb xzsupia, : FSUpit rs 


PATE EN. 
BI t sup{a,) supit J& CB a He hI ER 于 是 


supin, H 5, ) sisupia,) 十 supih,} 
hi] i np E. inf ia, 4-5, 1 Zeinf (a, ; infi je 
14. RC GO m rers LV a€ («17 BETET IL L, 

YELA lo — £60 c DURER AE L4 aE (OL UC ERE CO- 


U HÆRE BER T 7L RESO. 
证 用 反 证 法 假设 开 区 间 集 {ja€E (O0 I] A r OB ER IP 
“ni T ECOL) T]. 


FKH i, i=1 mL 
VEL enaj Y EL 有 I Sa) [< 


[T= Saa) | 


KIOSA d a LE GO | (常数 ). 


或 


Bp eg t EDEN h, F. 


3 M = maxiif(.)| fQ2 D) xS. 


nyt: 有 lft) | = 一 


«LM IRR GO e ECOL LT LR. BUE CARE SOO m — 
OJEE ode EFKE eE C0, 1 ] HEURES GER TT A 
(0, 1]. 

j 连 续 , 且 零点 集 


15. 证 明 : 震 函数 GO E La RE 
r= G|fGD — 0) £8, 


JH fGQuD |. 


于 是 ,VY s€(.1].3 7, € HT, Jic 4.2 


lil] supt € 6 ,inft € c. 
证 VERS CC[a^].BIcHER EXRXET T. 
!j o dnfG — 4. 


supt = p  *'j 
PEG E q€ c, BEIE f(j) —0 5j fip 9. 


往 证 
最 大 数 ,最 大 数 就 是 pa 二 sup , 刚 六 站 一 0， 
. ïj» 


im gc 


A SR 6 OEIL B KOC LU 0 o ARE. 已 知 supG —». t Et y 
ER 
e— d. r EG, poler p 


| _ . 
=g n€0.8 / pP 
1 2g. | n » 
eed r,€ 6G, POTTAN p 
N 


TA C mmm» a) EN. EG) B fE) = 0, FT lim t, 
—p€ [a.5 i. EARR OE p WESTE, MORH EEE .有 
ftp) = lim f Gr) 一 lim f Ca.) — 0. 
Br psupG eG. 
同 法 串 证 ， q—infa€ G. 
18. 用 闭 区 间 套 定型 证 明 紧 点 定理 . 
聚 点 定理 ”有 界 无 限 点 集 所 至少 有 一 个 聚 点 上 


EC [ah] 


HARRELL: ti]. [a T] (s +r sb, EDI 


TAERAA EMERE I A A E i fa E 


[0h EAE ENERE TR RAAK a DREE E 
MARETA FEWR PERI 设 合 有 避 的 无 限 多 个 点 的 那个 
闭 区 间 表 为 fes 00. BERE IE DEC a, CEA 2s [87 | 者 
TE EWER ETA WERE 

PRAK B] (a 0. ] 5849 DESI «italie 
至 少 有 … 个 闭 区 问 舍 有 请 的 无 限 多 个 点 ,将 此 亲民 问 表 为 La. 

间 样 方法 ,无限 次 作 下 去 ,构造 闭 区 间 套 ， 

282. 


Da h olm eh Ee Du, 15, ] 2i 


occ il 
Z)lim (5, — a, )-— dim y 


& 4r P3 EC IRI Le. ARRA E REB Tux —— BE. 
在 唯 - 5 PEAU R L ahd V «€ NL 1i 


lima, = E = limhe 


o, LEHRER TIE E V 60.3 «€ 


D. 


nV aCcN.OTEauius 
N. Ë 
ITEAL wol A ALE r 


Bl [S5 JC GT e iE) Fo. PX PX Tl [a.b A E pg 
ER E TR MATEG O A A EAER ET BI IARE AREL 


EJA 4.2 


(QUELLE RE. 143 D 
3. 证明; 
COPOS c Zu—1.1»--3€ rESX YE R dE - SEVERE. 
解 YY rengt- LD BERR 
| 一 了 一 二 | 
SE qd in DI mas ie2ir— | 


REAREA onn I S ME sS IR p PA 


yr> 0.4 48 — =- 三 2 0Y rar E (> i D)i in = oan) el AA 


[Jei rij mee. 
RPA rus EC E. 

HARR T =a EDO, Hoe E B amm dos p 
OOS Pe E o^ BS RR PE E » BE UE E R4 € RY 
充分 大 时 ,两 点 Án 与 à MER BRE AR HOC x ERCEE TIE Ge 

ne wa 


|A TT A= aI 
却 保持 常数 1. 于 是 
3 «20, 62-0.34 vn, n FIER, 
-T = l P Ll 
VT mE yy. 


| aii S 
LLL r3 


fA DA | =r I-A 
Bü X On ms ER 非 -一 致 连续 ， 
(3) GO) — x ELI. o9) — GRE B. 
证 Y o00.V on me Lore ER 


' * EAE T 


zin =- rs | lt 
- «Amo. - PM » - 
RARER [emea |e RE r, — uu] 2s HE ó= 2e, PE 
Y 2790, 6—262 0. Zot ELi :二 2); I — p. MES Zd, 有 


即 函 数 SGO Yr 在 1 ,十 的 ) 一 致 连续 . 
5. WEB] LEE AR 7z) 与 9(z) 在 区 间 了 一 致 连续 , 则 函数 10z) 
十 gz 在 区 间 了 也 一 致 连续 . 
证 DA COS gE I--3EXESE BB 
Js > 0.V zn. € ijr merni lH 
[fer — fr) | «85 
'352 6v zn €nin-u ced 
lg Crd — gin] m e 


YeD 


*84* 


3 ó-—mintó, ye FE., 
V 20,3 4—min(5,.6.1 220. V zi cx, € £8 i nico dfi 
[FG + gGO] — DfG?O go) 
zzolfén a) lg — gno] < 十 一 和 
BIRRE Gorg GO TEX Tg] 7 了 一致 连续 ， 
6. WERE : gg E FOE DX IB] (a 20 RE SE e— PRÉC fr) 在 开 
[ [E] Ca 0 XESE . A f Cac 00 5j fO — 0) DTE d. 
证 ”之 已 知 CO dfEGa.c) 一 臻 连续. 即 
YD 有 
|fCr 2 — £Gn) | xe. RESR SOO dk Ca DERE. HL 
V0.3 025 0, V zz, € (GU, 
je 
ja 十 áf 
| ~ fino] e 
ERPE SOEN, AR SUE a EE URR ja 十 0). 
MHA THE. X COTE h TE4E ICARTE. S0. 
«EU SEH’ fO O0 f£ TE MER OOE « WEEN 
拓 ， 即 令 fCGr) =at 00. [RT FR HE BRE FG Tk b fog E SEIT dB HU 
S fün-f(G-O. TAE EXE TGOTEBLXIBILa ^ ]3E 8k. 根据 定理 
1s RÈ SOO EAER eb] EE SENE E /在 (Ca 有 也 - 
7T. 证明; 函数 f(x} 在 区 间 7 一致 连续 < 一 对 区 间 7 了 上 任意 阿 
CE GL) Ss) Slim Gr, 74) = 0 时 ,有 
lim[ f(z) — fG,)) = 0. 
JE UEBER ER GO — e ER dE— SES. 
证 = 已 知 函 数 (7) 在 17 一 臻 连续, 即 
M c2 0,3 ó 7 D.M ray € Tii — y| «6, 
[féx) — fo | x e. 


Chr, cm ay; LOT 


a MO 


又 已 知 im Gr, 54, —0, E EE 070,3 N€N.V n N Uff 
ix, — 4| 6, 
从 而 :有 GO — fü] x e. 


Pe crunt a m n n an ans e P ae 


Ep lim [fC )— Fiy] = 0. 
二 用友 证 法 .- Bit JCO 7 3E— SEXES. BI 
je0vy62-0.3 zx.49€ PF: la yl E 
[fé 一 Dj S 6- 


取 j5=1.3 ry Er: In Em UR IfGao m FG EIAS. 


1 l . 
=g] Pyp EFS leoni A [FS ya) i Es 


l — . 1 E 
ác UET PE Ic iek y. " GB EEO — FG ERR. 


从 而 在 区 间 了 上 构造 就 两 个 数列 {2,} 与 {4.). ER 
lim Gz, — y) = 0, Elim [Se — f(x 0. 
SEART TE K SOO ERE 了 一 致 连续 . 
Bde 上述 …… 致 连续 的 必要 充分 条 件 . 有 
EC 了 02 在 区 间 了 非 … 歼 连续 < 在 区 间 了 上 存在 革 两 个 数 
Ab tz iyi. 当 lim Gr, —g,)-- 0 Br, 
fim f) — f] # 0. 
FHEA OO =e (ERE Es 
证 YEN, G? r =n i). y =i. MAE R Ee q- 36 
Fie, Eji PA :有 
im Cz, equ) lim [1n€u + i) — in] 


= lim 1 + -|= 
ae d n 


! 


fat. lim[fQr) — f, 2] = lim + 1 — x) 


二 1 六 0， 
RIER SOO =e 在 R 非 -- 致 连续 - 
8. üE 8] a ERG EGO Las E 0 E BELL Bm Go =e, MEC 
JOGOTE[a.4-000 — SE 8E. 
证 已 知 im SG) =b. BUR FIDELES TUI. 
Vom 0,3 AZ a, auus D AVE fx, — FG s s 
xp E E EOE e AT! 1 连续 ,根据 定 课 A Y SOO 
La, AE 1] CE BE BE 
ES c0. J SS 0E SY ar Cga AHI je [e -r 
EE 
| .Pr — fOr) | m e 
TOR nn E [a bo) : in ns | cadi 0 
MEDE fG | m re 
Bl p 3 SEO E a, Fo) 一 致 连续 ， 
g. 应 用 - 致 连续 定 文 证 明 : 若 衣 数 OD (Ea b 5j [use] - 
连续 , 则 函数 AGO Eae] — SE 8E. 
证 已 知 函数 了 (2) 在 [ns5j 与 [5,0] 一 致 连续 , 即 
35,2 OY ror E [ahis |a, = r) AA 


E] 


| f£ Gn 一 Séra) j = "E 


Vos 0, i 
j Üa = OY Tiata € Ib.c] E 1z, — ta | sz 小 ,有 


(fO = aoi a 


|^ 


4 6-—minió,.56,). F Ee 
V £20,3 d= minjo sd > 0. V. ror [ne] s Jn r] 


Dans € [a5] * [ez (4A LEG foo «xn 
Dror E [b.e] * [n4] 5 A E fGOm foo ies 


35, € [a.b].z, € [bie] * In ne Cr — bi RA. las bie 
= B7» 


OE IGO-FGO E EFGOT £00 | LEO) - FG |I 
=g, 
即 函 数 fx 在 [ae,c] 一 致 连续 . 

10. WER Tr eR EC FE [a i SE Liv s 0. PEL a.b 1p f 
有 限 个 小 区 间 ， 

Lrosri de sa dos en) wo = aer, = b, 

[fv ror E [e on].—10,2...4 51] fG'09— fO | er. 

证 D FGOdE[a.5 EE USE TE 4. FGOdE[a.01— $035 
gH 

Vez» 0.9 OY ry € jabi [x — y | Zh E 
GO AND: L e 
将 La.5j 分 成 有 限 个 Gx 个) 区 间 : 
[re sz J Eri sra]; IE TP dy — n.r, — b. 

使 每 个 小 区 闻 的 长 一 x m6 i 1.2. an 

V oxax€iugnenlfls—zl«ésg8 

[f — fGD| « e- 

11. EB RESSE: FIR PO artar uem 
十 a, TEE ERE TR IX B] L adb] -IGER EP monata, 是 常数 ， 

证 WE M=maxi el la]i V rE La.6 ]. A || SLM. V m€N. 
V tot E Los] d l 


i e 一 za Cin i"! + |z; [^77 Tri 
4e o ]7773 
< mM" jr, — x. 


V C0. rur € [ad] BERSE. 
[P Cn) — PG Eo deu] — 6 dau — cp 
十 中 十 (x 一 5 
g jejem i H e jeni e 


* SÀ x 


Ton lail lte tal 
s QAM [as] H a M La | 
+e + lai [Dle — zel 
= Al|z, — r| Ze 
成 立 , 其 中 ASM [ad d QT DAT ja dob lai | EGET 
数 ,从 不 等 式 An mas | Ce REEL mE ER CT 


V 250,3 ó——AO.VW z,,2, € [2,5] : |z, —2, | 5, 
[P ir — P(r) | < a, 
即 多 项 式 P.GO EG SURTR PC La 5] aE. 
12. 证 明 , 若 函数 f(z) 在 [es, 十 cc) 连续 , 旦 lim [02 — £2] 
0, 其 中 心 是 非 震 带 数 , 则 函数 GO fe [a ,十 cc 一致 连续 . 
证 法 一 已 知 lim [xz 一 fz?] 一 0, 根 据 柯 西 收敛 准则 ， 
Y 本 >0,3 AD V zn AVE 


| [az 一 f(e} — [ae — fap] « P 
Bam. — HfGOo—£fGO|- lol la 2 


KIHO ]— Df G) 82] | 


或 GO FG) «Id ln n Hz 


E 


2jbi 


EM Ib] [n 72 dE EB SIE e A TILCPA 


2|5i 
MeD — Sei < lla — nl xe 
又 已 知 函数 J(z) 在 闭 区 间 [e,4 十 口 连 续 , 根 据 定 理 4L ER E 
fr 在 财 区 间 [a,4 十 1 一 致 连续 , 即 
对 上 述 £250, da >00, Y £t E Le, A+1] : |r —25 | «Z5 EE 
JG — fip] e 


J é-minió,,0,, 13, TÆ 

V £220, ó—minidu.0,,1] 0, V tosta, pa) 1 [rima 
<á F 
z, Hrs 同时 属于 [as.4 十 可 或 14, 十 六 ) ,于 是 

[fr 一 Jr < 
BD EE f GO ED oes OE BE. 

证 法 二 WIRK FOO =b — EGO TE [al o0 XE SH 
Jim F (G)-—0. 出 第 8 题 知 ,六 C7) 在 La. dee) XA EBEN SK du 
Fa. + co) EE Obr, — braj = ajir al) Fh E o p 
BC — v Fa E Las Ho) e FE E- 

18. 1E: EK SOOT e OE EE LTUBLSE FEL KESO E 
(a,b) UEA 

证 89 XR TOOTE Cab) OBERE h £8 01 i 2. 4 第 14 
题 . 国 数 OOE a YE TE BER. Fe 十 0 E] f ER E FOE 6 EA 
极限 f(0— 00. Pippi 6 E.A FGOTEQu D BUE fi 

14. EZ FR] ME Ka AE HE E AA ; 

FTR OOA i a.b ESTE MMAR SOO E a bT 

证 用 及 证 法 ,假设 了 两 数 了 在 La.5 无 界 ; 即 

V 0 n € [u.6]. A Cn 12 M. 

Hg 好 | 一 1; n€iaebdlrGo[zM. 

M,-—maxi2, |f Gr) 1127 0,3 à € La (TL PG Ma, 
M,--maxi3,.lfCe2| 17» 0.3 n € [8,5]. 4r: fCr 0) I2 M. 


M,—maxísu.jfG, OJ 290.3 x, € [a.i Tí S, 77 M, 


显然 ,zz 关 zfJEMN 从 而 .构造 一 个 有 界 无 限 点 集 amic. 
€NiC[a.5]. SRIEX gm fR AP ARA H E 
Fab ]C E SED. 
E e SOO E S Eg, 
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Ae—i4z290.3 8250.V rE (a.b) 一 上 < 有 
|f 一 fon "E 

WO vVoercsn eah AED | £Ceo| i. 
MERSO ET DTTA 

Sooo A rh EH E Xx. TEH E Ag a aE ECD m4 A R 
g pda [SE 0 | 7. HP m EN, H nom on Al pA R 
POM COLL RJY- I EETA. 

TiRED E [et SÉ RE. 

FR R SOO ERJA D] Da so DER, A E S Oot aso HR EI it 
EL LLLI LE 

证 WGE Lg FO [aio DARE BU er Se S ELIGO s 
€ Le AAEE TIE. HER EIE ABREU € 
[aa BET Eu A A FR SR. 

supifG3ire[u.b]i Sss 与 inf [zc [a5]: m y. 

下 页 证 其 函数 了 在 [e860] 取 到 最 大 人 入、 即 了 ] E14.4 ,和合 
EZS = 

tp Fa mE XIV c0. uel a.b jy 使 S— e [On uc 

B := 1290.3 z € (a.b, f £— ez Fx 


l0. T&E [u.b]. f £—lepoosu. 


x i 一 
e— — 9D. € [a.b T pd EELS EE, 


h 


Morti, RE fp ROBERT C1 R ATMS s. 
根据 致密 性 定理 ,有 有 界 数列 {4.} 必 有 -一 个 收 做 平 列 ix.;. 设 
ima, =r €E [a0], PERGE S 2. 2 定理 9, 有 
dim uc — E 


Hja 


EL p M f(z) 在 x 连续, 即 
limf(z) = fn). 


于 是 ， lim f(x) = lim f) = E= flr), 


好 函数 FG dk rE [a b Ht sud AH $- 

la] iz TUE o A ER SOD EA mmE Leb JRR E E n B] 

TED 一 a 

16. W Ri fg A E RE E FA : 

若 函 数 SORER E [a 5]3E SE. H FOSO «C0, BIETE Ge 0) 
内 至 少 在 在 -一 点 使 了 Cc) 二 0. 

证 不 妨 设 f(a) 半 0 与 J(5)<0. 考虑 数 集 

A = ix|fizr) 20,2 € [n.5]). 
4 是 非 空 (aE 4) 有 上 界 忆 是 上 界 }) 的 数 集 , 根据 确 界 定理 , 数 沁 4 
有 上 确 界 , 设 
supA = supíz|f(z? > O,r € [u,b] =c E (a.b). . 

下 面 证 明 f(0 0. 用 反 证 法 .假说 f(O 0. LIE EGER ETE 
TETE, . 
F oSI 9,20. V rE eet d A £G02» 0,5 supa = 
cos 

E foo Mg 5,70. rE €c— 60 eB TOO, MA iji 
óc) (1426. 5 supA- c EF E. 

TÉ .XEGGUDO VER IP FETTE — ER esi C00 0. 

17. 应 用 有 限 覆 盖 定 理 证 明 ，; 

车 函数 fFOOEBHPCIEM La. 5 ) x E . BI BR E £C YEPH EXC IB] La «b ] 
一 致 连续 . 

证 Va€[ae.»]. LATER EIC 了 (x) 在 a YESE LB 

V 20.3 40. V 2€ (a— 6, a4 50 N Cad] A 


|fG) — fa) | <$ 


» 92a. 


于 是 YE (r7), at [t asa] BI | z, — e] «0,. | z, — 
Ls E 


HOO 一 fo 二 三 与 jy 一 ol 一 T 


2 
有 从而， Hé fir) x TF — f€90 | 
十 | Co — fn] x s. C12 


ERE TOT CIR] Ca— 6, o- 6) FR BG d, HR 48 — 2. f HT. 1 18] 
S. 


(|^ EE a € [2.4]]. 


ix 4-3F EE [n] EE i8 Pr DC fe] La 5]. RRENA EE EEn 个 (有 
限 个 ) 开 区 间 集 
Fi US 6, | 
leget l 


1,78 28 TX R] e,t]: 


Pom piene] 


. ó, ó, ó, 
E o= minda Ruso 0. 
2'2 ? 
下 面 证 明 这 个 6 就 满足 一 致 连续 的 要 求 . 
. | ó, ġa | 
Vrn.on€ilss)j.H[n-znle6idne 4,—. ; BẸ 


Å, 
lal AE 


8, 
|e: — al E |z: — zii + [| 十 也 


o o, ôa, 
c. * 一 à. ， 


即 tE (a, —À, sat 6 ). 由 (1}) 式 ,有 
LF 一 FD « e 


"s GA 
CHE. >00, a= min | ngen p> oy Tst, € [a.5] : 
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lasna E s RT EAS EIC ai 8,00 UH 
[SaD 一 了 Cr e e, 
Bp EE f(z? 在 闭 区 问 [w, 妆 一 化 连 续 , 


* 345 


第 五 章 ”导数 与 微分 


m 


ZK 3] il 5. 1 


Mel 


(CE 9E AE. € 157 页 ) 
S. cR PER HU E y= 与 4 一 2 一 生存 交 点 处 的 { 两 条 切线 ) 区 
ig 0. 
WO A ER BN SE IMTRERIHSE AB RECI-D SC L0: 10. 
EHH R mat E y—2—2 4E OST OBERE eR ar MI ESL 
与 ,有 


[S lim M — lim fl 十 Ar l 


von M Mon Ar 
= lim€2Z + Xr) 一 2. 


k= dim M = gm ECL 0 2E 
5o wea M ui Ar 


= lin(— 2 — Mr) —— 2. 


Dp E. — k E 

-是 - tg, = — LL, 
TAE en = 3 
Hj 0, — arctg i 


[3] i n RK 9 AR D 9 £e x C 10 f Se ff 


4 
4, = mw — arctg z 


4. t die Se YE OGR PAARE 89 TEG 


Wo roo VEED 46H 


1 1 
=li = -= 
n /(x-EAx)--14- v a4-1 2 x41 
(4) f(r)-sinàr. 


(rayos SNIGH Ax — sin3x 
S J (一 Im 
Zsin BAT S Set RM 
— lim Ax 
sin SA 
= lim3 A cos SET 3M tosta. 
mH 
EN 
6. 3K se fr 
fo =f fe 
ar +b, rct. 
在 c 的 右 导 数 - 25 a 与 5 XS LL AR f(x) 在 c 可 导 . 
2 2 
S 请 (= dim STD —* o 
Ar i 
. | — p? ] - Le 
IM COL nm (CES EB e L lim apte . 
r+ AU 


Hi Ji nf D, aac4-6—c6 — 0— f. GO TETE.B. P (a. 
X BAL SOE c n[ Se f£ (GO — fi FEAR SOE e 
8| Sea 与 5 应 满足 方程 组 ， 

ac J-b —c — 0, 
5 D» 

MPRI a 2e, b= —c HB 34 a—2c,5— — c^ B BR C Go TE e 可 
S. 

7- 求 函数 在 点 0 的 左右 导数 : 

z 


一 一 一， #0, 
a) ko [ore 7 


Ü, + 二 D0. 
. 396 = 


K f.) — tim 党 = lim p, 
"n lex 
1 
f, (0) — tim SE lim c. 
PM upt | -Hen 
(2) pla) = |arcigz j. 
， |arctesz| ”一 arctgAr 
NP o (0- lim — ]im 
Ar-Ü Ar AC Ar 
Ql arctg(tgy) 、 
= lim —————-—— ( Ar-igy) 
A igy 设 gy 
= lim —/ = — lim -全 cosy = —1 
pu By jo SIT 
q,CO = lim ero [一 lim BEC 
A0 C paot | 
.. arctg(t . 
lim ac g(tgs? Gd 一 tey) 
yo tgy 
= lim -)-—1 
NIIT 


8. 证 明 SÉ f. (22220, Wil j0, Yy rE ad 十 六 ,有 
Tn) — fü. 


证 已 知 f G2) um lim EE, 根据 极限 保 号 性 ， 


j 90.v c: —— z€ (esa 十 的 ,有 
fe 一 fü) —0 
zz— tu 
E r>a HE x—a70. FAS GO £600 8E fio «c fG). 
10. EH: Zr ELE GO e a np UI 
lim zf(a) — afir} 
I z — ü 


= f(a) — af' (a). 
rf(a)—af(a)-raf(a) — afir) 


. o rfia)—af(x) |, 
证 Spa r—a 
g £fe06 20 —a [£65 f] 
r—u 
sm jn ,I0- Jf —f(a)—nf' (a). 


DEL 


11. HERH: FFV xz Ca H fog GO Sh GO fia) yla) = 
ACA). H f' 6) — A Qa. Ul] gtx) 在 a HIR. EL PG. GO A! GO. 
证 已 知 Y r€UQGD A fGostgGO sch GO 从 而 
Jr — fia) SZ gr) — gi) xz hx) — fa), 
35 r>a, Hl z—2a70 ft, HB ra 除 之 ,有 
fir) — fla) « gr) — gi) c hlz) 一 ha) 


i 一 上 及 £—n U^ r-—u 


已 知 im Io fo = f, C0 5 lim E =k, (DO. H 


I fü 


FD 二 条 GO. 根据 两 边 夹 定 理 ， 极限 tim m I MO? 存在 ,好 P 
(z) 在 a 右 可 导 , 且 
Fe Ca) = g, (00 — KE, (a). 
EA iE v! Ca) — g (0 =k. (2). 
X CUAL fF G0 —& GO. BEDA £F GO — FL (G0 — P G0 5g KL) — 
& Qa) =A (O.P ES gu (0 gg (a) =k GO,BD gc 3E a n 5&6. H. 
Fia) = g (a) = KE Ca). 
" m x x 


lim u + xl 


eel a) 
"E ] feriens ]-re] 
解 im | 一 一 Fy cm nom 
s| v —f(a»]* 
cm [i+ Hoy | 


1 rj =+) — fiat 


MEME 
ol 
OMIT T | 


. J 


QR OL Vm, 
14. ie. GO Xe e 可 导 , 求 下 列 极限 : 


Qy im fL 


rep h 
解 lim [£a Pu m lim fei e) -fG. 
bi án — 
2o fóÓ1 2-20 — f Ga - 0) 
e lim 2t . 
QU féad- 20 — flatt) 
解 ilim 2t 
Lag LEHO — £60 [fet — £00] 
i-ü 2t 
一 1m 人 4 十 2 一 Fa 工 im fGa 0 — f£) 
t 2t 2 0 t 


—PG)—LPG-LP (a). 
15. ER eR AGO EE a E H fGO SA 0L TE ER L& GO S E 
“可 导 , 则 函数 f(z) 在 < 也 可 时， 
证 CN fGOdEa ES lll m fCa-E NO — fa). 
ERCOJ fg à up S EARE 


lim [fta 十 sz 一 To) 
Arc AT 


tp : 2 | H . 
im CEN 一 G0 


hrei) AY 

— dm [Cd NO FD FG 2) 十 了 fo)] 
M Ari f Ca 十 Ar) 十 f») 

= im Ce 二 se 了 一 [rc 了. 1 
m ^x JG + ^z) + f Ca) 

oA 

(OMOGD' 

即 函 数 Go de a up. 
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练习 题 5.2 


(《 讲 义 》 上 册 , 第 175 页 ) 
1. 求 下 列 函数 的 导数 ， 
d) g= 43r — 6. 
解 y =d Hha 
B) yS HAO H2. 
KW y= AH 4 42(EH- 46) 
= 4Üz' H 122? -- 4z = Ax (1027 2- 324-15. 


| il 
© ya 

Q0 3z'(a5—2—2) — (£6 4-1)(22— 1) 
E y= 

(r’—r— 2)? 

z — 2a — őr — 23-1 

T (z —2— 2) 
(7) y=rtgr—cetgr. 

— x 1 
解 y—t T sinr 

= tgr- rsec^z -]- esc?1r. 

|. i—Inx 
(3) ?一 1 二 mn 

— ln) — G—dn2) .l 
KH oy—— : 
(1-F-Inz)* 
L2 2 
zCl-TInzo7 

(41). y= 
解 一 n 


1 l 1 
二 一 parcus Pi IFF 


* i00 - 


— | —# .—arcigr | . 
"E lr? | 
(13) y—z'arccosz. 
P 


K y —2xarccosr— 
i—z 

(155  gy—zsinzhnz. 

KR > 了 一 sinzlnzy 十 zcosrlnz 十 zsinz 二 

—sinr(enz-- 12 --zcosrinz. 

2.cK F 9S D e t 

G) y= (2—3). 

解 y —2(7—3)* 4z—8:(22? — 3). 


(3) s=] LÁ. 


1 .l—z—(d 26-1) 


(1—a)* 
2 i-Fr 
i1—zr 
(1—322v 1—2* 


(B) y—Nz Ni zr. 


E r= 


IN aH Nait or 
1 1 
. | 1 十 一 一 一 一 一 i 上 十. 
| WW zal 
1+2 rA vr Vetiver 


8 Vz Vt a Na vatur 


(7)  y—sin2rcos3s. 


BE y —2cos?2zcosdr — Ssin2zsin&a. 


~- i61 - 


(9) y= asin? 过 


3 


BÉ y = Basin’ 3 * Cos 3 . 本 
-—mqsin* cos Ez 

(11). y—lIntgr. 

1 1 1 


SE y——.—.1-—- 
tr cos rz  Sinrcosr 
| 2 
sin2z^ 


(183). y= (rectgx)’, 


WE y = 二 2zctgr| etgz— 2 | 
, sin?r 
= 2rctgr(ctgr —zcsc^r). 
CiD) y—log,Cr^ —sinz). 


1 


一 (z* — sinz )In3 * (226082) 


2r— cosx 
Ca —ginz )n3* 


AD y=an{zt+ IFE) Vici. 


dU TAE | 
解 “一 mlz+ iFa) +i o a 
, 7 z+ Vir 2 /TT 


=In(z+ VTTE). 


(49 y= ti 
z? 十 1] 十 zx 
解法 一 
00000] 
m z*--1—z 
"uma 
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(fH [—L——d1|.4 mma ———4i 
i PI EXE i il Ui VL | 
人 SI 

Te 一 | 


ws 十 1 一 2 
+i +r 
—Ini V41—2)—m( AF iel 


. 1 ] T 
-一 — | 
“o AU vr +l | 


-| 一 二 
ZEF VT | 
2 
/EF 
注 从 上 述 的 解法 一 和 解法 一 看 证, 求 商 的 对 数 函 数 的 导数 ， 
首先 应 用 对 数 的 性 质 将 它 化 为 对 数 的 莽 , 然 后 再 求 导 数 比 较 简 单 . 


£3 
《21) y= vh an 3 8 ET. 


解 y= vetr alina Fr) ine], 
. r | l E. 1 | 
poat aj- SEEN 
"EE "ar4a a EFA *| 


t 
a 


H 1 
vat d- a | r a-r? 
Taper? 


T 


(23) g—T 75. 
解 了 一 7 Um (Qn 
一 2(z 二 1) 。 7% 4507， 

y 


5 -—in 一 一， 
(25) y ^n YYs 


DEUKE 


_ se t 
l1+e qe 
(27) y= (arcsinz)*. 


y —1 


NP y—?arcinz* ———— 


_ 2atrcsiny 


1—2z 
2r 
1— z? 


(29) y=arctg 


， 1 2(1—25)—2z(— 2x) 
解 y 一 2x li (1—233y 
i 


(31) gx a! — 2! -a'arcsin =. 


t 2 — rr? 2 1 
E y= 4 —2 coca 一 -一 一 


Al al — x? i- [2] 
a 
一 2 Yar. 


(33)  y—aresin(Csinz) 


O 。 | COSI 
解 ?一 f ; cose Teosz] 
q —sin*z 
T a T 
E 1€ [2i Sz]. 
= | £€Z. 
T " 
E rE | Gib Ds S Qe oer ` 
ü 下 一 如 
(35) 3 一 arctg — oin rEa 


NR s—urcte - 十 gn (z—a)—in(Cr4-a) ]. 


- iùd. 


， 1 | a i H 
y= , 一 +F 
a E! 2ix—a za] 
1+4 
u 2a! 
Tate 
(37) gy—zt. 
解 ye 
00 dg, 1 dne 
ycetb aur 


11^ (1 inz). 


y= Ginz). 


(39) 

解 un 

Insinz -区 Cos | 
sinr 


= {sinr Y (Insinz--zctgz. 
;Cz) 在 z E HE x EA 


4. EHA; AAR S D fair) en 
34 0, gD =f Oae aad WRR g G0 dE r diB[ 5e H 
BO») |f) f G7 
+“ 十 preis 


sa = O Fe EG 
证 EXEC (x) fon :rz) 在 zx 可 导 ,; 则 fofi) 
(2 在 zz 也 可 导 , 由 乘积 的 求 导 公 式 , 有 
gG)-— Lf GXfGO rm /LG2] 
= Mf GMG) 
foem Gn 


Laoi RAOLA 
2400? t EOS EG f G) 


k=] 


ming 


fry f Cr) 


FAC) | CD LL, EO 
=O Fo Ro C 7T Rol 


5. UE SE ; ap SE BS [85 ERCICUE S ERE D E ERU n] SPEI PEPERIT T 


函数 是 个 函数 ,并 对 这 个 事实 给 以 几何 说 明 
证 GE IOo REI SB ir EE E 一 2 二 了 (7) ,有 
| 1055 


FO a) dim ÉL? ZS a) 


"m yE 
— lim fO — Xx) — fir? 
V n XE 


lim M MM I? 1 po, 
EGET TUE T DE T Eve m 
ENA uf al A SEA Ar EE SACS F PA RUE (S ERI R- 
ILTA: o S84 (3 pO UE] ET y Rit PROS BL. ELI 
BEE AREE, E Gan Cou hI ERRE A 
-一 个 负 导 s BO F-E YE A A 


7T. VERB A LER yat Eel ERES BR n= 0er 


= | pr = 
一 喜 的 所 点 的 法 线 交 于 -点 ， 

证 Y 一 2 十 1- 曲线 y 一 上 十 z 十 ] 在 三 点 的 

切线 斜率 :六 -一 1 有 =- 二 一 1 站， 二 一 小 

RRR - DLE 

曲线 上 三 点 华 标 是 (0,D,( 一 1,1) | pe] ,在 曲线 上 通 
过 这 三 点 的 三 条 法 线 方程 是 | 


+ 十 yy 一 1 二 0， 
zt 一 # 十 3 一 0， 


L 
rtg =0 
由 平面 解析 几何 .因为 


> 
M[— 9 
Il 
c 


所 以 ,站 条 法 线 交 于 一 点 ， 
- 106 。 


* * * E: 


8 证明 : 若 蓝 半数 aac BURE X BERE R ck R— 10; . ll 


yox"! 
证 在 5.2 例 10 中 证:Y r0. £g 
(一 Pr 


EHEAR y=" E A ER ORY ER, A 250 时 ,由 
Gr + ir) — a 


y = Qr) = lim 


-— YE 
Thpt 
Wr Xx 

i Mr 
mm (出 $3.2 例 99) 
vr M MN 

z 

= wi, 


AR RR yS” 的 定义 域 是 RR, 则 点 0 ATAR a= 的 定义 
域 ,此 时 只 有 当 a 宇 1 时 ,和 拓 函数 y==x" 在 点 0 才 可 导 , 且 
(D + Aaw 


(| lim == lim (Ar 
Mr Arc» 


F Xr 
u 0. e]. 
Em qm ]. 


EPA CREER y — r Caz6 DI] SEC X y — e e 0 du sr. 
8. WEE] . EAR PG mE G4 1,2. o0. Hd 
nme» JaGr) uh J£ i 


fas) fat) 0 fp) 


fy faln 9 fuatr) 
- d07 。 


fuo) fun) "nt fuhr) 


= MifüaG) faeG) c fal) 


fakr) fa) t fa) 
证 由 # 阶 行列 式 移 定义 ， 
fu filr) cv fake 


fal fel) c9 faf) 


fal) Jat) o faka) 
= D DF Efa Su E). 
其 中 局 ,a 局 是 1,2,… ,以 的 某 一 种 排列 ;4 HEFE CG erm 
的 逆序 数 ， 之/ RRI Gion ,i) 的 所 有 排列 求 种 ,共有 ! 项 -于 


是 
fat) fu ce faen 


fala) fel) w Saka) 


fale) fa uid fala) 
D (~ Efn Oefa GO f O T 


= 5 (c DEDICE, QI G4 01] 
um, £4 


- BLOCCO OD fu 60m fu Gu 0] 


boi nhe 


* 108 > 


SaD fa) ce flr) 


= MfaG) faQO c Pa. 
aG) fa) c9 fala) 
10. FAR SO gE x n] S RF AER EC) SE 


(30 y=" Y GO (9) 350, f(x) A, 


8 ye a 
EARS infi! ' 
y =e | gG) | 
ro f(x) g dnf lr) 
B rO| xia GF l 
(4) y=logr g r) (galr) >00, fé 2 05. 
Ing(x) 
infr) 
fo) 
Inf 6 — 
[inf Cry T 
g(r) E f GOlngCx) 
| gGOmnf(G)  fGDo[Inf(a) ]* 


解 ylog gx) = 


g G2 
uu gx) 


Ing(x) 
y 


练习 题 5.3 


《讲义 》 上 册 , 第 183 页 ) 


UESEPEITEDITLIDEE 


(209r Ha y — atf. 


z E : : br 
解 28 z-2dy «43 —0, y——7. 
ay 
2 H E 
(4) z3-Fg35—a* 
2 1,2 1 I 
解 3* BÀ y —0, 
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(6) g-—cos(z4d-5). 

FÉ g——snG-Ep Cy). 
20 —sin(x-J- y) 
fn 

(8) sin(zy)—r. 

m cos(zg)(gd-xy )— 1l. 
. ]1—gcos(zg) 
^— aeos(rg? C 


zi l 3—z 
G1 7t Fy 


3 
解 mig in 


r 3—r 


1—zr (34x 
— In |z| —1In | 1-2 十 言 m13 一 z| 一 二 In13 十 z4. 


o2, 1/0 01 2 
y xc d—xz 3(3—2 3C3 十 2 
_ 2—z z—9 

TA 309-43) 


; z Y 3 一 > 2 一 工 r—9 | 
MO (-jl spy s 1$ 25 
C) go Gr—a, 0^ (x—2a,)7t*(z— 2,)^, 
其 中 920 smi rns, 都 是 常数 . 
解 Inlgi —aon|[z—e, | Jen |z—2,]| toln|z—a, |. 


y a ita e "t. 


uj 


Bp y —(—aD" (a) Goa) 2 


*r.] r--ü, 


* TI0* 


3. 求 下 列 曲 线 在 指定 点 的 斜率 ， 
(OD 22 十 3z3y 十 彩 十 1 一 0 在 (2 ,一 1)， 


NR 2x3 aey) t yy —0, 
... 2z- 9g 
P 3z4-2y 


在 (2, 一 1) 的 斜率 |==}. 


4 
(3) 42zs— Y p —i,TECA, 0D. 
E! 
e Lain. 
, 8: Y 258 
y= z 
3z3 
， 4 
(E CA, 1) 的 斜率 ?11 一 可 - 
. d 
4 oR T PUSHÉCE EH SC. 
f Sat 
" 1+’ 
2 
_ Bat 
|2Odq-448 
| 3a i 
g BaH (2—6) 
dr dj 3a || 1—28 " 
dd FHE; 
" jJ z—acos't, 
dy teint. 
isind 
R dy d |. Sisin'tcost 
dr d a 7 — Bacositsin! 
—(acos t) 
di 
.. h i 
mL 
* 总 * * 


7T. A EX a RC PRO E om FOROR LU Ma E aT (E Ju oU fg o 


TP 


为 参数 的 参数 方程 
z = posh = f(0)cosÓ, 
y = ming = f(0)sin9&. 


dy — 
N di 


E (sine) 


d 
gg V (cos8) 


_ XDsinü + f(O)cos0 
^ f'EK)cos9 — fi sing 


8. 应 用 第 7 题 证 明 , 两 条 心脏 线 p 一 *(1 十 cos0) 与 pma 
cosg) 在 交点 处 的 切线 重 真 . 
证 “不 难 求 得 ,这 两 条 心脏 线 有 两 个 交点 | *, 士 于】 ,两 条 心 
MEA ZR 
P= fO) = all + cost), 
p = g(80) = a(1 — cos). 
BACDREA ERE Roc MERKAN k 5 h 7 
题 的 公式 ,有 


pu dy _ fisin + f(0)cos6 
> Og eii ^ f(8)cos0 一 fCODsin? E: 
m asinósin& + a(1 + ceos?)cos9 一 上 1 
— asindcosó — a(1 十 cos sin? DE ERN 
nH g0 sing + qP )cosh 
Uo dz|au.s — g(8)cosü — g(0)sin? 4i 
_ asintsin8 十 aC] — cos?)cos8 -=F ı 
^. asinÜcosü 一 «(| 一 costü)sin& e ' 
于 是 ， k ekhm tiD FDS], 


BI X PA 2 DE, e 8E Tr SE a I R AR D] 2 E. 


* liż. 


练习 题 5.1 


(讲义 》 上 册 , 第 192 页 ) 
1. 求 下 列 浮 数 的 微分 ， 
《5) g—e"cosbr. 
解 y —ae"coshr — be"sinbz 


=g” (acosbr — bsinbz). 


于 是 ， dy — y dx —e" (acoshi — bsinbx dr. 
(6) g-arcsin i>r. 
: 1 — 2x 
M CITRUS ES 
El 1 
= la " 1—z* 
1 


L] — Ü 
JS pre. 
dr 
一 T Occ] E 
y lr" 
于 是 ， dy== y dz = dz 
E] —1 o. 
4 1—2 cem 
4. 证明; 当 |z| 充 分 小 .a>0,n 是 自然 数 , 有 近似 公式 
4a Hrag t. 


o 


并 用 此 公式 求 下 列 各 数 的 近似 值 : 
(1) 4/80, (2) 100, (3) V 10080. 


证 asosi) osom aa] 
二 当 |z| 充 分 小 时 


;由 公式 了 Cx)a=1(0) 十 (0)z, 有 


EE 


是 . 当 Iz | Ero MESE 
eene meu 


mali i-a 一 一 . 
r n" ! nu" 
(D 80 — V 3!— 1234 NK 9907. 


(2) f 100— v 


(3) V T000 — /2'* —24 reris 


5. JI fcr dy Nri iV Ee PLAN ht wok PEU ED: 
(03 1.023. 


解 dE fG)— Y r-a—1.Nx—0.02,./ DRE $. 


. 995. 


$1.02— 六 十 小 05m 1 十 呈 1 007. 


(3) cosl51", 


Tr 


Rg + fir) = coss, a= 150°= T, wr = °= T (x 
—sin. 
cos 1*— eos 是 二 高 
6 — 180 
ascos S — | sin 5r) a 
6 618 


— — 1. 86603— 0. 55€ 0. 017 45zz — 0. 8747. 


练习 题 5.5 


(GE X 9.E E, € 201 页 ) 


1 求 丫 列 隔 数 的 二 阶 导数 与 二 阶 微分 ， 
ZIITE 


O ame l 0e T 
5 l 6 ! 
FR yee 7 ——— --: u 
2r 2 F 
Lut 7 站 
BEEN 
由 一 一 —ie Yt o. |j) 
E 
bog. 60 一 
十 -le +e 
2 Sr, 2 2 /| 
e He T n e 4 
n 4 Vu 
Ë — 6 ^ pe y. E um ME "n 
u u "E 
r+] 
(3) y= -. 
TGF 
g yat tI 
” (r-H 10" 
TGD 
ya Gr 2G UAD AeH 
! GHD 
DY C 
Pya ETE e, 
G1» 


2.3k EALA PEE AE REC y ODORE S ER. 
(06! = 2 pr. 

解 2% —2p BÀ gy — p. REOR 一 六， 

Ei gg. —a X ERG A g tyr — 0.8881 


2 
4 ] 
y —— 一 一 È. 
Li y 


”了 T5 


(D — g^" 2Ing— sr. 
8E 2yy riy = Ax 或 yy 十 一 27 和 y: 解 得 
EN 
再 对 ry y —20y XY r RGA 
2yQ Y - y y = Briy H 2Óy. 
LL Ox y E 28g — 2g Y 

解 得 y ue 

Lar 3» Ha e 
Org» 


3 求 干 列 函 数 的 n R: 


《21 PS 


解 ” 设 tx) 一 一 一 


EDSEL Fr T = s A Har, : ra= i, 
u(r)=21 (Hr), : "(xz) =0. 


是 一定 


有 《一 《一 | 十 了 
由 莱 布 尼 兹 公式 ,有 


=e A 1l. 


E | E 
(C Yn) CE p z2 7*1 — x) 
二 nc 17! — DLC 二 + 227 "(— D 


ha Dpc [i la Lay 


Il 


= (— Iri F 7 "1 于 | 
. 2m 
一 (一 了 《上 十 3 


(495 YY 一 《zx 十 27 十 2)e 7 
解 设 az 一 e pr) mat 27 二 2. 
1I 


gür)——e. : Pr) 一 27 十 2 一 207 十 1)。 
E : ma 一 2 
: Pr). 


uw(r)—e 


aUt(:)—(—1»Ye' 
AREZ A 
y?^— CGU o! o 2e Do CGU 260 D 
TQ DU «2 
(— Iye r A 2r + 23-4 2(— |I» e7*2(0 4-46 


nin — 1) na —2 
tT sr t 12 La .2 


= (-—1Ye [2 — 2n — a t (0 — 000 — 25]. 
5. E H e*— b HEBR (GI Ina)g — 2G 0! — 0. 
证 首先 将 e* 二 a 改写 为 zy 二 zina 十 gnb. jv H ES GS BO SF 
法 ,有 


一 lna 


十 zy = dna 十 yinb, 解 得 六 二 


inb 一 x^ 
再 对 zy 十 站 一 Ina 十 ?ln 关于 工 求 导 ,有 
y dg cy = ylnb, 
2 | — 2G — Ine 
|» inb—zrz  (Inb-— a2)" 


pr y 
(Gr — indy — 2€ Y 


2€Ky — lna) — r 一 inaj* 
dnb — zy inb r 


6. 设 函 数 :二 g (9),y 一 f(z) 都 存在 二 阶 导数 , 求 复合 函数 
=g fD É Z 
WE 已 知 z= 一 49L7Cz) 一 g GO * Sa) sy E r 的 函数 . 
= EO = O O 4 g GM G) 
= eD EDF tg GANG 


= (y — Ina) 一 0. 


i 


Z 


. li?» 


己 知 参数 方程 +: 王 p07 y — POOR g qx E SEI GA 
dy cuf 
dao — dd 


" y d j des Pan a] LH 
up E. dp] | diy 
ur non dri dr) d Ji " i di 


OO qe OW o 
Tg ty ` 


du 2o du jdr »" 
证 CAD un af di fi 


Dg odi Fi 
dr dil 


(dy deg 
v «l dtf dtl 
TEDO 
g i "lat (2 jJ 
9 Og) — GNE) MEN 
Lpa pa) 
AUISOREE OT e 
KAON 
9. BE n R EGGS faya 4 a, ar* edi RH; F 
它 改 写 为 
fA) 二 hy. 


qu GG»? 


A 
E 


Hi h, = LION. — 0.1.2.7. f'"ta) -= fia). 


证 TOD — b, Gr —aY 5, Ga)! 4-4. 
JG)—mG-—ayv!--—] ), Ceu T pr EB, 
fG)-—ns— D, Gr-——a)" *-- (4— De 295, G—ay 7? 

T2165, 


JOC = nla Ip) (n £c Lb Gr—aY "H a l2) 
O45, (ra pee Ds 


* 18-7 


l ou 
= n^ ! (a). 


10. WER. RE 
ES 10, 


Jo) — 4 
lo. 2-0. 


I r= 0 CEGHEZU ERG PI UO00-0:—1,2.-. 
证 HEY A0 Y EEN OGR Ptr 
X i n 
HV me N.P,! T Los Dit Ix dl RS Mifi 
Fon 二 n 


foeni lle: 


ATE HI UH ZETA EH Y LEN. 
FUGO = pul Tie 


EEk freno ed Le 
£A. 有 


是 二 的 3G — DIR 


Se E 二 Wa al 二 | — 


ni (r)— Q ;| 4 o” 
EN 

07 o 0] l mu 

= kedip " 一 Qu, ul i| * 天 上 T 


i iM 
一 一 ;一 总 v 
"E T 
其 次 ,证明 :VSEN， lim = - D. 
ps e 
TX EY: iy Stg EN, E axis 1 


有 ig DE LC uUo) 


le è 


um 


1 
是 一 的 36 EGLA. 


OHY poi | ， 


fle 


|o atiy 0oO-cIY 
dis ro z 
7 c a+ 
` ia + D* 
kt 
at t) Ofa _ 00), 
ei xe[r- t 
n” n* 


|] 
| x y 
lim =- = lim = =l, 
=i ñ cel 
于 是 ,Y mEN, 也 有 
P. iy 
lim p.00. (1) 
于 一 "m 


最 后 证 明 ,Y (€ NE /U"(0 0-0. (用 导数 与 高 阶 导数 的 定 
义 ). 用 归纳 法 , 当 * 一 1 时 ,由 (1)? 式 ,有 


, 1 
pO) — lim lim 0 
dr tim 
设 了 (0) 二 0. 由 (1) 式 ,有 
fO lim £o 二 I0) 
us P, ij E 
m 
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= lim = 0. 


zr 


于 是 ,Y EN, f"(0-—0. 
El * * * 
11. iE: viec (5 ást 4-00 A f (12070.H FOE E M Blj 

BR EC y — AGO BG BRA Co 9 GO dE yo — FO TEE - ET SRL BE 
NE fo) 

[f GO ]" 
证 HER, ERE y= FG TE GS — 6,2, 4-00 P RECTE hi. 
EW YrE (ry å, sg 6) AGE (Gn — dzy 4-00) 
me — fo») — 0. 


B 
Pasi F1 
$ 


e 


Ph) — 


Fa 一 lim z 
根据 极限 的 保 序 性 ,3 0.24 yr] n 时 ,有 
fao 一 fen 
y— ai 
35 yr Bt A SSF H yr h A OCG. TEN rE 
G2, — 0,2, 2-6) REER a — 9, 2-20 EARN FOOD E Go mt 
50 P* f& SE bu. 

Virg € Go — 62, Hó), H o gy. WR A ERU DE EE EE A 
相交 的 有 限 TTE DC JR] Gr — 0, 2 3-3, 21,2, 2, KB zz. 
z—H zoe, 8 28 PR DECR] [x vg]. BD 

[ry] CU — 9. sm 十 四》 
H aE n.m,.i—1.2,.—10).He«€ (z,— 3, on ER) DEEA 
maot H D- FEA 
了 (Fr) « fla) < fiag) «e mL fy), 
BAR FC 3E Gr, — 6 2, Ha) P 388 don. 

根据 8 3. 2 定理 7, 函数 y — f GO E Gs — 0, n EOD EE E CERO x 
=p), BE EG GS, — 00 f Gs 7-00 0 IEEE 1,7 Rp h- 
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> 0. 


其 次 证 明 . E AR à — 9 GOXE s — fGDTETE Er. 
Tig $5.2 定理 4. Vy € Cf Cr —0) FG E000 有 


IB 
fa 
ER 0, E y, Ay € C i fata MA A 
Ar = pl d- ND — Gy) E O. 
To 十 TE Cra isnt i) , f Cr, A2 — guy H- H ar 0 Ac—0. 于 
是 


ACE 


im ZG MD — v GU 
Ap Ag 
1 i 
Lage LEEA FG 
3-2 fi 十 MX) 一 fo) 
fitzo + ^r) — f'GV) 
be 


一 一 lim 一 一 -一 一 
ar Ar) — Ph 
? f'GOf Gy + v) [or Ie 


= L 
EF GT? 
" (ao) 
WO POD DEOS 
12. 证 明 ; 卫 数 f(z) 是 sa 次 多 项 式 ,a 是 方程 £600 的 (< 
2) HORE 
f(a) = f'a) = o — f" 0,m Jj" 235 0, 
iI => oE RIOLIETER RRG), 
JG) — (x — aYgiz), 
RB eG nk IK rx. B. g(a)260. tH SEHR JE 2E ZEE Vm d, 
PRLM LST 有 
f" G)— ct G — Y Jj? gi 
ToO — Y "7g 十 和 
- 122 


+ Cu —aY Jette) 

+ Co ay gy) 

二 于 二 人 (Cz 一 ag (2). 

"S meLk— Dp 时.(1) 式 等 号 右 端 每 项 都 含有 + 一 4 的 因 式 ,于 时 
JUD = f(a) zo m gU Qa) D. 

Y mk e DRIE A a T DA kg GO ,其 余 各 项 都 含有 


z—a 的 因 式 . T 


C 


f") = kga) z 0. 
< 18 28 9 ZA FEE OIX En bu MEA XT rade 


多 项 式 . 即 
了 f) fU) 
fen at poo {n — 1)! 


a 


Gr — a)" 


LE} 
op EIS Lay 


pb DI 
áo — aY^! t d f(a). 


EB fO xr Gom f ()-0, pm f? 0350, Wi] 


DD, 
Tir) = ET (x — n) 十 二 一 1 Di * dy"“! 十 


f?) i 
=p Ww — a) 
u Go - ar [ £59 fU) a — y+ 
kl (kc DI T 


fa) 
EC: 


n! 


== (x — aglr). 


gs o (, 
RB eG) = Ure ep E aa) 


KEAR, B eG "eo. 二 是 ,a 是 方程 fm 一 0 的 上 生根. 
13. ERR HA NR 


iu —k 


. 1235 


L Gta» 


P 一 
KG F'n) de 


MERIA 
© A — z*)P1G) — 2zP.G) H nln DP,G) = 0. 《1) 
证 设 y==(x 一 1)", 有 | 
y = Zu — 0" 或 G'— Dy = Zug. 
对 于 式 等 号 两 端 应 用 莱 布 尼 兹 公式 , 求 a 十 1 阶 导数 ， 


u(z)—y, vl) = — ]. ulr) =y, vir) = Jnr. 
u^? (r= * r a)n, y? =y y — 2n, 
s(r)—2. 
有 c T De — ] TC. ur") 2x CI, yr .2 
一 人 gt M 2nz--C, , y 7 * 2n 
或 (3 — 19g * 9 27 zy * ? Haat 104 
—2mnzg"^*!!-E2 2-104, 
E (^ — 1) *? 4- 224* ? — n(n4- 1037 — 0, (2) 
FB PLEER ELA y— G'—- 10 B 
PG) 一 x Ga D wey 
或 g^ = 2ulpP.). 
于 是 ， PC 


将 它们 代入 (2? 式 ,有 
G^ — 1)P, (2) + 2zP,(a) — ala + 1)P Ce) 
或 (1 — 2) PG) — 2zP,G) 十 ma 十 1)P(z) — 0, 
即 勒 让 德 多 项 式 P,(z) 满 足 微分 方程 (1). 
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BRKE ”微分 学 基本 定理 及 其 应 用 


练习 题 6.1 


(CHE EH, € 212 PD 

35. 证 明 : 若 方程 artar Ha r= AER a RI 

naz”! -+ n — tja p e aI 
必 存 在 小 于 x BER. 

证 d fa) Satar 4.43202. 

E i F= firm wo 六 站 ,从 而 函数 fr 在 [0,zo] 满 足 
洛 尔 定理 的 条 件 . 于 是 ,了 j £€ (0,z0) ,使 

fono, 
BIER f! G2 man! OCT Dazz' 2 十 十 sa 一 和 存在 小 于 x6 的 
ER. 

4 证明: 方程 ?一 3z 十 c 一 0 TED IR] CO. 1) PO SCIPIO T 49 3: 
H. ， 

证 用 反 证 法 . 假设 方程 G0 e 0 有 两 个 不 同 的 
实 根 x; 2; € COLD LR EE zin. 显然 ,函数 fx) 一 一 4 十 ec 在 
[2i ,zj 满足 党 尔 定理 的 条 件 . 于 是 , 8€ (zyzz) ,使 

F = 3= EHDE 1)=0. 
显然 ,这 样 的 EE (zx1 ;x2) 忆 [0,1] 是 不 存在 的 . F JB BD Jr TÉ x 一 3x 
十 < 一 0 dE EX [RECO 10 P9 CE PE P IS [E RO CR . 

7. 证 明 : 若 YW ER, § f G-—a.M] Fi) —ard-5. 

证 ”任意 取 定 一 点 nCRVRCR.BH rx 根据 微分 中 值 定 
理 , 有 

。 125 。 


JOD — Sere) = f(r — to) = afr — 74). 
Ehe Ert 2H. 4 rcr ERY. 于 是,Y rER, 有 
Fir) = ar F f(x) — axo = ar + h, 

EH b= firi — arn 是 常数 ， 

8. IER: FRR SOO tE[a 6 XE SE E D HSO 
£O» WE Ga 00 A E bE 4 cdi eoo. 

证 已 知 函 数 oE P EMA PE E 3 fF 11 

f) 一 fia) = f'ée)(b a). 

其 中 cE lab) BA ach E fGOIO»S 


ro = 109—102 > 0， 
b —a 


Bl de Ca 0 AL PE E- ox e AE POOL 0. 
9. uEBH P PUSSESX s 
(1)  [sinz—singi | r— yl. 
证 当 z 一 时 ,显然 成 立 . przy 时 ,根据 微分 中 值 定理 ,有 
sinz — sing = cosc + {r — y). 
其 中 :在 x 与 y 之 间 . 于 是 
|sinz 一 siny| = 1eose| |z — y| sm |e — yl. 
(3) ay Oy ,dal dy 
证 根据 微分 中 值 定理 ,3 cE (y,z) ,有 
i*—y'—a€cl(r — y). 
CA Ye IR CVM 
ay" (x — y) «zr g «ur a — y). 
i l| l ! p1.42. 


9) wTd-Dri wj! 
证 Va ERR 
Ji) = 3e [a — l,e] 


根据 微分 中 值 定理 ,了 cc fn 一 ,有 


* [26 7 


Q-— DE ad [a= D —1]— ^5 
aml-l. 于 是 ， 
(n 5e zu > E - 
或 
w^ zx Gn -p~ "x 
10. uERH : 
(D arcigz-Farcetgz 7. 
证 YER, 
(arctgr 十 arcctgz)' 一 i —L. 一 ü. 


1i 1+ c£ 
由 86.1 的 例 1, 有 
arctgz 十 arcctgz = C (常数) 


4 r—Ü0.9HC =- 5H 


x 
arctgr + arcetgr = 3 


Lo 240 
(2) 2arctgr-l-arcsin img menm. [z] 281. 
证 Wx:Y 六 1 或 x 之 一 1, 有 
， 2z 1 
2arctgz 十 arcsin TFF) 
2 2 l-z? 
7 Tie I+” 11 一 下 | 
= 十 二 一 二 | 一 
-r| 4A 


gi $6. 1 BE] 1. 在 区 向 (1, 十 c) 或 (一 c ,一 ,有 
2arctgz 十 arcsin 1 2 = CH S. 
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令 xz 一 士 3 ,有 


Zaretg(d-. v 3) + arcsin 


Lp, v2 — 
=t t5 tr., 


B z—1 时 ,CG 二 7} 当 x 之 一 1 时 ,0 二 一 x FTE Sl 有 
2r 
1t 
当 r= 1 时 ,上 式 也 成 立 , 于 是 ,Y x3 le] >A 


2arcigz + arcsin = msgnr. 


2r 
jig me 
11. uESH LEE ERR FO dE Qa T o0 B[ SEL V rE a, +o, A 
LP GO | M Korb M 是 常数 , 则 fGO EG o0 — GER. 
证 V nz € ta, 十 co), 且 mm 天 mr, 根据 微 分 中 值 定 理 ,有 
(FED — fez) | = [EE | e — nuls Mlzs— 2l: 
其 中 < 在 zi 与 xcmgu]. 要 使 不 等 式 
(TC) — Fia) Mz ale 


成 并 ,从 不 等 式 M [z:— ar, | e 解 得 [sz | < 取 5 一 部! 于 是 


2arctgz + arcsin 


V 0,3 ómapo OY z,,2:€ (a, 4-09), za 一 aa, 有 
BMECORBICOIRE ET 
BD 了 (2 在 (ta; 十 吃 ) 一 至 连续 . 
12. iE EVY yE R A ISOS S Es MG 40! 其 中 好 是 
常数 , 则 ffz) 是 常数 函数 。 
WE Yz',yER, 且 > 天 "有 


o< [AO] aso yl 
-— 3 
已 知 lmlz — y| — 0. 根据 两 边 夹 定理 ,有 
| 一 Kg， 
qc x——y 
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再 由 练习 题 2.2 第 1 题 , 有 
lim Fz) ~ fG) 0, 
I z—g 
Bv sE R, eg of Go dE « [| E, H. (0 —0. d $6.1 Bl 1, BS Yr 
了 f(z) 是 常数 函数 . 
18. 证 明 ; 若 函数 fO EL 0,00 RT SE Lf? GO ELA D. HL £00 — 


0. Rari e co oo vb c . 
证 V rt (QI. H nr, A 
fio) c fin 2X f) 一 tafir) 
£a En T LIE 
fir) 一 afir) 十 zifir) 一 mfi) 
. ETET 
一 下 [fGi) 一 fin] TG, 一 x; fi) 一 fC0)] 
tT: 
(f(0 = 0) 
Lf GDG: 一 zi) 4- Gi 一 xaJ fi KEL) -E 
. EIC. 
241608 — z,9[ f'CAD — f CE] 
E Tf 
其 中 aian ien LAT FEOS 有 
fü) — fin m b 或 < fan. 
T5 i Xi Ta 


Bp ag tic Cae coo pnm . 


14. 证 明 : 若 函数 FOOD 4E z 连续 , 且 Y x € 《2 一 6yzo)， 有 f GO 
O.V z€ Gi,z 4-00 P (DO2-0, Il] z, ep EX f(z) 的 极 小 点 . 
证 根据 微分 中 值 定理 ,已 知 Y rE (i—i), 有 
fé — SGo) 
-Hp xe JA fGolLfGa. 
同样 ,已 知 Y rE lro 4-0 A 


= ftc) <0, 
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fo S — pe) > 0. 
X — Xo 


其 中 reme 从 而 ,有 fGolfGo. 
于 是 ， V < 和 (zq— 96 20-6), 有 
fO) zm fo. 
[ETE 是 函数 f(z) 的 极 小 点 
* * * t * 
15. 证 明 ; LEE RE m Renee 是 常数 ， 
则 方程 
ce 十 ez 十 cz 十 十 ct 一 
在 (0,1) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 
证 FEAR 
Ja) = ars eS —MÜ 
34 2— 0 t, A f(02—0. 
4 r= 
根据 洛 尔 定理 ,3 ec 0, D, E 
PU m e H ee d ese! b o b eo — 0. 
即 方程 ey - eiz tert e Peur! — 0 XECO, 1) 内 至 少 有 一 个 实 根 ， 


16. 证 明 ; 若 函数 了 tz) 在 la, 十 0) 可 导 , 且 Li zc (a, 十 oo), 有 
Hf GO [M LM 是 常数 , 则 


lim 
+o X 


ur 任意 取 定 一 点 nE (0, 43-00), V 2€ (a, 4-900 有 
fi 一 fa) + fiz? 


z? 


pe so) sen Mle 十 | fo) | 
ux p LI 


r* 


Eper ng. 已 知 im “l 一 nic fæl — 60, 根据 


r 
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两 边 夹 法 则 ,有 


地 .证明 :各 ”次 多 项 式 POA cd PR 方程 P(x} 二 0 
的 实 根 ). 则 ?Cr)==0. 

证 明 i PCr) ntaa T) H, 

用 反 证 法 Qui POGOZÉO.N] 2 iX EI PGogN cg A 
aA 0. 分 两 种 情 训 证 明 ， 

I. dE PEH atl TORRE RE tsr era Bl PG —0, 
i—0.l, nnus AE series 根据 洛 尔 定理 ,P (x) 二 
aaar Ti Er- lar I pen Rau A s 休 不 间 的 准点 ; 且 PME 
点 者 在 (rz 相 郎 的 两 个 零点 之 间 . 同样 的 方法 ,一 直 作 下 去 , 则 

PHU) = pin — [jee Bagr t Ca — l)i 
有 两 个 不 同 的 过 点 S 5. 再 根据 党 尔 定理 ,PGA 一 rl n EE 
常数 ?在 后 与 所 之 辣 有 一 零点 ,这 是 不 可 能 的 ,站 盾 .- 于 是 ， 
P(x)exs0. 

2. 设 PGOR nl ARAPE — T n RE E ER G8 1; 
fg.£p.efs.ttt 4G. 4444 Px) = 0,2 0,1,2--,n—k&-p 1. ERT, PE) 
gp 3€ PD a QG n VRG), AEP QGO ARE n—k EMRA. E 
QG3E0. 有 

P (z) = kaole — ta) OG) F alr — rQ G) 
=a ha — n) RRC) H G R Cx) 
= nol — ro) Q C), 
其 中 Q C — &QOO 7 emr 9! GO E ak KEMARA CAA P aE 
n— RETR), H g GA 显然 ,z E P O kl HEAR UR 
据 洛 尔 定理 P OA nkt? 个 不 同 的 零点 ,同样 的 方法 ，- 直 
作 下 去 ,rm 是 Po 的 一 个 重 零 点 ( 即 堆 点 ). 根据 洛 尔 定理 ， 
p* 250) 仍 有 ， 一 4 十 2 个 不 同 的 零点 . 由 上 述 第 一 种 情况 (4 一 十 
1DP (一 alot( 非 卡 常 数 ) 有 一 个 零点 ,这 是 不 可 能 的 ,矛盾 F 
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E, Pa) =Ù. 

18. 证 明 : 若 函数 OE Ca, Heo, E 

lim f(z) = lim f(z), 

ME a, 4-000 PRIUS — A e tE f 0 — 0. 

证 设 lim f(s) = lim F(=) = A. 

Xe f dE (a. o0) EA EG EL BD f(z) 一 4, 则 YeE 
(a, 4-09) f f ()—0. 

E f(z) 在 人 a, 十 co) 不 是 常数 函数 ,不 妨 设 了 3 € (a. 4 o9) fE 
FG 7A, BE 

lim f(z) = lim F(z) = A < f(t). 


AIE SE BOR R UR FE FE C 8 2. 4 定理 3).. 

dz€ (a, zo) ,使 fii f(z); z2€ Cros To] fr) > 
了 (zz)。 | 

已 知 fio TELn 7: 1 XE E WI BRUM 了 tz) 在 [x1,x;j] 取 到 最 大 值 ， 
显然 最 大 点 不 能 是 区 间 [zzaj 的 端点 和 za, 只 能 在 开 区 间 Gs. 
z2) 之 内 ,此 时 的 最 大 点 就 是 极 大 点 , 设 此 极 大 点 是 c. 因为 可 导 函 
数 f(z) 的 极 大 点 :人 必 是 稳定 点 ;所 以 了 (0) 一 0. 于 是 ,在 (a, 十 50) 
内 至 少 有 一 点 cE feo. 

19. 证 明 : 若 函 数 FOE [a o uf S CO) I3 cE G6, 
使 


[09 — fla) = ef (n -. 
并 用 此 结果 证 明 
lima( Y È — DD=In (£20). 


证 REHE, J] cE (a0 (t 


Fb) 一 了 Cd fto 
inb — Inea 1 


[^ 


* 132^ 


或 fO) — f) =ef In 5. 


取 f= Yar =l, b= N amt, bl A f G)- lat, 
fü) — fé) = FO — f(0 = YE —i1-c* 二 om B 
或 f0)— fi) —f(00—fQ-e1-Y£-2c- Lotin L 


于 是 总 有 a( E — 1) = clng, 
其 中 leee wN aszt Ag 0). MAT 
ESL Tq 
BA limet — 1( 见 $2. 108 6. 根据 两 边 夹 定理 ,limer 一 1. 于 是 
£0,£251 时 ,有 
lma( YE — D= limc*InZ = Ine. 
当 《一 上 时 ,此 等 式 当然 成 立 . 
21. ER FAK fO dk Lab D SE EQ TETE LET SER HE 
fiD— f —0,f (070, Hz HB a emb. ll TECa DD PI EP XEdYE— 
ef fO. 
证 ”根据 微分 中 值 定理 ,有 
Fe) =F — fla) 
=f (8) le — a) > 0, axe «e 
ORE GEEK 
= f' (ce — b) > 0, cede 
TdESODIDO 5 f(G00, LE eih 
再 根据 微分 中 值 定理 ,有 l 
fGD — PED — EE — £00, & x6 Ea 
FPSO OL BI Ca D PEZ TEE — HR 6s f Po 0. 
22. 证 明 : 若 函数 Ji 在 La, 可 存在 二 阶 导 数 ,上 fio —f OD 
一 0, 则 在 tao 内 至 少 存在 一 点 使 
. 13385 


UTEM ~ 2 o —-— ! 
| 了 Q3] 二 一 (—33 WO fioi. 


证 根据 微分 中 值 定理 ,有 


| b 


[O2 一 fin =f) s| HS FED 


a+b 


+b | 
ui 


=pro- — 


—[f'teD H f' €. 


一 Les — f'G) e 


b-—a 


—[f& (e — 5 cT fee —01] —3 7 


其 中 acce e E cech atte ec teh, 有 


b-—a | 
1 


2 
ix {free) | —max i |f") |> | fC) | } “于 是 ,有 


| es 一 上 | < 


Ifa» 一 f60 EPEE | e — b] H PED | Je — 


E H — z 
{2 | s -— HG | ep 


即 [rob > - fG1. 


23. VERE Er iC COET 0] B Se B. f(0 —0. V 2€ [0,1], 
* P Go GO LH £G350, 2€ [0.1]. 
证 V 2€ (0, D ,有 
FD] = F — f€0]| — |PGD|s x HfGoO]s 
= [f ~— fO lz = KACORUESS FCE) | à? 
= jfGD-—f(Iz-|fGoOlésn x HG? 
LÍ | , 
其 中 ei ci L EE ea. 已 知 f(z) 在 [0,1] 连 续 , 从 而 
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SOOD ELIJA 90, 803 M0, V «€ (0,11, L£GO 1M. T 
v ze[0,0 Æ 
|f | x [722 [z* s Mx*. 

ERI lima = 0 (0 zz « D, V z € [0,0 8 SG) = 0. 

因为 7 在 点 上 左 连续 ,所 以 fO0— 0. 于 是 ,Y z€ [0.11.78 

fiz) = 0 

24. ER ERA SOE R EY ER, |O k H. 1, 
则 函数 OOF ERDA zB] aSa, 

证 任意 取 定 一 点 nER, S 

£, = ro]yzg = SEn prega, = fG 0.3 

得 到 一 个 数列 {z.}. FE A p P uic SME UU] IE RB s tL i, e S. 
V nEN, 

[zsa n = E — FD = IfGOl|Iz. — zl 


S kje 一 和 -一 下 Fr — fG. 0| 
= Ef GL Obl — xal 
E E|z-,— xo moe L ELP EO fe — x2 
E Ez — zs]. 
其 中 Eu.u4—1.2..u. V n peN, A 
| — | dme.— omeQad-Kfapeicce 
一 tnp F za — Z | 
S fania 一 一 十 | — Barad H o H fagi — md 


二 | 
= HE te | 
kb'-—kgr 
]—k 
已 知 limk 一 0 (0k 1), Ep 


凡人 nm 有 有 < 从 而 站 nepE N, Ha> 
A 有 


(e, 一 zol «pa — xe]. 
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|z, — ze | 
1 一 天 


3p 5l gp t. 根据 柯 西 收效 准 则 ,数列 fx} 收 敛 . 设 
limz, = p. p fi 在 R 连续 ， 则 有 
ims, Te 一 了 mr) 


Hl z— f£). 于 是 ,函数 OFERA a. 


| r.i, 一 zl x 


Ey 


练习 题 6.2 


CORE XE AE. $225 9D 


1. K FARR: 
G) lim E 
2 sing 
. ej — e7 o (e — ey 
解 Him "nz ~ lim (sinz)' 
= lim ete = 2. 
E Cost 
r 一 ätesing 
OG) dm a | 
EM 
E im arcsinz j i— x 
3-0 sin?z z+ — dsin?zcosr 
— lim 1 .Yy1—2-—1 
£0 3 Xl — zicosr sin?r 
= lim ———L -im c — [ub 
— 3 VE— zicosr 9 y1 — zb lsin 
一 d * um i " 1 一 一 工 
3 2 6 
in| 1 + — 
(5) lim 


rc |œ arcetgr 


一 二 | 
(14 7] 一 工 


— lim 
g— wn arcc tgz 


] +r? 
_ im LI” = 
T e I HD 


() im E 


(9) 


+ ln sinr 
2-70 


=a. m LO 3 24.1 
a o3 x sinaz 


zc bom 


lim ser _ 1 


1 
; ru 
lim x(e* — 1) = lim e 1 
-— 


rt i 


ge” 


r 


点 
sinx | z2 u rs 


Insinz 一 ing 
m 


jim 22097 — sine 

— li - 

2x + 2rsinz 
gU 
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一 rsinr . — sinr 


m =e 一 fim ————————— 
at Azsinz 十 2z'cosr LU ding 十 2zcosz 


= li 


— uim — 1 
+ 4cosr + 2cosz 一 2usinr 6" 


1-07 


上 


于 是 ,lm (S) S e$ o v. 


T 


(13) lim (tgr)?" *. 


rr 


解 设 y = (tgr)" " 一 - pores 


lim (2z — m)intgr = lim me 
n UT 2x — «x 
1, 1 
z — Lo 
= qim lim 二 (Ce — m 
nim —2 EP Z2sinxcosgr 
B 《27 — mn) z 
= im AZI n. 


2(cosz 一 sinz) — 


=F 
, lim (tgr)? 一 e" = 1. 
于 是 g 


(15) lim (ctgr)ws, 


1-407 
` L L 
解 ” 设 yy 二 (gom = emme 


: 1 Incosz 一 Insinr 
lim —1nctgr = lim ——————— ——— 
zegt HE sapt Ing 


一 sinz Ccosr 


. COSr sinz . — r 
= lim 一 -一 一 一 一 lim 一 一 一 
ag H ot Sinzcosz 
I 
. r — 1 
= lim — * =— [. 
gt SiNT cosg 
: d. -1 1 
于 是 ,lim 《ctgzy = e^! = —. 
z=” e 


2. 证 明 : 若 了 (a) 存 在 , 则 
。138 。 


[a 3-28) — 26 E D F0 -re 


iin 
hex D 
证 He i CR REREH TS LER LEE LET SERES E 
X.E 
o f( + 248) — 2f(a + h) + fD 
lim A 
- lim 2f' Ca d- 24) — 2f (a d- 4) 
à-en 2h 
lim F T 285 — f'GD T FOOD — PG T0 
上 一 = 全 h 
— 2 lim fica T 28) — PD lim Pia t 8 — FG) 
k- Ü 2h 4-0 h 
= 2f (a) — f'(a) — f'(a). 
x Ed * * 
3. fap a 5j 6 Me ferc oH ER 
lim| IBS 十 E "n lo]. 
z= t r l 
. [wsn3r , a | Q5 sin3zrar T- br EU 
Wow R Hato] =i T àg] 
.  8cosaz 4- a 4- 3hr? 
—]lim a n o —— —0. 
上 一 入 3x 
z 一 0 时 ,上 面 商 式 存在 极限 , 且 分 母 3x JE 2553 i] , Bn] 43 


Scos3r Hat 3br* 也 必 是 无 穷 小 , 即 有 


lmt3cos3rz + a + 36r) 一 3 十 ae 一 0 
i 


从 中 解 得 a 二 一 3. 于 是 


im 3cos3z — 3 十 Shz* | coss — 1 -- br? 9| 
2 EP pi^ r 0 | 


r8 
im — 3sin37 十 25x BA 
r-t 2x | 0 | 
一 Beosár + 2b — 0 


= lim 
r0 2 


34 r9 0 PE. EL BTE RE JC; HAE BEXECHCR 00 Ae Yd 
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无 穷 小 ,如 
lim(— Ücos3z + 2b) — — 8 + 2b — 0. 
从 中 解 得 5 二 了 了 .于 是 ,4 二 一 3,5 二 也 
5. 求 下 列 极限 ， 并 指出 为 什么 不 能 应 用 洛 必 达 法 则 
rz? asin 工 
(1) lim z 


i sing ` 


解 ”因为 函数 yz) = sin ERAR, Milim- -e= 0, 即 


BASO = Ta 0) 是 无 穷 小 ,所 以 


lim Tim Æ -sinl =Q. 
zx siir 1—0 ANT T 
因为 极限 
2gin i 2xsin ES — cos 一 
lim |— ———-— -- lim T z 
=o (sinr) s COSI 
AE E LEA SR ELR PRA BÉ PY. FH HA REA UU . 
D am I 
E SSH eI. ARER A 
lim I — jim L— e 一 1. 


to e H e +o l +e 


e 


因为 Yr € NEP lim NE 者 是 待定 型， 县 与 原 极 


FR EL FR TA , 达 法 则 不 能 化 简 该 该 极限 ,其 极限 只 能 用 上 面 的 方法 
求 出 . 
6. 证 明 : 若 哆 数 FD 在 La, 十 09) ARF, H lim f'(G) 一 
b, mij 5 = 0. 
证 法 一 
证 CE Kz 二 f(x) 一 如 .由 洛 必 达 法 则 ， 
* [40€ 


lim Firy = lim fi) — bz EJ 
£ 


x " I= 4 O 
— jim. H — dzl m [f'(2) —51— 0. 
a— e (x) zx 
从 而 ， lim fC bz lim £e a = 0, 
doe " MR 
即 b= lim £02, 
repe T 
已 知 £60 在 [e, + oo 有 界 , 则 lim IO. 
b= D- 
证 法 二 ”用 反 证 法 . 


证 ”假设 im 了 人) 二 58 关 0, 不 妨 设 bs 祈 0. 由 极限 的 保 序 性 ， 
34maeVimA PO D BH EE, 


KA D—fUD-— PO)PEmTS AXÓXATÀ 


或 KA DIEfOD- r2 
同 法 可 证 ,YY ?EN ,有 
KAH SAH 8 — 0D TL 
于 是 ， FED RAXA Rn — DR 


mfba—2142:0l 
mem fD Hae t. 
4 a o 时 , Elm [£00 +e- EJ 一 十 ee, 即 数列 


FAH 无 界 . MAM. AR O) 在 [e, 十 co) 无界 ,与 已 知 条 件 
JE. 于 是 ,一 1 
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1- 将 下 列 育 数 在 指定 点 展 成 泰勒 公式 (到 w= 二 6)， 
(2) fQGOo-—e. TE r—a. 
解 已 知 六 (Cr 一 (一 De 


:Kg 一 (一 De 
TE. 


e 
21 ar n) 


+ TE =o 一 FE —2 十 qe — a» 4- P.) 
or (x — a} 


u {r — 4» 
L 1! 21 31 十 "E 
2oí(r— a 


(x 一 a)5 
s -- EX Demo. 
OD. fG)-— V x ,在 z* 一 1. 


解 Go JG) eN EN, H x22 


[UG 一 《一 1 Q TBL H, 
ID= LFO = VMam 


0 = (cayo Cr TAL, l 


于 是 
加 1 1 LI 
E i+ z íT ]) 3,3: — D* 
1 311 1 511! 
ta mU Do apgme7U 


] 911, 
61 ES (r — 1)! Rtr) 


8 1 1 , 1 
—TicTogG—lD-—.u«G D' t ig IDE 
5 "E 
1289 — D' t ggg 7 D 


- £L 
1024 


2. 将 下 列 函 数 展 成 马克 劳 林 公式 (到 指定 的 次 数 )， 
(15 Ye 十 z (ac00,59| zz? om. 


解 ” Yr 于 zx 二 i e| x) =ef I+% 


(x — 1f + Rele). 


E 
"a 


lz HERE 
一 4| bI 7 


i l—m 
Satrni 7 ). 


x 
kd 
e'-—] 


ME ”函数 = 在 点 0 没有 定义 ,但 


(3) 


到 xz 项. 


1 
= ljm — —1, 
:ne — |] ep € 


BLA 0 是 它 的 可 去 不 连续 点 . 在 点 0 作 连 续 开拓 ,有 


x 
neo dem Bhd 


l, z= 0, 
函数 f(z) 在 点 0 还 存在 任意 阶 导 数 . 设 
ge Tn tmz H aa H a? H aa + asz + ol’). 
由 指数 函数 e 的 马克 劳 林 公式 ,有 


: L z z 2? z* xs 
eish EEEH HEH] 
x g? z? zi x 
=i tatata 5 + olt). 
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从 而 ,有 
T 一 [fm 十 a,z 十 aa? 十 asa? 十 aax^ 十 agi 十 o) ] 
£ 


r? z? rt z? 
xlt tatata teen 


ta 


=f | 


a 


11 


m | LEEREN 
n tanee(stmntsj. 


fa fs tj [r^] 
+R Atita) 


irta ta ta tae tee 
RERS SERRO FE CREARI REUME A 


to 一 


十 


a 
1 十 2 十 3 41 51 


MPRE: n=l, = a= 1 ,am 一 0,a 一 一 -上 FE 


=l- ti z 
3- UEH: EA £G0 dE O0 $9 ARE A T ER IO KB. f(z) 
在 8 存在 各 阶 导数 , 则 fx) 的 蕊 克 劳 林 公 式 只 含有 z HBPECUCEE 
CEN Mm. 
证 C food o B 583 Ee (S ER E, 4 2 2J E 5.2 5 5 Et, 


YEN J O ORAA. 不 难 证 明 , 荐 10770 GOX& TER CL IJ 


Fo (0 = 0. 
tex) 
TH. foo Eu us. Cn uon). 
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Bc 8g S EA MAAJHSH:IMaEBIDRS. 
同 法 可 证 ,已 知 COR 0 B SI e p en TUR 
— ËW , pO) 
1! 31 


PII JT (0 2r—1 Hk 一 1] 
fo Spe ds att eG, 


即 它 的 马克 劳 林 公式 只 含有 z 的 奇数 次 才 . 
6. 证 明 ; 若 Y rE (Ca) F"GOZREOL BTE n TE r n E 
(a,b) ,由 有 不 等 式 


[x;dboxscdb ote dom 
f n 


+ 


< Tife) + ferd 二 fO]. 
titr t a 
"onm 


证 令 Yo 一 
z, — nr= 0. 


将 函数 f(z) 在 o 展开 (到 二 阶 导 数 ),Y 2€ (Go VR 
fG = fGp 十 了 (ze Lap 十 PEL ay, 
其 中 a 在 Ty 与 z 之 间 . 在 上 式 中 QU r—z.6i—1.2.7 n0 


fGO = fGo) + f'GOG 一 20 十 e 


其 中 专 在 am 与 工 之 间 . QA Vz€G.D.f'G07 0, K Ij A 
了 (iD Ze fGno d f'GG — D. —010,.2.0m8. 
HERE a 个 不 等 式 的 不 等 号 两 庙 分 别 相 加 得 
fi 十 zs) rod fGO 
ZRafGa) + F Cro) x, H rg ot H oa, = nzo). 
ELA s Hert tHe 129 — 0, BB 


. 显然 ,zeoE (aD. EL oxi deze don 


(x, = t), 


Fao) L 二 [fGzD F f) H + Sla) 


Xj nnd cn « lore» F fla) 十 … fG]. 


* * * x* 
T. uEBB ip FU GO E UGOXE EX La EUG A 
Sath) — f(a) 十 PC T e 
"14257 


十 IO 4r 68,0 «6 «1, 


， al 
HFPA, g limó— -T 
证 ”由 已 知 条 件 , 可 将 fa 十 全 蝴 成 到 +1 阶 导数 , 即 
jia 十 如 二 fCn) 4- hf! Qa) 十 … 十 fU 


ge! 
十 Ty Gp «teo 


EP oeil. 比较 上 述 两 个 f(a 十 如 的 展开 式 , 有 


La k — Lu nt) h ivt EH 
ajf (a 00 — uf t GFDI (a H Ak) 
fa + 0B) 一 f"€a) ] 


或 5 -— MMC 十 AA). 
Br C atl 阶 导 数 的 定义 ,有 
"I _ in^ 
lime + É t0 £o = lim — Lf Ca + 04. 


1 
E 


Bil JETO Ca) lim? = Hw . 或 lim? 一 
8. 设 zz) 是 次 多 项 式 函 数 , 证 明 : 
DG PGO.P Qa), ,P" (C9) 都 是 正 数 , 则 Ptz) 在 (十 ce) 无 
2094 PGD P ta Pete) 正 负 导 相间 ,出 POEL a) 
LFA. 
证 XP KFARA PGOXE a Ren AE TAI 
Pa) =P) + E e) 


(x 一 a) 


Pla) t pe — 


LUE aum 一 一 人 
DES pc) P cos P9 GORGE RE N Yy r>a, H Pa) 
0. 于 是 ,P(z) 在 Ce, 十 ce) 无 等 点 ` 
2) PGO.P' Ca). PO Ca) fh RH JB] Ud V cu A POGO 
1046 


一 a) 


DOR PG qdt.üGoOEgC-oo. EX. 
g. uEEH LEER ERGO (Gn S00 LL nf eei 
M. = supli PIG) Iz € a, H o9. 
b 0.1.2, f'"Ox) = firs 
Wü m4 MIVM:. 
证 YE ta. 00).V 12 0E SUH 210 E x. EE FL ARX 
(到 二 阶 导数 ): 


fG 20) — fo) + £62 fon 


T d— “iape . E ， 
1 2h 十 21 15, re Er d- 2h 


sk FG) = gqilfG H 20 — £60] — Pai. 


Mm. IO 二 ze 十 2 十 | FG [D 十 EC 
WEARY EG nm ,有 


-i M 
|f GO E 5;2Ms + Mh = T + Moh. 
, Mi 
MOGH. supi GO lie € Qa, H 002) T7 H Mah, 


M 
Bp M, xL 


由 此 知 , 上 述 二 次 三 项 式 的 判别 式 满足 MT MM uM LO .BE 
MI x AMM. 
10. 证 明 , 若 函数 Fiz) 在 及 二 次 可 微 , 设 
M, = supi |f indl € R}, &k-—0,1,2. fC) = fio, 
则 MILI M Ma 
证 YER, Y 0E f(z 十 问 与 f(z 一 站 在 + A] RE RS s I 
公式 (到 二 和 阶 导数 ): 


Fer A = fir) + erk + 


-pOM.h RO MaES Mht MEO. 


"n 
SD, ré rd hk 


与 Fr — k) = fir) — f! GR + DAD x — Acc ESL OE. 


= 


将 上 面 二 式 等 号 左右 两 端 相 减 ,有 


2 . 
fG 十 月 — fG D s 2f Gh H EGO 一 fO] 


Jk  2f'(à — fa H à) — f -— 4) — LUPO 一 f]. 
从 而 2|f'G) IR s fX E | 十 fe 
十 与 [Pr 十 [E] 
由 已 知 条 件 ,Y zE€R, 有 


A? 
2 |f! G)|h sz 2M, 十 PERLE «C 2M, 十 Mak. 


从 而 ， 2sup(1f' (x2 |] Iz € R} -kS 2M, + M, 
即 2M,h x. 2M,-- M, 或 MES) — 2M,R + 2M. ZU. 


由 此 知 , 上 述 二 次 三 项 式 的 判别 式 满 足 Mi — 8M M0, Bp 
Mi < 2Mo Ms,. 


练习 题 6.14 


(OR X0. E AE, $ 269 页) 
1. BE TF FU BR CASE P Rs ERE EXC [8] 53 TEE : 
(2) fQD-—G4DG-—3». 
解 f! G) — AG-F 1) G—3)2- 3(4-1)*(a— 3)? 
—(r-c19—3)(0:—9)5. 
令 f'G)—GT1)o—3DY02:—9) 20,818 — 1-38 ig HH. 
一 1, 了 ,3. 它们 将 f(x) 的 定义 域 民 分 成 四 个 区 间 ; 


(一 oo, 一 D|- 1$] [3] , (3, + 09). 


列表 如 下 : 
* 148 。 


一 1 EER f(z) 的 极 大 点 , 极 大 值 是 了 一 1) 一 0. 

TERR SORRE REE | F) 287. 

(4) fG) —sin'z. 

NÉ o)—2sinzcosz—sin2z. 

4 lG-snzo0 SEXES RE iG I ez 它们 将 
函数 f(z) 的 定义 域 只 分 成 无 限 多 个 区 间 : 


[n3 | «oe 228 ICOBBOK S AIC s | 4 十 立 j=] 一 上 


krtktEZI) 是 7z) 的 极 小 点 , 极 小 值 fO — 0. 
(6) flix}—=e "sinz. 


NÉ P-——esinr-J-e "cosr—e '(cosr—sinz). 
邻 f'(z)—e"'(cosz —sinz) = OCBI cose —sinz = 02, BE (8 Jr Ed 
多 个 稳定 点 ;hx 十 也 ,FEZ. 它们 将 函数 f(z) 的 定义 域 RR 分 成 无 限 


多 个 区 间 : 
。143 。 


YEZH k 是 奇数 时 ,tr 十 本 是 fGOBIR dox UR 


je c il-- 


(e R]- ES Gn. 


3. 证 明 下 列 不 等 式 ， 
Gy》 M z-0HBf. s ela (Ier 
证 EB fx) 二 ln(1 十 x2) 一 x. 


] Y 
fO =F; 15- gm 
V 220. f Go «0. BER EE FG dE (a He 000 PE RR IPLEL fO — 
0. 于 是 ,Y x0. 
mO 十 2 一 z<0 或 dn(id-2) «zx. 


再 考虑 函数 9G)—2— 5 —Mn(42). 


1 E r? 
1 十 zz 一 I+ z. 
V 3290 H p GO COL RER GO TE CO, Heo ERR, H (02 — 
小 于 是 ,Y r0. 


gi) 1 了 


"m 2 
[s $] - ma 2 «o 或 r= Eca +). 
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2-7 «ad dox) emos. 


4. Wd C FG mac 6x! SF erd-d, — 1 是 极 大 点 , 极 大 值 是 8， 


2 是 极 小 点 ,级 小 值 是 一 19, 求 a,b,c,d. 
SE P7 0o)—3ac-2br +e. 
已 知 一 1 与 2 都 是 极 秆 点 ,从 而 必 是 稳定 点 ,有 
fF D) = 3 2ed, 
f2 = 124 + 4b q3- e — 0. 
已 知 在 极 大 点 一 1, 极 太 值 是 8, 有 
fi~ i)——ad4b5-—c-4-d-—8&. 
已 知 在 极 小 点 2, 极 小 值 是 一 19, 有 
£(2) — Ba + Ab + 2e + d = — 19. 


FEU) (2). (3),(4) 组 成 四 元 一 次 联 立 方程 组 ,从 中 解 得 . 


a = 2,b — 3,c = — 12,d = 1. 


5. 证 明 ; 当 0<z< 了 时 ,有 不 等 式 


2 ` 
—7 «. sinr. 
7T 


sinr 2 


证 ”考虑 通 数 RO 
函数 A(z) 在 | 0.5 JTS rE 0.5 | m een 


PG 一 IrCOSI 二 sinr — čosz ír 一 tgr) — b. 


ri T 


BE raog Rae Hrg) 0 于 是 ,Vze 
DELL 


sinz 
X 


B. 求 下 询 通 数 在 指定 区 间 的 最 小 值 与 最 大 值 : 


2 2 " 
一 二 之 0 或 7 sinr. 


* lle 


(1) BICHLLFUM z€[—1i,.5]. 
NE 产 (2) 一 21n2. V z€[— 1,5]. f! 277 0, BER C £O TE 
[一 1,5] 严 格 增加 . 于 是 


最 小 值 7 一 1) 一 2 一 万 ;最 大 值 FG) 一 2. 
(3) f(r)—sin?zJ4-cos?z, :€[o, Sa]. 


ME DG) —3sin'rcosz— 3cos^rsinz = 3sinzcosz (sinz — cosz ). 


4 也 (ry = Ssinzcosr (sins — cose) = 0, SE 1& f£ (xD 1E DH] IX fH] 
[0 地 “| 上 的 稳定 点 :0, 拷 , 子 ,这 .有 
sO = is F) Lg glud) e 


FE RMA 5 zi 二 0: 最 大 值 0-1 2| = 
(5) f()-ze 2€ R. 


v f' Ge" 2x —e7 (041—223). 

&—gqG)—e70-—22)—0 (1—22-—0), 解 得 两 个 稳定 点 : 
EREA 

2 2 


F(z) 一 2re O 一 3), 


| 一 至 "E $ L 
nt | e t 0, Yio Si 0 
^5 D >o 一方 "< 
lim fz) 一 uu = lim "A D. 


TR RM A) LÀ etit i| 72] -—— 


7. 已 知 等 腰 三 角形 的 周 长 是 2 定数 ), 问 它 的 腰 多 长 其 面积 
为 最 大 ,并 求 其 最 大 的 面积 ， 


* 152» 


2r, HS 


VEOREN T ORDXEÉG GEO x. MERINE 260-2x.] 
JC (— or, 


h— v. 


EI XE EOS 
r€i Lad. 


A(r) = (1 — x) V 2i — P, € 


2/7 — Yir 


AC) —-—————. 
v Air — C 


0), 解 得 唯一 稳定 点 i6 


解 


2; afr , 
4 AUN m T a G E 3i 
vh 


显然 ,稳定 Pub x 


lim AG) = 0, lim Afr) — 0 


最 太 值 - RAKE HELA 


n 2 
TE- XE AGOdETR KS 3 0 BUR 
"E 


3B] AC iE ER 
024 4, 24 f. u J 

a[34i- |. RES 3' i =; . 

EIE E EE hik E Y mnm" 径 


Ta 
1 


8. Cg 

& KRETEMÉ 3L £x A PR Dr den? 
解 IB HUC MEX EE A. r E X Sm 

T E.P BETE GE 3058 ve n A 


- ar p l 
二 
A E 
ALT — Zar” + Pare h = Pm ， z€ (0, * 
FS 
.d53. 


2r 2(23r! 一 1» 


A'I = Amr 7 = 3 
"on X47 
$ 4G) - 195 Le (ue pe 0). UE Fea 
ki 
iL 
Oo 2a 
] [ap] 
AQ 二 da + 4 E “| fr [m0 
d N 2:7] 
un I eer uin 
从 而 :稳定 点 yy zp AE VA XC AGOBMMNI. 双 
lim ACH) 一 十 ca lim AGQ) = o, 
i2 Dti 


二 是 ,基数 orena] s 小 值 ， pieta e f TH IE 


Ep à—2 dL DES P PEDES VE m 


NM M" [ul ror Jz -= Jiu, 
g. 半径 为 a HEROI HTE E BE FE e AMHER NEE 55 mp 
能 使 直 山 梓 的 体积 最 太 ? 
KE ” 设 球 的 内 接 直 圆柱 的 底 半径 为 *, 则 其 高 
h= 2 a, 
于 是 ,内 接 直 圆柱 的 体积 
FG) 2249 Va — HS, rE (0,0). 


24 P 9g 
TIED — Amor Vac FE . 2n Lo 29462 ü 3D 


22:2 — 37) 
YO 


PNE 
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Vt (x) —Ü (Qa —325)—0).4g OO a PH 


稳定 点 A/ 2a tc 


lim FG) = 0, lm F'(z) = 0. 


oaei 2a 


T£ ACCU GO TE WCG a SUB AC BOO S ema rait 
2a 


寺内 接 直 阅 柱 的 体积 最 大 ,最 人 体积 > 
"El 


k= 


D *or— 08 
T. [| 2 = Iga a [ja 一 NES = — Su. 
所 3 it 4 | 3 iL 3 JU 


10. 如 图 ,铁路 线 上 AB 直线 种 长 100 公里 , 工 } “7' FEER BR 
上 4 4b ES 3E PCIE GS CA 为 20 公里 ,现在 要 在 AB. 3E DL D 
DRE SEL VS NESETIASEA ES PR RES 3-3 1:1 95 
是 的 运费 之 比 为 3 :5. YTES BIRSI C 的 运费 最 
省 ,站 应 选 在 何 处 ? 


R x A 
[E 6.n 
8S i anice[0,100], A ili, 
DB = 100 一 z,CD = 400 7. 
已 知 铁路 运费 与 公路 运费 分 别 是 吨公里 3a 元) 与 UG). 于 


14555 


iE. BE[capnugES E 
Wa = 3a€100 — e + 5a v 100 TF r. 


W'(G)— 34d Sra 一 二 Sa vH 100 a i + Dor 
v100 十 x? w 100 二 

SH D OFRE (ss VT or = 

0 :在 [0,100] 内 解 得 叭 . -稳定 点 一 15: 和 而 
W€05 = 4004.95 (E00) 22 510a ,M05 = 350a. 

TE s [n[ UE] SC o E XL ERE V GO EE YE Reo 0E TAE UE 
WüDIfEs-—155Àmm epu. B 4D 一 15 2: Hm .H BES DI) EC gji 
Sg. 

T1. HIE P Fg e MIE- 1828 : 

(2) g— rd sinr. 

解 “一 z 十 siny Eb R. 


y = | 4 coss, g" = — sin 


Ax 


4p atem sinis 0. BB om em ECL. ER RUE ET 


e, (— 2n. T).€— mD COLT Lim. Ami. 


| (CAE — | jm, Zka fe P dh JN]. 
V ke Ze 
lets coi 4 Deo d PERI h. 


LIE S IP 
(42). goce "sini. 


» 1586: 


NE  y—e nz 的 定义 域 是 有 
y —e(cosr—sinr), y= — 2e "cosa. 
4 g't— — 2e cosz =i (cosz— 0) RR. c n $ AEZ, E 
将 RR 分 成 无 限 多 个 区 间 ; 


. i Ax 


T 


2 


| Ikat $E Da 


ET 
li (2E — Da S er | 是 严 站 Jx ful. 


| di P y ECT ， 
i 


: br 一 1)ie 05! p demo . 
18. HERA : PI P ER RBY HUE Æ dh p $ - 
证 Ooh gGo EHRE I HB D ES g. RT 
Von. M EGO. 有 
[A BO] — Os] S tfGx (rn, 
gi H €1 — Oz] sz tgCxiD H €1 — Og). 


AT 


FÉ 4 (1 — 025] + gt H 1 0 Ore] 
ai afna H 0D — feed tgp? + (1 — 0g) 
— t fn E gin E OG — DDFGI dr. gn. 
Bl £C tg OTEL M] 7 nAg. 


14. uE E]. p ER FOOD EE FERT 7 AES LUV r € ro dp dE 
f 5 fi). HP GODS! LG. 

证 Yng, y rE, H sse.) ER 
了 Ce 一 了 Cze》 


Z — zy 
V zr € Crio dto) Gy óE DB zi rmn. [B 865.45 — 
ROR A 
Era — rF Cn) H Gu — m) fx 十 (za 一 zz Z2 0 
或 Qro — x) f Cz + Gi — ta) f Gg) 
^b Gs — ao) cb Gn n f Ga Ze 0. 
经 过 整理 ,得 


FG) 


fer) fio = firr) 一 firo) 


J: -= dg X2 — üv 


E FG) 一 fno — fi) < EEx) — fn) 


| — 494 X2 — dp 


一 Fn m 


中 函数 FOOD EDUC JB] Gre — 0 2,2 8 UR . 
ER- Ta rln E df). Y rE ryo, xi rro mas. In] 
ik up ur 


Fr) = 


BEER FOGOTEGI— 20.208 EE 
由 练习 题 4.1 38 8 Hm. FOGO YE n 存在 左 极限 , 即 


_ f) fo TSA ege), 


Jo dg X3 — Ty 


lim F(z) = lim fG) fo Pon). 
REA Ct TE 

同 读 可 证 ,函数 xz) 在 点 ro 存在 右 极 限 , 即 
lim Fix) — lim | PEL O9 zd, 
Rn eer ELA 


FAY xor HLEL n mure ns 


Fiz) a fin) — fin) «Leo — fin). = Fs. 


Ln do — Xu 


并 省 


"T f) — fü) 二 


lim 
Eu X; — X nu Ys — Xs 
"g u 2 ü 
RJ Po m f GG. 
15.zK pP 9 d ERES i EX 
(3) g——X—. 
zl 
解 
; z? 
lim "m = O0, Hm z 3 = In 
HÉR *= 一 一 1 一 1 是 曲线 的 垂直 渐 近 线 ， 
QUI x00 
d jim r r? — j 0, 
hb = lim = lim[ i + l = | 
Cae — do ee z—]1i7 
直线 4 一 1 是 曲线 的 水 平 渐 近 线 . 
1 
(4 gae. 
, že f E l: 
解 Hmre —lim —— | 设立 二 一 ji 
ES z— 0 l r! 
1 
s” s, 
= iim - — lim Z us 
pee pæ l 
直线 *=0 EHRE .- 
L 
7 " 
£ lim = = lime? = i, 
n " 
b = lim (ze — r) = limz(e" — 1) 
2 L 
E — Zp” 
Qo e 一 . zi 
mc Cm 
X a 
E 
=-iim Że 一 1 


lim fiza) — fixi) 


` 


-= 159a 


BER y= ERR RAE. 


(5) ?一 an| ej . 


fig lim aln! leti] = =, 


aL 


直线 — EER. 


b 一 lim afan] e + Ij — 可 


Ini e 十 工 | 一 . T 
Aog * 
in ——Ài- [s=] 
T 
l y) 一 
—]im nac rn | 
y= 3 
= lim - 1 一 工 
meta e! 


直线 y=+ 十 二 足 申 线 的 斜 源 近 线 . 
- E FFR R S. 

(3) y—zrarctgr. 

SEO PĀR y= rarer HEURE R, ER Et 


"aret 
k= lim. E lim aretgr = + 


a dus EN rajos 


b= lim | raretge E Žr 
=el 2 


arctg: F zm 
MP 
— lim 一 |. 


x 
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Biog fam prot JE ALIE BEER . 


y = arcte Cu. £c niue 
Ç y 一 arcter 十 Ts 一 0, 解 得 叭 -稳定 点 0， 
. 2 
EN 0. JE SE. BUE 149 s. 


E ^w rh 极 小 QU 
0 dE B ez CE FE So E y Loom 0. A R A TEL p F8 


~ 


yaari ge 


«| 


Fg 5.» 


(4) g—e "sinr. 
NÉE AX ye sinr 的 定义 域 是 R. 


e "sinx 


& = lim 
p rx 


一 0, 
5 — lim e "sinz = Ô. 
ze 十 “0 
直线 ?一 0 是 曲线 的 -~ 条 水 平 渐 近 线 . 


. ils 


ER y — e sinr 在 R 的 严格 单调 区 间 和 极 值 点 ,; 风 第 |! 题 的 
第 6 小 题 EE PORA T 


V 4EZ 洗 是 偶数 ,Er 十 本 是 z 的 极 大 点 , 极 大 值 
一 «2 -| EIE, a 


Plenti = 
BR ge sine Æ R 9 P^ gy PEL ECL fH £9 A 11 题 的 
第 4 小 题 , 其 表 抄 录 如 下 : 


y :ez.| er Cm tec CH) | 都 是 已 点 . 
函数 的 图 象 如 图 6.“( 示 意图 ). 


* * * *X 
417. 证 明 下 列 不 等 式 ， 
(D PES Om. 
siny 
证 “考虑 函数 IO T v «e| 0.5. ETT 


* 12+ 


at 


图 6. Gg TED 


ícost — sini ^ cost(t — tgi) 
已 B 


即 函 数 rco e| 0, 拖 | 严格 减少 . 从 而 ,VY ene [0.2] E ea 


«D, 


F) = 


sinr siny 


T y 
或 
EJ sins 
y sing 


(2) CR a0, a0. Bla. 
证 当 +z==y 时 ,项 然 成 立 . 不妨 设 fa Harms. 
4 amt 0al, Bg 
FQ) — (0 -Ea)t, t2 0. 
由 对 数 求 导 法 ， me =a a), 
* IB3* 


DD LL Lise H 
PG) 7 n wl + ia — TEFAL 


或 VD) m 4 at e [ES IG Ea 


= ET tuts — O0 c aDInCI c a]. 


[NE Jj 0«Za« 1. BEDA ines 0, In Ci 2-827» 0. 从 而 ,有 人 


EN 


各 


F G0, Bl gi Sx 了 0 在 (0, 二 co) 严 格 减 少 . 于 是,Y a. fie (o. 


qoo). Bet ,有 
FD 之 Fa) 或 Apa b a, 


即 [ 十 | PINE [i (2 


Ds G" dp a! Y «c Q^ bans. 
18. r9: 1, / 2 , 3... Y m en pl m o? 
ES EIE FG. x0. 
宙 对 数 求 TE. Inf(íz) 一 Linz, 
f) 1. l 
JG) 0 xotg 
或 Fir) = 47. +a 一 Inz). 


ip—Inz (Mo mcr | d 
二 一 0, 解 得 唯一 稳 定点 z—e. IR: 


e 是 函数 了 (7z) 的 极 大 点 . E Seg C GO d e BUE GE . 


v2<Y3- 于 是 ,第 3 项 yY 3 是 此 数列 的 最 大 数 . 


* Ide 


UA 


18. RA PC ne e a EXC EE ws 2oste[ 0. pM 
CK RS ii MEL HORRE CV. 2x00 lim f, Gio. 


解 frena E Z2 Pe L 
a . 
EET e CL anr). 


7 oPr)yeur e^ (p — ur) — 0. HEBR TEES O0.—,H£rH 


是 区 间 !10 ,十 AJAA RETE EUR FL GO TE OE -的 情况 ， 
5 E. 


LRR CORB A A| | m cef 000. 从 表 看 到 ,函数 


n 
f. GO E UR CR . 

V r€ 0.405). E fixo unt x. M f (00—0. "EI 
LOF ORA geo tEO.-TDÓESvze[0.4o0.V EN TT 


0 «foo «x -| 二 |= l 


Lx Qo co). 
m" 
TA 0 有 Tim f (2) — 0. 

20. KRR fo — E (1 — 3€ 是 正 数 ) 在 [0,1j 的 最 大 值 . 
Ur EC EE GO ,并 求 极 限 ,lim gC7) . 

BE r.GO—2p)gx(1—2Y—pEzrü—z' 

— gua! [2—OO- 9»z]. 

S FG —y.r0—20^ [2-0 T 292:]—0,8 045 € 38 

ERO Leg OR po 时 :1 是 稳 定点 ).0 与 ERATO 1493 


o d65- 


点 .有 


f,(0) =0, £01) = 0, 


P p ype 
f[z53]- [zi] 

TR BICI GO S SUSCI ULRO M o= 52 

有 


-nl | =se, 

21. 证 明 : 不 在 在 三 次 或 三 -次 以 上 的 奇 次 £n POTERE 
ru. l 

分 析 ”假设 PC 是 奇 次 多 项 式 , 上 且 在 R E, Ma G. 
曲线 ?一 Pr) 必 在 其 上 任 一 点 (这 里 取 点 (0,P(0))) 的 切线 上 方 ， 
这 是 不 可 能 的 (或 矛盾 ). 

证 为 了 书写 简单 , 设 Pitz) 是 三 次 多项式 ， 

Pi = ar Hbr p ert d, a3 

TAE HE ZR yo PGO TE RECO, PO BD 3E E (00 89 9) £833 

H. 


P ir) — Sax + 2bz + e. 
PC0) =d, P C0) —c. Aft e HAER =PO ERO PCOOBIEL2E 
方程 
Y — P = POO 或 Y -—cr-a. 
其 次 假设 POE R Eh ,根据 定理 6,VYzrER,YaER, 且 oa 和 
0.4 
P(r) zm crd-d 或 a p ba* Jp oex dod Zmoex d- d, 


即 at t = fat o, 1» 
35 8790 F,r — ce. afat] 一 一 co Bl 3 29 «20, 有 
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ajat] «05 RAGECOX HS 
35 aD HWP.r— oo. or DE — — oo, Bf 3 zo 7 0, 有 
ET | <0, 与 不 等 式 (1) 也 矛盾 . 


综 上 所 证 ,不 论 a0 2X a.v ER, 不等式 pfa] z= 0 
EDRR TE. TE RETRE PER RO. 

司法 可 证 CERCAM EMAR EIMA Plr) R h. 

22. ER Tz C FOGO YE R Jm HAF M f00 RC A. 

证 已 知 IGOTYER E ELBIS Mo 0.V ER, EJO | x M. 

V sg € RH ryh r.y WEE IEU fx) — £D. 

IER SI ER, H erem. 已 知 f07) 在 R 是 凸 ,由 人 6.4 
ETRO E 

fG) — S fO Tf) - fü —- f 


r= 0 7 gez > gy —g 
或 | ID 一 £C) < max] fU — fo , fu) fon - 
y — WW 下 一 了 
有 [ED — fen FECI S Len] «2M o 
E 一 -人 t — Y FT — x 
(x! — — vo), 
| HD e 2M g 
y=; |5 y —y ^y, 


VES 
即 lim £657 4/07 29 与 qs GO 7 JUD 一 0 


T'—— o 出 ar 有 y — B 


从 而 ， fuo SE y B p — fp. 


单一 了 
于 是 . ERUERA. 
. WEH: EA OO E ERU RÉ BUB PRÉC AR pE 
m EA F[ oto Jti Fe ERE C. 


- J67- 


WE CA SOOGA i DU | Eie HN 
V a. F.H e BRE OO s fOnD. 
X 350 ODI eGo fie nsa Xr EH 
M oues M ECC (0D UR 
fied 0d — iei E tf) 4-6 — O). 
MV rot Y CE DLA 
piin 十 (Ee Deja ple) d- (1 — plr). 
于 是 ,Y ro Y (€ O. D, GODE AR EO T 
figlte + O = 02n]) Spa + O — OpG»D ; 
mu eG0o] 十 5] — O0fbece» ], 
BE gU RC AL dee S ER ER . 
24. 证 明 下 询 不 等 式 , 并 讨论 等 号 成 立 的 条 任 : 
a>, y ER. 


(0 a? x 

证 AR fO «a. Jf) —aIna,f"(2) —a' na». 

V I€CRUR f"GO — s Ona)* 2-0. 根据 定理 7 的 仿生 不 等 式 
(5) Ri 2, — E abeo 于 是 ,Y zyER, 有 


zs 1l, 1. de 
47 X.yw coa — 2^" 


车 x 二 y, 则 上 式 等 号 成 立 . 这 个 条 件 也 是 必要 的 . 


(2) Gt in TEE otn my, xg 0. 


证 iF fo sanr, e0. 


PE 一 Inz 十 1， PQ) 一 L, 
VDOT PG) s L0. 根据 定理 ? HEERE), Dion 
—24,24—-.Hl 9 十 和 一 上 于是,VY Suy € Riff 


zty zy 1 
pon m3 


zlnz 十 ET 
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mu Ur o yn 2: = alne 十 piny 


Ti r—g MF) aX ESSE. XX TARTE MEE Cub HEAR. 
a riagh bat 
ntis 


| n ! n 
TB pZmE.rQ2en.tst enc. 
证 B Ene 0 i00. 
JF) — i? Mr) = plp BUS 
V oam0,.V jmd] "Go pO — Da Imm. SRBRGDGU 7 ÉUfS 
JURA M mnm 4m A qb pb be o de 于 是 ， 
Voxan. amcR0.M pl. 6 
E dag coe o ar | roten teete 
- | x . 
aar M] st hr T Pe E E 
CHE EH M MA X. 
(A) — xpzpeerBEmSun-auxd-- a. 
HP gau unum 00.0 nsa 0. Hoa mra i. 
证 设 fe) s= int, x79. 


rfo--l, fo-i 


T 


63) 


V> F LO S do» 0. 根据 定理 7 的 全 生 不 等 式 (5). 取 
1 于是, 
0, 有 

— Infaz, 十 agx, 十 -十 az) 


过. 一 站 nz azlnza - aE, 


一 一 nfr gryr} 
或 TT mam Hate aas. 
车 一 x 二 … 一 zz, 则 上 式 等 号 成 立 , 这 个 条 件 也 是 必要 的 (证 
明 从 略 ). 
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练习 题 7.1 


KAHLIL, $ 280 页 ) 


1. RFH 1 不 定 积 分 : 
fk Vr + de. 
s [on Dx 一 |c+ 2x as 
x? 4s 
一 EI 十 3^ 十 x 十 C. 
Xr o— rr — E 
3 4 , f 
M | 二 = [oi — rAd 


一 Le — Ad TC. 


7 3 
[o porous. 
解 fe T3520 一 fa 2e J- 90dr 
让 2 ,9 
ini ^ in6? 十 十 全 
2.39—5.2 
二 一 一下 
y 
23 —9:z a ffe — 5l 5 2 i| Je 


"j^ 


- 170 。 


E 


-一 — J (217 T 
ni ESTHER +e. 
+r +z’ 
D Jaata” 
1 十 2 二 lx Bm 
解 | 


u 1 +z’? 
= [xm FEIN t [reme 


[4 1 
= [2 + [E = nje] + arctgz + C. 
{11} eraar 
£o, — {sinr _ (1 — eos 
m des zdz = [2a 7j) dz 


= | costs — fir = -2 +e 
8. 求 -- 条 平面 曲线 方程 ,该 曲线 通过 点 4(1,0), 并 且 曲 线 上 
每 点 P(r 9) 的 切线 斜率 是 27 一 2,7ER. 
解 ” 设 所 求 的 曲线 方程 是 y= f(z). 
Bn 了 (x 二 2x 一 2, 从 而 
f(r) 一 Ja: — 8r = g — Jr tH C, 
CAR y fGO3BR IER A, 0D, A 
D= — 2-1 +E 0AE 
于 是 ,所 求 的 曲线 方程 是 
8 一 入 一 2 十 1 一 (Cr 一 上 3 
4. 若 曲线 ?一 了 (上 点 (z, 殷 的 切线 斜率 与 成 正比 例 , 并 且 
曲线 通过 点 4(1.6) 与 5B(2, 一 人 9, 求 该 曲线 方程 . 
WE CAYERA  f'Go-g (Oc RETE BA] ZORRO ,从 而 


fr) 一 e [rir = IS 十 €, 
LOCH ?一 Fr) 通过 两 点 A€1,6023 582, 90.4 


" iris 


[ao = 千 十 C= 


p — 4 -F€6-—-—8, 


这 个 联 立方 程 组 解 得 :一 一 4.0C 一 ?7. 于 是 ,所 求 的 曲线 方程 是 


二 一 x +T. 
练习 是 o 7.2 
AHX EH. 


应 用 分 部 积分 法 求 下 询 不 定 积分 ， 


CD fecossar, 


解 |acosras = | wsinr = zsinz 一 [sinzz, 
= sinz 十 Cosr 十 (C. 


(3) [ina — rs 


解 Jna — ale = rinil — x) — PM |— r} 
J 


SanQ = | Toda 

"E 

nd n — [IET dg. 
1 二 > 


i 1 [ 
zing] r) IE ra dr 
= zin(i — z) — r — Inl — z) + € 

= (z:— Dind — =r +E. 


(5) LM 


= p tl 
x'ngsr — "m 
解 fe [nzrd'x inza | "E l 
P 1 FI |t 
=; F jine IP: [ine 


=i 


rt ] ” 
— 5 i - pn 7 Nu e dr 
rnm att! 
Lx e.n Lp 
n 十 [v TESTER € 
u ato! | u 1 | +e 
Tapi 58d lj 
C75 fecosra T. 
解 设 工 一 [zcoscts = [eoszde 


ecosr — IE = ecosx 十 [esinzt; 


e tost 十 IE 
e'cosr + esing 一 [eisins 
e'(cosr 十 sinz) 一 [rcosatz 


e'(cosr 十 sinr) 一 了 


一 后 (cosr 十 sinr), H} 


i= ] ecosrdz 一 e con 十 sinz) 十 C. 


2. 应 用 换 元 积分 法 求 下 列 不 定 积分 : 


CI fear 


解 [ee - - [eco = lec. 
du 

e» | 4 — 3r 
do 1 dd — 32) 

解 | 4 — 3x 3 4 — 3x 


一 一 Binl4 一 3z| -+ C. 


da 
n 
(5) | 二 


1735 


- A[4x 
i E Tu | 


一 = gr 十 C. 


(7) feostrsinzaz. 


解 eos rsinrdr — — |ecos'zdcosr 一 一 Leosta +C. 
r*dr 

(95 VET 

e Roa ile + D^?4Q] + 1) 
m 


一 i yr? + i T C. 
<11) | sinz dz. 
COF T 


sin. d i 
EE IL NM 


Cos) cos!r 2cos^r 


T 
a3) | — 
a | T - d(tgz 一 1) 
stgr — I cos?r vig: — 1 
— 2 tge — 1 4 C. 
Xu cd, 


Cos'r 


解 [AE [fs ld€tgz + 19) 


(15) 


sin 3c 

——"gr. 

Y cos!dr 

singer l deos3z 
Jr 


Vestis 


一 TC. 
Vcos3a 


» li74d= 


arcsinzr 


(195 — ir. 
yi = 7 
arcsinx 
解 | gy — aresinzdarcsinz 
4y1— 3x 
一 J aresina)* 十 c. 
T 
(21) | pue 


z dMfaOd aD 
fe [rfet ;| ] + 


= gana FHD pE 
. COSE 
(23) [pe 十 g 
i fdl2sinz + 3) 


Cost 
解 | 2sinz 十 a 2 2sinx + 3 


一 io [2sinz 4 3| 4 €. 
(25) I 十 1Yidz. 
解 fe 十 Deaz = fee LODGE 1) 
= Læ asc. 
5 
(273 Jrneosus. 
解 fecoszdr = feasine mg" rg, 


da 
(29) | 一 全 一 
41 — 327 


i f di E L| d 3 x) 
1 一 3 Y 5 V1— (GF 32 


一 eec 6K& 3x) +e. 


IS 


H . ; 
= —uarcsinz? - oC. 


2 
Cosa r 
(35) a? 十 sinfe’ 
Coszdz i l sinz i 
e po 
m? 十 sin?» ü i sinri” a j 
1 十 | | 


I sing 
= 一 atetg 一 一 + €. 
a ü 


(35) | Eg, 


解 Í vl rima, =| VTF angl + inz) 
= 5a 十 nz)? 4- C. 
3. 应 用 分 部 积分 法 求 下 列 不 定 积 . 


(12 arcsinzar. 


解 farcsinzaz = rarcsinr 一 |zdatcsinz 
一 zarcsinz 一 | ——ÀÉ ata 
Xy1-— zx 
. 1 | dtl — rê) 
= xzarcsinz 十 二 | —————- 
2 /]—g2 


一 zatcsinz 十 y1 — a? ++ €; 
(3) [nc + VTF à. 
fa Inc 4OoV1-0 gr 一 zlntz V1 £8) 
— [ime 十 IF) 


- J76 


= date + VET) 


-| r+ PESP Mrs 
== rn | ”| | it) 5 ;>| dp + 
Ic 


nt 十 wl 二 x 一 wl 十 让 十 局. 
| resin Áo 
aS om ers ala 


J vox 


(2) 


' arcsin "m EN 


E, "4 r 
= 2 «4 rarcsin wy 一 ?| yf rdlatesin oo 


解 dr = = 2farcsin ord vr 


= 2 Vr arcsin 人 -| 


一 2 V r arsin or 十 | KD 
]—x 
-—2.r arcsin v -二 21 一 + 二 人. 
(7) frarcteraa, 


解 [rarereras 一 ! arctgrd (xr?) 
. J 


b lf 
zar 一 zj* dàrctga 
六 arct [Lx id 
一 — 4gocco o -— xt 
zae y | DE 
r? 185 i 
= gatter sli 1 m pid 
45 ro, ] 
l., 
一 G 4 bDharetge — — -+ C- 
2 
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4.cR PA ut HE. 
177 。 


| | 
(3) | Loon LE 4 
1 一 > L— x 
l L+H, 1 1 I da 
f lo | 14 LE din} 一 
l: i 二 x 
4UP TTA +e 
(5) | dr 
Jle 
da l +H e — e 
i | De 7 


= je [z Te) In(1 十 862 4 C. 


Poe 
(7) Jeos's y sinrdx. 


ig [eoe V sinzdr 一 [a 一 sin?z)? y sinrdsinr 


H E 223 : 
= feinz 一 2sin? rz + sin? z)dsinz 


= sini — A sinte 十 2 n?r + C. 
3 7 Li 
(9) | 一 = 和 一 
4 223 — rc 2 
ix 1 dr 
& [————-—| - 
2z 一 十 2 2 r 
a? 一 y t 1 


edP 


(rn 87.2 £8 18» 


l MEE 
MZ JE e 
| , 
ap [Gre db Dé 
解 [SE 1 = ee 


= |ie ridd + e) fi — «dtd — 2) 


= sgntl + ofa 4- dil -+ x2 


十 sntl 一 Dja — Jdi xr) 


? — 2 
= sgn(l 4 n IER sgn(l— 22 H zo +e 


= Lp rja 2c db—zgi(di— ojdc. 


AFE S 7.3 


(CBE 2 EAE. € 305 90) 
CE FUE PER cit ig BUS: 


di 
(2) | lr + DE 4 204 3» 
l A Bo cC 


HE 一- = LLL į 2d - 
解 i Ga) rti + 二 2 2+3 


4 
[AQ 20€ d- 30 H- BG H et 3 
= 


FEG + Det 25. 


^ a—-l. 有 1—34 或 a-l. 


2 
r= --59, d :二 一 BB 或 五 一 一 上， 
:一 3， 有 1=2C 或 c—l. 
从 而 MM 1 | d. 
'UOGTDGTEDOFSO fl) r42 IGER 


, dr 
| Gd DG 2043 


Of dr dr l dro 
E rrF Far 


In ly 十 Fio n| 4 2| + unb —3 40 


BE. 
(4) f ZI. 
R onu 
i2 Dm eo ICT D 
| i ub gp 
r= A S AQu — DO H t) d Bx) d a2 — 4). 
令 gu, 有 一 4 一 一 4， mW asd. 
f fi 一 了 =8. Eis B=, 
r— I. 有 -2 =c, uk S 


Tl 1 T 9 vl 
4d —» {i " 2(27 一 1) 2(2x d 04i 


Y | de apo dx ^ 
212r — id zz 
— lI z H Anr, 一 jm [2x — 11 
n ， 
= mie gd] eec 
] 
— — nje] = minir 一 1 mEr t li +£ 
=} 4 E | 2 | 
47 16 (Qr — D a F | 
8) | da 
、 dr'e] 
解法 一 
Ma 一 - l n L0 n LU D - 
rod (QU V2: DG 22D 
2o Ae BO. 0 āū Crh 
3^ = or -一 | 43 — VIEN 十 上 


Hi 
] Ar d Bye P 
ohu POS Ro vy rt 1) 


—(QA T C)? 4 (Ba D ES aA 
ita C) d Y 2&D-- Brie Hot n. 


| 4 =" { = D. 
ls D Sq 4) - b. 
1 4 CT 4/2tG —8 —U. 
nm 万 一 1. 
| 1 1 NE 
gf. 4——-—. H—-. €- TENE 
Bes "zs 9 3 JF 5 


isi 


l ' z+ 4/32 :— 4*3 


i 


242.544 RX3zd0 wm /2:4a4[ 


40 1 0( rx Y.F o, 
tl 2/3104 p 2:44 
f r— 2 dz 
z—V/xr:dd 
[2x £2 E 2, 
"s THa 
[E-n 
w 2 十; 


dlr? -- v2r+1) 


TV d 2+ r+ 


+ /| 和 一 二 一 “一 
z+ -二 -| 
UC vxi tvi 

[qe — tn 
z— 2r:41 
+ yz[-———8-— 
i 

| 5 | | 4» 


[Inla? -F V 2z4- 1| + Zaxeigt V 2 s 4- 1) 


UT 
— inizi — /2z-4- 1| + 2arcigt / ^; — 001 4- € 


1825 


好 十 vv3z 十 1 
l6 — V zd 


in 


2 x E 
Tete — (227 — 1) QU 


in Btieti] 


EEG 一 2r 十 1 | 


十 2arctg "n | 十 E. 


i l 


M 
al—-|sl— 


CU $7.3. fiij 4D 


- J53. 


nod) cap Y2z:cd 
4642. |= 42z4l 
一] 

十 2arctg < 4c. 
£92 


注 上 而 丙种 解法 所 得 到 的 结果 .虽然 形式 上 丰 所 不 同 , 但 是 

Lis ew I 仅 相差 一 个 常数 ， 
3s 十 5 

Cn 十 3r 十 gyt 


解 |o 3 十? "pee $r $2 
(Qr 2r e 2») GEF u EE 


3 (rob 2d - »[ 
T 2] (Q8 a 2r 4-2»? (a? Tv 409237 


PERANTI EE Tr REA 


arctg 


(82 


Df (2e + 23de [dCG? + 2z + 2) 

Gr -p 2r p 2)! (rd 2r + 2)" 
=—-— l ye 
Co ppap tO 


2 | dr 
|o [cp d? 
CHE; od — g.dr = dy) 


du 


=f dy BEN ER 
JA iy» -] Gd oY 


dy p 
= — ridi 
| 25 | Od gy 


-| L NE 
加 BLEU TF] 


=| 下 y ->f du 
ETAREN 2]1-- 7 


s i - T 

cope xq t 

0] B zd 

= garetgG 4 D ur 3 十 2 十 31 =: 
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. 324-5 
ER 
T | Cr ZG 2:77 
3 v 
^" *vlzcTA 十 arctgtx + 19) 


zl . 
CY 2 436 
EE 2r — | uM 2 . 
2 4 A2 十 arctgfz -+ 13 4 €. 
[ dr 
Gr cb Der? oar l8 


解 B {r 十 Fe Ta» 
C £ERFSARD Ip pe 
| —A4G! dz d JD H Ge-E CH DG dpi) 
二 ED 二 By(tr lD 
1,C—0,D— —1,E-—0. Mj 
i E 1 o r 
Gba Br D z+1l PFa] 


CH 


解 得 A—1.n- 


x 
(Ga +r EDO 
TE | d | dx -f tdr 
r+ Fr Fi 7 二 


十 xz 十 1 
zdr 
|o 
下 亩 分 别 计算 每 - -个 不 定 积 
D [neo 
ada l 2x 十 1 一 1 
2) [i prp” 
l p 
-tt [z+ =] 
A 
| 2j 1 z^ 


l 1 2z + 1 
= —ini|z?d-z4-1|— arctg 一 一 一 +C. 
2 v3 v3 
3) | xdr d 好 十 1 一 1 a 
G FFD 3) tr 1 
- 3| | dz | 


2 (* tr HY (zr prp D 


d 十 7 十 1) 1 ; 
Rm fz2 小 zz 十 13 — a 


{由 递 推 公式 ) 


2z+l 4 Zz SN 
=a frp tte 3 +e". 从 而 ， 

| zda m 1 0 12: 41 

(十 IT 十 1 2202 十 上 十 1) 6( 和 十 zz 十 1) 


z4-2 2 2z 十 1 l 
Ch. 
uote 


dz 
于 是 ， tz 十 Dæ Hrt 1)7 
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三 Injz 十 11 — jinlz + e + 1! 十 aes UIS 


r42 2z 4- |] . 
TT Ts "ab: 
= ml 
5 2r 十 1 
十 arctg Fc. 
384.43 3 


练习 题 7.4 


CCOUE X 2E AE. € 316 页 ) 
TR FARER: 
rl 
Yt 
解 设 =y Eoi—Ü.dr—6ÓdncH 
Yz —l L.g(£—l,.s 
i ee 
oer-etete i eje 


(i 


”一 inc + 1) arti! + C 


= Set e at 325b aed 十 32 


5 
— brt — 3In |z? +1ij + Garctgzt ic. 


解 设 1 一 Y3—z 或 r=3— t dr = — 3d. 有 


* IBF» 


Pra .[it8-95. 
38 1 


= afe 一 idt 


(— 3# jdt 


:六 -中 rc- 地 -到 + 


| 


- 3(3 DUE IC £) 3)j+e 


=- (3 Zi 
TENES 
z—3à 
; 2 十 3r Q0 3072 | 22! 
解 设 i= r—3 或 — 2 a * (33 有 


E t ja t dt 
= nfa zs)- u Iz 
= uf | mn ae 
(一 3 2/3 jt v3 
= 3z? — Tr— ô 
11 11 
一 in +e 
243 1 7 7 
2— p t 2 — e—a 
= y 3 — Tr —6 
I1 T 7 
十 inje — — dr —r:—2|-4c€. 
2 4/3 6 3 


* J88.» 


a» | di 


VI 
x dilz — |? 
i | xi — r- 1» 


= arcsin(z 一 1) + C. 


(9) 7 十 3 o 
DT 
" [a zc 3 , 0 d[d(—40 
VT 84 VI dz 
"E d(2x) 
25 A — (xy 
=— 计 VI + Sarcsin2z + C: 
3 十 5 
cil) >M 
3 3 - 
m | 3z +5 s= gtt? 
Xy x(2y 一 = Md 13 
-2f 4r — ] + 
JA. T 
- AM 
ori 
， T 
" 23 C62|[2- | 
4.2 | 1 2 1 
[/2(:- 3)] ^ 8 
=$ 2:5 — v 
23 i l| 7 
ty; (uj y 2r — 2 C 
= 了 2x! — x 


Fn 4s qup VERE | e 


' i88 


十 In|4r — 1 + Brr — D| o €. 
44232 
dx 
az | —————. 
| 一 z*— 1 
* | dx =| TT 十 wz? 一 1] dz 
+ 一 yr —] (x 一 wz 一 1)(z 十 Vs 一 1) 


[e^ ya? -— 1)dr = ztz 十 | 4x? — ldr 


2 E 
=-5 +i umet STI] +C. 


f zl 
(2x 十 227 J 二 
f+ 二 1 1 fa2zr + x} 
ir = 
ii I Jata je 
] 
——— pe 
y 2x JT x 十 
2. 求 下 列 不 定 积分 : 


(1)  [cos'zsin rdr. 


(15) 


E cos!rsin'rdz = |cos!zsin'zsinzdz 
二 一 [rossa — cos'z)dcosr 一 [coss — cos'r)dcosr 


一 工 ecosrx 一 eos 十 €. 


7 


(3)  |sin'zcos'zdz. 


y 4 
da 


解 sin'reos!zdz 一 [sinzeosr) ‘a 一 IE J sin2z 


is [ Ga 2:)dzr 一 zall L-mey dr 


一 aja — 2cos4z 十 cos?4x)dz 
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I 一 2cos4zr 十 4a + cos8z) js 


3 1 i 
| wc 2cosázr 十 gem dz 


+E 


x — 1 gringe 十 了 下 sin8z 


2 
一 | 37 — sin4z 十 Bsingz +£. 


(52 [2 
解 Joe's = |ctg'xctgzdz 


= fa — csc'z)sinzdcscz 


|] 
= Í 一 一 一 esez | desc 
cser 
= In|esez| 一 less 十 外 
. l » 
-- — |n|sinz| 一 75918 xc. 
Ea 


设 t=tgz,di=sec rds. 
B : 


seerzar 一 [secrzseczas 一 fa 十 tgřr)'sec rdr 
= [Jac eye = [ae ae + se + te 


一 十 2 十 了 5 十 了 十 
5 7 
1 


= dagis + 于 tpsz + tgz + tgz + C. 
O siniz 
sin*r | — cos?r 
一 一 | 一 一 deosz 


cos! T 


«1915 


一 | (coss 一 cos" *r)deosr 
J 
3 H -L 
= geostr + 3cos Tr + C. 
{11) [eostecostans. 
解 feos4zcos7zaz = z| costlz 十 cos3rydz 


EE 
= 25sin1 lz 十 -sin3z +E. 


(o3) REN 
gan uus u | 2 
BS. tg y sinz He Te 
| dz 2. . 2 d 
4 一 5sinx H8 14-8 
IFF 
5 
H | dt 5 中 (一 二 | 
225 29 |O21][., 5] 09 
‘att! QU" 4| 716 
5 1 3 
1 一 二 | 一 二 
1 1 4i 4 
2', 8" EE s 
Tital 
1 一 了 
一 lin 1| € 
3 1 
T 
tç? 
= in Tc 
wl 
2 2 
SIDE 
ae | 和 dz. 
sing , — [ld sinz—1, 
8E [— z= ] -+ sinz d 
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| dir 


= [ħi rv 
= je- by 
其 中 jue 


- _ 4 uuo X _ 2 - 
i t= 二 tg 2 SSinz— 17 3 dr-— LU gil 有 
d =Í 1 . 2 " 
| 十 sing 1 十 2t I+ ë 
1+ 
dO HO 2 2 
-2| =— He = +o 
AE 
《| 上 十 六 1 十 Deut 
HB sint —, —— 2 
于 是 ， | = 十 zte 
lc 
da 
an 8 一 4sinz 十 7cosz” 
‘mat ]1—8 : 
$ 设 rstg y sinz— 175 .c0s2— TT 一 ET tH 
E 
dz f 1+ë " 
8 — 4sinz + 7cosz | 2t 1—28 
8-740 TFE tI IF? 
u at B dét — 4) 
= 2f ari 和 
M 
一 in |+ e= In ZEILE 
x 
c5 
一 in -一 一 一 4 c. 
eyð 


193. 


第 八 章 € E 分 


AJA 8.2 


(人 讲义 》L 册 ,第 335 页 ) 
2. 证明; 车 函数 f(x) 在 区 间 [a, 如 有 界 ,[a,8] 的 分 法 了 加 上 若 
于 个 新 分 点 ,得 到 分 法 T.4pik T 5p Tp d Pun Ay E 3e Du 


(T) > aux, san yas, 则 


(oet < D Mos 
WE 设 分 法 了 的 分 点 是 ， :rit yz -1 H 
日 — ig AT €L OX. €L oct AL OX, Q om, — b. 

RIE TEGET RHES TA ASIE n PE 
FOEK BIO a sn ex sz 与 [zz 的 振幅 分 别 是 oos 53 os. 
已 知 ero, esses. 从 而 ,在 区 间 [z,_,;x:j 上 ,有 

MF CO) (CO) 


= re CO zy Q2. 
除 第 个 小 区 间 之 外 ,其 余 的 区 间 嫩 是 分 法 了 的 区 间 也 是 分 法 和 
的 区 间 . 函数 1G) 在 这 些 区 间 士 的 猴 幅 相等 ， 于 是 


GD Do V x D Yoa 
如 果 分 法 TT' 比 方法 T 多 若干 个 新 分 点 ,在 分 法 了 的 基础 上 逐 
次 增加 一 个 新 分 法 ,增加 若干 次 , 则 上 述 结论 也 成 立 . 


3. 应 用 可 积 准则 证 明 : 若 函数 了 x) 在 La,5] 可 积 , 涌 数 g(z) 在 
* 19d» 


ETIAM — M ro Ah fi) = gC) (x 关 70); 则 glz) 在 La,8] 可 积 ; 且 
MO 一 foo. 

证 已 知 函 数 Old AR, AIR oC de os 6] 8 
R. 设 wlf) 与 wlg) 分 别 表 示 了 C(x) 与 g(x) 在 [a,8] 的 控 旺 . 从 而 ， 
eCf) 5j aC UE PE, BI 

3M0,B8 ejf) sM 与 ogM. 

任 给 [ae b 4 TR. T A. Q0 5j o GO AE BLEUS. FG) 53 g GE SE 
k 个 小 区 间 [Lz;_， ;Xj 的 振幅 . 不 妨 设 x, € [na jn) ;包含 点 To 的 小 
EC [8] 8 E PAIS OG To= f] A 时 ,有 两 个 小 区 条 fz:-， $i] 
与 Læ $3] ; M zoC€ Cri EA Ty ma 和 Z= b 时 ， 只 有 一 个 小 区 
BD ,有 l , , 

Dalan = Jalpan 一 Yaan + Pe. 


kmj 


= Deg) — an 十 9o QN, 
t=} 


i-] 


一 Larig) 一 -1 CF) dna 
+ [ap — a ]A 十 D aA 
i-i 


EP [Loin — ea G2 1An 十 [ogg — a G? TA] 
S dea) — e aon + [e (9 一 of) an 
X; 2M C, oe At) o9 0 GOD) —9 0). 
已 知 f G)dE[a t] AR, A 


Djalan 一 0 ECT) — 0). 
上 一 上 


从 而 ,有 $e) 一 0 QGO)-—0, 


k=] 
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EI ER EE e GO E[ e.t ATER 
已 知 G0 5j gGOE[a.5 JREEI FE fa La. o Hr 2e T FRAI 5L, 
使 7E Xo (E— 1,2, n). 有 


De 一 Mov. 


k=] z=] 
从 而 ， ito 2u Y fGOM, = dim PjgGO v (极限 存在 )， 
RU ree 一 [con 


注 RS LOS. E DX 8] D RIA BS ICT ea EXCEL BR. T 5s 85 ERI 
TR He RAE EUN . HEERS CIBO UR AE . 

5. ES X £O TE Ea 5 JA A ,证 明 ( 振 幅 的 等 价 形式 ) 

qup UG] — dnf GO) = up. UfGO 一 foli. 

证 ”一 方面 :已 知 Y xz,y€ [2,5] € 

f) — fGo x | — fol. 

ju) ,Bupr(fGD — fGD) s sup d [fC — fGD |). 

再 由 练习 题 4. 1 的 第 12 题 和 第 5 题 , 有 
sup, M (2 — fGD] = sup (£62) T Sup (— faD»j 


ze [a 


= sup (fG2] — inf {f0}. 
E [9,4] YE [2.4] 
从 而 ， 
sup ifa) 一 inf {FO} s sup (|f — foi 
rE [ad] yE [4-5] + 王后 [at] 
另 一 方面 v zy C [a5]. 
|f) 一 了 (| € sup (fGD) — inf {fQ} 
2€ [2.5] g€ |u.] 
从 而 ， 
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sup d |f) — fo |j sm sup (G2) 一 RUE 

ré. 
up Go — Af Uo = Sop | S 一 fGD pi 

或 PME — inb EOD? 一 NM fé) — FG] ji. 

&. 证 明 : 若 函数 SOO fea 6 ] REL RE ERR G0 P ELi tE 
uper. 

WE CA Foo dE [a 5 JuPRR. JA fGoTELa 6 ESI LB 

jMI0VVzC[nebál|fGo x M. 

TER [a.b ] fei: T VE PARE PO 55 LEGO Y! 3E Ds c n I CT 7 

Sl EE 名 与 oH 
v, — sup n ILfeo P — Lreo Po 


rge Lagi 


= — sup f [fé 十 fp | fez 一 fG21! 


aE [e ql 


x sw UWOD ODIO — F001 


Hgh Ly 7e 


GM sup LL — fG0]) x Mo 


mE ln Qe, 
从 而 ， 5; cuAE, €. 2M »» OQ, X. 
n Fr 


已 知 FGYfELa b] 0D FR. A lim 2 jon, 二 0. 于 是 
HT 1 


lim Sjaan = 0. 


HB pj C20 ]* 在 Lu,4j 可 积 . 
7. uEHB Zr ER RC FOOD 4E [a b TRTRRL Hf XE e CV re [nih]. 


. [YF 


k=l 


LEGEN PERDE 


证 任 给 [e, 妇 分 法 四 EPOD S se ERE TINI BI Ces 
zj] 的 振幅 分 别 是 o% 与 以 ,有 


o = sup | 
rrela pa] 


S fD | | 


1 bd 
Ko od j= NH. KOCE 


xL sup E HG) — fG31) = Lo. 


C rg CAPELA 


从 而 9 » aA XL E M GV AT. 
E=] 


上 一 上 


B ffz)? 在 [a, 妇 可 积 ， 有 lim $e, 一 0, 于 是 
CU oam 


lim SE = 0， 


] 
FU RC zs feas PRA - 
8. EHH p c 
1 1 
fa) 一 上 T [zj tT M 
0, Ir = Uu. 
5 p) = N sin z) ， I 7 0, 
0 un 
在 L0,14 都 可 积 . 


证 (DfGodE[0.1]8 DR. 
函数 PG dE LO V) ERSAAR A pem 0 
V e» 00.115) LPS DERE CO lA [es 1]. 显然 ;函数 了 (x) 在 
fs 上 只 有 有 限 个 间断 点 ,根据 定理 3 ERE FO Les 1 Ju] LL BD 
对 上 述 0,9 0720 EDR LOV TUO 6E 
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3m I OR 
G5 [0,1]4 E; T. fb (T) «có. 并 且 函 数 了 C(x) 在 第 + 个 小 区 间 


[z_ ,zz 的 振幅 16m 1,2. T EN, E 
Fl < £ = Tu 


有 
Do = Saw, 十 okr; x2) + Sjo Ar, 
x SIS 十 âs, 十 Soan < 十 上 十 3 一 38， 
Bpgg Se f(z) 在 L0,11] 可 积 . 
(23 gCGOTE[O.1]8DA . 
BUE p(z) 在 [9.1 有 无 限 多 个 间断 点 ;1 ,到了 与 0 
与 (1) 的 证 法 完全 相 问 ,可 证 Cz) 在 [0;1] 可 积 , 从 略 - 
9. 证 明 . rg c 
l, z : ` 
o= 是 有 理 数 
4g C0, V AR [ER mi | £60 | 在 [0,1j 可 积 , 说 明了 什么 ? 
证 ” 任 给 [0,1j 分 法 7:; 
Pa 等 绞 [z，1,x.] 上 的 有 理 数 , 有 


DS) Ma 一 > az 一 l; 
i=! t=] 
Ša GEENI 2] EBS2GER EC A 


SFM =— SA = l. 
i=} 


1m] 


M QT)—D 时 ,积分 和 DFE MN, 与 5, 85 XL AE SEDI 2 GUT) -— Ü 


时 ,积分 和 I FU S 不 存在 极限 - 于 是 ,函数 f(z) 在 [0,1] 不 可 
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Rm. 
ij LfGoL— 1. 这 是 常数 函数 . 显然 , 它 在 [0,13 可 积 . 
这 说 明 HARIO EL OIRE ER FO BEDS TR 
- -REGAR . 


10. WER FRA OOS eo dE[a. 5 JE., M 
lim SIG, = = [fco 


HT) 
其 中 MEN i, (ELE mL. R— 1.2.9.2, Xr d — E pe T9 — 
ü,z,--b. 
证 CHRR AGO ,plz) 在 La, 丰 连续 ,从 而 FOOe GO fELa 5] 
AXES LY AR f GO GO dE La b THEE B. FG fELa 0 YS FE LB 
3 MO0,Vz € [a,b]. O] x; M 


DSG PAA 


= M Go) Nx, 十 S GOOD, 


ii 


一 MM GOsGOM, 


r= | 


= MUGOpGON, 十 DFEDLPO) 一 9GO] v. 
m 上 一 】 


下 面 分 别 讨论 上 改 式 最 后 两 个 和 数 . 
E HRR OOpa EL a] PTER 


i 
dim. Y [Geo = {fy pd. 


| Seolo) — plg Jie! 
k=l 


a DIED PO) 一 pE lAr 


k=l 
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x MN ptio — eo < M» aM 


eri 


其 中 v 0,. 8, € i Ty CANS JE pO d ss sz 的 振幅 . 
已 知 po fele SJR A im Dos 一 0 AT 


lim ue ot) — eG], = 0. 


ur 


IE. lim N root) Vr, 
nE) Z] 
= lim P/E) PCD A, 
{TI IT ， 
十 lim 5 fGO[eQOD — pe) 
Treo L] 


= MOLO 
11. HEBA : 4 S ph r 
0. + 是 无 理 数 和 zz 二 0, 
Rr) — 4| m 
n r= —,mign(n cm D 是 琅 数 ,是 互 质 . 


ELOJ, H, 


[2604 — 0. 
证 yec ANE NEN (oce HM 
uu Jo 5j m TEE E nN— D FUGCBEER E HER t 
E jp. 
任 给 [0. 上 分 法 了, 合 AT 一 5, 它 将 [0.1] 分 成 的 小 区 间 分 为 
MR: 
COO Ht f FUSCO GN DhE I, JA ifi 88 38 IX 
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[H| 38 dE d 2k, 个 . 在 这 些小 区 间 上 所 作 的 “积分 和 ”， 表 为 
D RGO M, 已 知 OScRCEO CT UH 


MU RGOAnc > An < 6x krd = e. 
5 —ÓE RR E678 BUECT GscN — DHE A, BRE 的 小 


区 间 上 任意 点 z, 有 OcRGO Ie CO. 在 这 些小 区 间 上 所 作 的 
"Bug" D ROO ,有 
T 1 7 1 H 
D REDA «v Pi X y0-0-ucs 


PEY 0.3 6m zm 0.V TION ERU ,有 


S RGOM, 一 > RGOAn 十 > RD, < 2e 
k=] 


Bleg gr RCO L01 JAR H 
[seo = 0, 
6 
12. 证 明 : 若 函数 Food Da 6 P8 REL 
(D lim sCT) = fo. (2) lim SCT) —p, 
ICT) D -+ 


证 首先 证 明 (D Jim $T) = I = sup{s(T)}. 
E A sup{s(T)} = 7 由 上 确 界 的 定义 e> 03 r, 有 
[y 一 ES 
( 往 证 ,3 0,Y Tael, A Hes CD LIO, B[ Jim (D) 
= HY, 
BDE TA m eari AR SOO A [a,b] ERU RR iR o. 


p l 
V T.I) «6. EIE T B) dE Et EAE T' 的 加 个 分 点 ,得 
~ 202 = 


新 分 法 mw. 由 小 和 的 性 质 , 有 SCIO SIS CP ,从 而 
h — ex sT) m s OP) C h). (1) 
分 法 7" 最 多 有 2m 个 小 区 间 以 分 法 T' 的 mm 个 分 点 为 分 点 ,小 
和 sCP) 55 s(7) 也 最 多 在 这 2m 个 小 区 间 不 同 . 已 知 每 个 小 区 间 
之 长 小 于 5, 有 


SCT") — s(T) < 2moó = 2ma 元 二 = g 


2m 
或 sCT) — e << s). 
由 (1) 式 ,有 
henel 或 h wl A h, 
Bp lim s(7) = h = sup(s(7)]. 


HT) 


同 法 可 证 ， im SCT) = Į = int {SCT)}. 
13. 证 明 : 话 数 FG E [a b TREE Y 60 SV 90,3 65> 
0,V T.I) <A, RB oc 的 那些 小 区 间 的 总 长 n 之 


证 过 已 知 了 f(z) 在 [a, 丰 可 积 , 则 
V ge > 0,I 02» 0,Y T.) « 6,8 Soa, «n. 
设 振幅 ww >y 对 应 的 小 区 间 的 长 是 A ,有 
ge 37 = 22). 
即 5 Aie «C E l 
eH f(z) 在 [4， 中 的 振幅 是 o.c 
Ma - 2j An 十 » Ans 
其 中 eem». 由 已 知 条 件 ， 有 
3*9 一 2,9 十 2; 0e 
< 23 T 12,9» S ex + np — a). 
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因为 * 与 ?都 是 任意 小 的 正 数 , 所 以 ee 0 a0 9, FE XE IPIE 
数 . FEJO) Eet]. 

14. WER ; E PAG GO XE [ ALB TE SE ERE fr 在 [a ,个 林 积 ， 

BABIS (FGO [€ La.0]) W eL £GO 在 Le, 村 可 积 . 

证 CU eGo f [A.B 3E EE. Bun — Sio E , Ri 

V 20.3 >0, 和 将 LA4,Bj 分 成 若干 个 小 区 间 .使 每 个 小 区 间 的 
长 和 9 之 7, 往 每 个 小 区 间 上 的 捧 幅 ooo e 

由 第 ISEN.DUAN y—fGOfELa.5 AE, px, [XR e 0 与 
4270,3 42 0,V TT) 0 i bi o, C zo B) 3I E [s DC FR] PP E 
> som n 其余 小 区 间 上 的 振幅 ey CO s BD ge ELE 


ee [oC ] «x e 
BH eCcOTELA.B TENE. WE eGOXELA. BB TR EE TEC o». 
FE, i 


Saiph = Do Lp Jär 十 Sr or Lp J Ar 


«o M Ax, 十 2 My 
we g(b — a) — [od (5 — 22]. 
EMITE eL se. bjnpm. 


练习 题 8.3 


COE SLE HE, Z 346 9D 
-证 明 : FAR fgz) 在 [cy 如 连续 , 非 负 负 , | 13 nE [2,5], E 


fir 0, 风 [o> 0. 
证 已 知 函数 FG JE r TES B. fGn077 0, — 
REPE, 670. V rE [z,—6.2,4-5 ](Y [a 5]. arope, 
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pes jm iriti] Nlet] Hle A] La. OLD. o 


€[a.5l. E ene 于 是 


[ron mm [fea m feo 一 a) >D. 


2. 证 明 : 若 函数 jz) 在 [a 中 连续 ,是 | PCD 二 0, 网 了 x) 二 


证 FH i uE E - 假设 fO 3€0, B3 nE [9,5]. 1E fGi 3&0, M. 


而 ,有 [fCz0 T9. CARLO T de[a 0 138 8E dE f rH 59S 1 


zn 


Dd 


.有 rco. 与 已 知 条 件 矛盾 . 于 是 


fee) 二 0. 


poH Fro yd 0. Bl fC)=0. 


证 特别 是 取 eGOo- 160. E 
[Eoas = [Loa m Ù. 


4. 证 明 ， 


x w 
-15 ， 至 
D | sin"! ledy <f sin zdz. 
da b 


证 CARY sm 在 | og JER En E ne 0. 


E 


fidi sin'!!z,7-0. d AS LC 


ex 
2 

| sin"*!zdr > Ô. 
0 


X. EL ^al e S sin'z — sin"! 'z=sin"z CL —sinz) f| 0.7. | 连续 . 非 


d 


REI sc[o.5 ,使 


sin'ry — sin" "xg = sinag] — sinza) — 0. 


由 种] 是 ,有 
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EJ Ei x* 
9 x . T. E, 

f (sin'r 一 sin" *r)dzr = | sin'zdx 一 f sin" ' lxdx > 0. 
o n Q 


于 是 ， o< fain tzaz = f ansa 
5. 证明 : 若 函 数 FO TEL 0. 1] RR ES TEARS BUV xy € 
[0,1], 有 
[Iæ 一 fGO | s; M|z — yl, 
其 中 a 是 常数 , 则 


[joe - i34 J|«4. 


证 函数 了 (z) 在 [0,1] 满 足利 普 希 获 条 件 . 显然 ,函数 GO TE 
[9, 1 一 致 连续 ,从 而 函数 f(z) 在 L0,1j 可 积 . 为 此 将 [0,1jn 等 分 ， 
分 点 是 ， 


LL EE: 
n° ' m 
由 定 积分 的 区 间 可 加 性 ,有 
MO — 3 fi Soaz. 
由 积分 中 值 定理 和 利 普 希 蒋 条 件 , 有 
Iron + 


o, L, E 
n 


- È fi ETEESI 


= Treo- tt] 
= x pe 一 下 全)] 
«IN io -()|«3ls-5 


MC : D : | 5 x 
6. 证 明 : 若 图 数 站 1] 单 调 减 少 , 风 
[re - E: JE: PEU 一 fo 
说 明 其 几何 意义 . 
证 己 知 1 让 在 [0,1j 单 调 减 少 ,网 了 F(x) 在 LO.1] 可 积 . 将 
[OH UBER HUE e …, < 一 ,1. 有 


[rois — ird [I E NO DIM fl "IL 
一 of oe 
< Sf 
-iXDiU-—-42]] 
= diso E) l 


ED 一 FTD 


H 


LEE: H E ATE fros 用 不 起 过 它 的 ， 个 矩形 
面积 之 和 二 Sj +] HERS HIR IEEE PEDE 
有 和 斜 线 部 分 的 面积 之 和 .不 超过 质 形 面积 [7(0) 一 了 (1)1 
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8. 证 明 : 若 函数 f(x) 在 [a,5j 连 续 , 且 为 正 ; 则 


lim , A [trcora = maxíf(x)|r € [a.h]). 


证 CLA f£GOdE[a 0 E E WI fer TE [a 6 DECR E X [E E 
3 Elab]. y rE [a5], 
[GO x; f(5) = maxi fada € [ez])， 
B fOD-MIO.SU4 


un *] rs : 
ES | Ere ar Eu Jf M'dz = M(b-—a». 


已 知 Jo ER H foy amt, EA Elad), TETE 
充分 大 的 wxE N， 使 | 一方 pL - ce. 5).fi 


um . . sil a " 2 
L= ffo ZEN UOP SE: 


其 中 gefeit] KH SaR Emot 
pari apo ta] teet] 


Ll À 


zm, ul 


” ZO08 * 


I pis € pL] al. T -hb YEN., 


GR 


En "RD n 
JERO Nis Ld. [Oro] dr mL MO — a). 


ELI 
Di . 
limf Af — — limM(b — 42$ = 
TC ME IU Se ETE CI 


lim | CreoJe — M = maxif(o | 之 后 [Les 上 


9. 证 明 : 若 函数 GO TEL AB ]R[ Bl GTA R] WI 


imf Eer t 480 — fCGxD jda = D. 
PRO ERR 总 所 积分 的 连续 性 


证 BASOA BJE W SOO ELA RGA Fe R 
3 MOY rE[A, EY CO LM. 
ELM Asa bez B. YE [a.b 等 分 ,分 点 ; 


= Fe < Ty gl o cU 


Z L aj la, dk HH n ma IL, 


取 |4| = min]? — 


ha L0. 首先 设 AL. 
i £9, 是 mon L ,可 上 的 振幅 ,一 1 :2 I 


fg, au] [6.577 A 389) Bic Co DO. 考虑 积分 


f |f 0 — fedr z € [n nl 


n 


dT rtg E? 1 "P mi] |fG-T 48) — JG | & e| 


H € [n ded 4€ Enni] XUI 
Lr H 40 — fGO | — |f 4 i — fG 4- fF — f(x) | 


JFE H R | -- dif — f: 
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k= 0,1.2.-- 


m 


Quae dou Ee fr) 


< F o. k = 0,1,2--*n. 
上 述 两 种 情况 ,不 论 哪 种 情况 ,都 有 
[f(x 二 à 一 fGO | S ol d o. 
于 是 ， 


[ | fx + DD flr) [dz = 5r Ifi + A) Fr) |da 
a &-l4" i 
Eu Sw 十 ch。 (Xr, = r, — x, |) 

=l 


E 2 S o X, 十 writ: (Aaa 二 机 


rn 


ESISEL d]ie, A lim 33 一 0. 


WHo0soyuMu 2M. = S. 有 limo, Mi = 0. 
ATT hi oem o, A | 

lim [ | fx H A) — fix) |dr = 0. 
其 次 当 <0 时 , 同 法 可 证 
lim [fG +D — fcola = 0. 


有 一 


TR. imf If i0 — fG) [dr = 0. 


练习 题 8.4 


《kk 讲义》 上 册 , 第 361 页 ) 
1. 用 定 积分 定义 求 下 列 定 积分 ， 


D zax. 


Iu 


SE HUE £G0—2 在 [0,1] 连 续 , 从 而 可 积 . 
= 21) » 


2 2 一 1 1， 


一 
R Hu 


M0 1o 等 分 ,分 点 :0 二， 
saa [tl & kan. mA 
取 第 上 个 小 区 间 | T Jets deu sS set 


1,2, n. VERRERRI BUT TI 
SELL ds bam tD 1 Li 
LL n n n — a 2 2 i! 十 H i 
TE. 
o uuu NOS AL o au Lis uL dio 
[atr tim Y noo" — um z|! * |= 27 
《3) 二 . 
2 T 


解 ” 函 数 了 (7) 一 二 在 [2,3] 连 续 , 从 而 可 积 . 

将 [2,3ja 等 分 ,分 点 : Z= fay Ziy da. tt tt 3 其 中 z, 一 
2 十 二 ,一 0,1.2,… 汉 取 第 # 个 小 区 间 [zs a I AIRA t 
En BIRDS RES Y TI 作为 é’ RH E= Y TT 显然 ， 


TS mL gr,.kc- 0óó.2,034* 


" D 1 x2 "og 
i à LE Ú; = NO ! 1 -一 L 
2 PE" E (x, x, Q) e | n. z | 
= [i l [2-ipe-iz--zl 
0 上 1 X I (r Tu 


3 dr . ; x 
于 是 ， | P. 
2. 求 下 列 定 积分 : 


T dz 
2 P L—. 
a 1 cos"Zxr 
*211* 


0 
解 站 ee 一 | Ty 一 一 Incose | * = |n2 
ü aSr 
(6) [ 2x 
A r 
un , ero i 
s 2 + inry Fl 2 Inz di 
1 * BEEN X | 
一 | amz + wl -= à. 
| | 2 
(8) f 二 一: 
r 
C 2 A dr 
! VEF Ar di Jd o 
jd 39 3 4: ] 1 dx 
一 2 十 Ardx 
4j i 24: /8-L 4s 
-lopini d ijo sz 
= + petiot = E. 


u ma NE ina 1 ， 
| | Tt! 
l 
= 30 — Inĝ). 
(135 fe v aü* — rdr, 
i 
RẸ IRo = acosi,dr — — asintdt. 


x 


| z? ya? — ridx = «| sin'tcos'ut 

[4 ü 

一 sfa — cosÁ4PNt 一 Lu — Simar) ž 
8 Jo Bi 4 | | 


ü 
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F sinzcosr 
14 | ——M — dt a bid ze D 
ave 0 «cosr 十 Pini 7 y bab 


i 


SITLCCOST 


d 
解 M 


P sinrzcos d 
= tt 
a &€1 — sinr) + Esiniz 


M sinzCcosx d 
iLE 
p m Cb — a sinir 


i f d'a? + (Cp? — a*)sin?z] 


(—2Q0 ada a) +p Of — a ysintr 

一 — l hn |a? + (Cb? — a*)sin?z | : 
208 — a*) u 

1 b 

(oM ag 下 


3R FARIN: 


( i ) lim [* TE 


& ”根据 8.3 定 埋 10.3 cE€ |0o, 子 | 4 


= lim -一 一 一 | 


c1 Hent l ! 


| 
> 


1 1 E 


8 vezoc) -有 


T * 
EN r T 
[ Cos'rdy —— f cos"rdr 十 | Cos" rd. 
p r 
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其 中 J eovadz < [az =£ 
b ü 
eos" e| E ou Zeo 
f cos'zdz <L cos'e | 1 e - 1 Fa 
而 limcos'e = B0 cose < 1), MMI NEN, Yan >V, Er 
cos'e «Lr 


TÉ. J NEN,Y AEE] 


f COS" rd =Í cos"rdr 十 f cos'rdr < s 十 E 
0 n ， SS : 


即 lim ['cos'at: 一 f. 


4. 应 用 定 积分 求 下 列 极限 
(2) lim > DER 


此 和 是 函数 jz》 一 Mua 在 [0,1] 上 的 特殊 的 积分 和 . 它 是 
将 [0,1] 等 分 ,把 忆 取 为 第 上 个 小 区 和 间 | “ ,二 | 的 右 端点 二 所 
作成 的 . 因为 函数 SO = 二 二 在 [0,1] 连续 ,从 而 可 积 , 所 以 


k— 1 


R 


=f i = arct | = Z 
Shipa T E 


CO dim L aF D G- Dj 
NM xE 
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In — ynin p Deel a p — i»] 


- | nin p 1e [n P ie — DJ 


ol j» ntl .2 二 一 D1 d yy ki 

=" z? " n l g r>! Ens E 
此 和 是 函数 om — in(1 十 xz) 在 [0. u LAREIRA 分 和 和. 
HELO, 1o 等 分 ,把 5 取 为 第 4 个 小 区 间 | “一, [n fci 


一 所 作成 的 . RIAR SO 一 m Odo fO 1 连续, 从 而 可 
积 , 所 以 


timin 一 Yutn F drm [8G — 12] = lim E 2jm | 十 £] 
I : 
一 | Inci p dr = [Gr + Dinda d 2 — 0] = mi— 1. 


于 是 ， lim + ua p efa t iO — D. 
© lim nl Vita Dr (n QI 137 1nd--L 


4 
= e UU 一 e 一 PL 
5. uE BB. um og ER FO TE Ta. 5] Ré dE A $81. f. 二 
fa e] ,由 | 
T uim Efa H fa He E fa) = lS roae 
(2) lim YSS Pa coetum, 


n b-u 
(32 TT E J di 
f f» JO 
PAM b — — [’n rr 
并 有 f m zz ex. fir» < z= L| fone. 
fn 


+ 2154 


证 将 La.6 4s 等 分 .分 点 是 = 于 中 
一 , , 
a;—adi - a 取 第 i 个 小 区 间 [x,_) ,7 的 在 端点 xz 作为. 即 6s 


Lo. 十 NER Toc fa? 


] ux ba hb— unu 
a LLL . 


i 


Lanfa + infa + nr 十 Infa) 


OU x 
uL l u 
l'ii 1 1 
n Lf. Eint =+] 
l ` 1 b— au 
一 » 
| 


因为 Kz) 在 fe, 妇 是 正 值 可 积 ,从 而 nf GO e [o6] di n] B. 所 
以 


C12 lim Gs. + fa e Ffa 


5 — aj be 


LM 


b—a " " 


Lin E 
(2) lim ffe. lime" Uf mh 


aon 
L 5 b E 
i ` E —n 
hær] lim wpf a e) UT 
= € tee 


NE 
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n 
lim 
Ld. 1 i 
PURO UER 
b —n | 5b5—a 
i : l b—a "de` 
tim > .h—ni 7 nu lE 
CA filadi 
. AY «€ Nf 
f l 
— Eu V feft fa Roo fe 
SL - 
— fs 
当 n 王 20 时 ,由 上 述 结果 ,有 
b—n Pa optar 1 i 
> dr xe | < Lon 
f) 


6. EHB 47 m Eg n dé dE fo REC UJ 


o [I$ 


十 M (aseoshz 十 Bsinkr) | ds 
二 1 
ds - 2 2 
- 2E 4a i5 
=i 


^ 2 
证 E 十 S (a,coskz 十 isinska) | 
rm 


-(2 


LT >» (afcos!kr 十 bisin?kr) 
1 kl 
ort 89 
EE 


+25 


M (a,coskx + b,sinkz ) | 十 2 ` a,b sinizcosjzr 
+ 二 | 111 二 | 


a,a,Cosircos jr 十 2 5 b;b,sinizsin jz. 
o2 aip 
于 旦 ,由 本 题 的 (1), C2),(3), 有 


k=l 


ME: 十 M (Ga.coskr 十 bsinks) | dz 


a 217 75 


十 ng Yl (a,coskz + b,sinkr dr 
=Y TT 


E 


* a x 
+2 >) abf sinircosjrdr + 2 M aaf COSLTCOS jtd 
,< 一 > bred 一 = 
up 


T2 >) ab, sinizsin jede 


i=l 
二 | 四 | "P da 十 S | a i costkzdz 十 bl ” sin'izdr 
-一 | 2 | _ Fi — | k u Os Ld. Jr oJ f 


ra c ; 
=a) 他 十 Sy a: 十 i. 
- k=] 
ne 


8. VE FB AE RUE CO e Ca P TET E Po. [fot telad] 


uE CA f(x) Eled] WR, T FOGO dELa- 9 ] 有 界 , 即 
M0, zc Lud] E | £0 | xz M. 
LES pab] ,使 r+ årg Pab] ' 有 


Fa p AD —FG|-— n "riot — [rw 


S M | M. 


- MESE MERE 


从 而 .Y 090,3 à— 5220, V vs [rd 0s fi 


ota) PD, K MLA MS — Menu 


即 函 数 FODE rE [ab JEE. TERR FOOXkEDa. 0 EE. 
9. 证 明 : 若 函数 /(z) 在 R EE, H / GO 一 froe, 出 o= 


证 RELANSE R "[SRLHV ER A 
1218 7 


Fa) = (roo 二 f(z) mH fæ) -—JfG)-0 

考虑 函数 P(x) 二 f(z)e .YW ER, A 

P(E) = PG) — fGe* = [fG) — fr) Je = 0. 
B s6. IBI L. PO — CORO LB 

C = f(x) " 或 f(x) 一 Ce 
已 知 fla) =- [roa 二 0. 令 z 二 4, 有 
FED = ECA = 0, 从 而 C= 0. 

于 是 ;¥ zER, 有 f(x)=0, 即 f(z) 二 0. 

[E327 1: 


(1) lim i cost d£, 


rt FJ 
1 | cost*di ET 
lim 一 | cosf?d! = lim | 一 
S 8 Io 3—0 z 0 | 


2 
.. COSI* 
= hm = |. 


S d 
(8) lim 一 一 ;| ea 


en 


; 2 e^ dt 
解 lim 一 一 ;| e dt = lim —— | 
z E] 


r—[ Í 一 - n ù reg 1 — e 


elo 


[ea 十 e^ 0 
= lim # 7 | | 
2-a [I — 2e : Ü 


— lim 2e Cl T 2) u 
1mo — 2€ {1 + 215 
11. HEEK 37 ER ER AGO TE [a,b DEBE. V x m € [a5 j. BU 


lim ni LFG H 30 — fCO Mt = fi) — flr). 


1- 


证 po 一 f pod 根据 定理 1,otz) 在 [se, 拉 可 导 , 旦 
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pir) = fi». (plz = 0) 
设 t-rh—ydt—dy. fj 


EK 十 adi =f O 
=f? Sou + EOZ 


-[ fon 一 MEI 


L—gG dk) — plr, 十 k). 
于 是 ， lim | Ef 二 — SA dt 


= lim x f T Rut -— f JOD dt] 
A 7 E 


= lim 二 [pr 十 及 一 om 十 从 — 9G + eo] 


(pn = 0 
[es 二 A) 一 pr) — go T- 4) — go] 
h h 4 


-- lim 
a0 


= ga) — p Crp) = f(r} — fin). 
12. 证 明 : 若 函数 £O TE [a bR a 2€ adl A 


[roa 一 fro. 
证 考虑 函数 roo = [foa f roa 
由 第 8 题 ， 函数 FDL, t JE : 且 
F(a) —— [reo F(b) = | roa. 
H [row A 0, 则 FGOFG) « 0. 328. S 4.2 gg XE SCENE 
理 ) ,了 r€ Pasht, {E 
Fc) = ['oec— [ioe-o x [row = rows 
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# [roa 一 0, 则 取 z 一 4 或 + 一 b, 有 
[scoat = [eu 

135. 证 明 : 若 函数 f(z) 在 [0, 十 co 连续 ,县 lim f(z) — 4, 则 
tim | Or = A. 
ro X jo 

证 已 知 lim fQ) = ABY e> 0,3 B> 0,V 2 27 BU 


[D — Ad < 
ATY xc BOGEMSO A 


Lon = Leon 十 Prom] 


=f L — A if 
z- Lf fede + zl Ajdi + LÝ Aat, 


其 中 lim 工 fidt = D. 
b 


i-e F 


二 | re — Ay e 二 | De — A|dt 


R 
< 二 三 < 
zog 
EH dim firo — AjJdt = 0. 
lim T| au = lim 4| 1— Z) = A. 
E Eg rot d T 


r D 
FH, dim +| fi = Hm +| no 
r—-—— Ejo ti Tn 


+ im TD — dee tm [a = A. 
zt A4 Am r= M dn 


* * * * 
14. 证 明 : 车 函数 (x) 连续 ,w(x) 与 (xz) 本 导 , 则 F(x) 
pir) 
= | iow 可 导 ,并 求 其 导数 . 
DIT 
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证 法 一  d£ER X 5rdAr CAz 了 0), 有 
hr | A. etr 
F(z boy — Fx) — | fa 一 f ' ‘pea 
tr 3z) utri 


GIES] 


rir) pirid àr} rir? 
一 f 4 | firydt + f HOLES | nor 
utri riri ulr} 


utr] t} 
ptg Mr) az Ar) 

= f ft — f ft 
etz) ufr) 


= f[vG + 09,53) eG +H Ar) — v] 
— fux + 8;Az) utr 十 Az) 一 a(z)], 
其 中 OcA .0-6l. d 


Fla + Sr) 一 Fie) 
Ax 


iz 十 Men 


mo + hr) ] 


一 了 Lakz + 0:32) ] we aD, 


已 知 20-5 e GO RT SE E Er BAUR FEuGO ) fx] 连续 ,有 
Fir +- Xr) — FG) rr xr) o— r(r) 


lim = limfel 十 9,52) 
Ar 


A0 At Ax 
— lim ffuz 十 6,4z)] MEET 
= fler] er) — Flatey] G2. 
Bg FGO ATE, H 


F(z) = feje a — fat) ua G2. 
证 法 二 RO= | f(Ddt. RER 1,600 TEH e) 
= 了 Cy) .由 复合 函数 求 导 法 则 ,有 
LI soar] = (G[rc)]Y = epe)! G) = fUr? Je (a). 
于 是 ， 
F (æ) = ni fou] ={[ fO — L qeu] 
-—f[»G»]xks 4 一 fleiz) dw G3. 
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15. IER d 7 PO UGOXERE N 2€ UGO LB 
RG) = ife fod, 


S Ga) 


Wm D Kgn =f — "y (z—a)'. 


EEEE 
2) ROE Pao" ' .EE [asr] ra]. 


WE DER R GHEH à IK AE REA. 
Rar) = ze - (tnl ont m Ife — af O 
nlj, Rl, 


1 


n! 


L-—[G-—rrf? CI — | roo — Y] 


à 
E] 


ial H 
- E ANS a» Ta L xl G — 07 f? (Qt 


RI 


TD ” l fe a—d gpi) 
"- Cx a) nD] CU D af (E) 


ni 


Dy 
" (a n) 这 于 DF n) 


| ? — v=? prel) 
十 coal (zr DF COdt 


Lo f£. E 70 quay 
nt » à (n 一 DIU ud 


f Lf 3 
— ae -一 up — a) c aj reo 


Malay Do a) H fo) — fGn 


nI IB 


= f Y F a — ay. 
2) RHE S8 EROGO d HERD. £€ Dacr eR Len]. 


. 2235 


r ta r 12 r 
R (29) d Caz — ty rt (angi 一 £ d (Qr — (dt 


p? tat 1} 
SFe OG — o = ay, 


- nl (o (ac 1)! 
注 0) 是 泰勒 公式 余 项 R (ORAE. 
18. 证 明 ; 
|l 
lim sint'dt = D. 
证 i0 ymt. d,i 
2v y 
r41 1 Gy iux siny 
sint^dt| = — J dy 
| E "I 
l e l 
= 二 dcosy 
2il Sy 
1 | cosy | 7*7 Guy ZEN 
Vy ch yA 
1 | [eostz 十 1»? cosa? Gr, | 
< z| zl 十 z + E | | 
1 H 1 ， |] t} 2 
<y ti Eat E> oat o). 
了 上 上 
于 是 ， lim singdi = Û. 
x— om or 
17. EE ERR f(z) 连续 .证明 


Jen) = fro (x — Dat. 
证 应 用 分 部 积分 法 
一 faf rens 


MIECZA = łn. [ren 


- «rod E [yea = fa — Hf. 


18- EU: FAR FG TE [a RAA E e EC ERR 
224-7 


r-jd0.He-—fO,.g-—fOD Ul 
| toy = bf — aa 一 f re 

AA e RC AGO 3E SE. DEEB EG SESC RS JL fT AC XL- 

证 dE af ELL d] FE qR XR on. M, ifi. e ER rz — 
f 的 在 La 中 也 严格 增加 ,它们 都 可 积 . 

laba 等 分 ,分 点 是 amatik erf A= ITE, — 0,1, e qn. 
Am = T, ry. = h, IE puo fGO,PNBUB e SJR à. 

Go — ga mL gy. E y Lotto Ad. — B. pn — dq. — dus 

于 是 ,由 定 积分 的 定义 ,有 


人 ep 十 | fa 


一 lim Mf Gu Ag. 十 lim SECO 


Hi 


= lim $ [f GM + Saa] 


ET 


= lim 3) [n Gs — 4-0 t n] 


一 lim MEG 十 kh) (y. 一 Fad + hya] 


= lim X [ka -F Cc H- Dg, — Ca Egi] 


= i=l 


= lim | Ca + Ca H 00g, — Ca H yd 


|] 
= þf — aa, 
BU [row = bf — aa 一 [5n 


34 fGO E f B MESE gI JL for o8 £30 E18. be ED da xo BEC 3) 8d 
l - 225 


积 fiour, [roy 与 小 矩形 面积 ae 之 和 怡 是 天 的 矩形 面积 
bp. 


18. 证 明 :; 若 冰 数 # 一 fr 在 10, 十 ec) 连续 , 且 严 格 增加 , 又 
fXé0)— 0. V a2 0,57» 0, Bl] 


a « [reos + [57 00. 200) 
特别 是 , 当 go V Eee A abe n. 
证 ”由 第 18 题 Ce= 0,a—0,5—a., £— [C400 .H 
[rene e nto = ato. 


Bose Mua ['scoes [7 cou Rlco sap 

dac JG) ,由 积分 中 值 定理 和 z= P0) 的 严格 增加 ,有 

NU eydy = (Ee — fla) Z9 F^ [£601[5 — F0] 
—a[b — fa)]. 


其 中 £€ [Je 时 ,再 由 第 18 题 , 有 
- 326 - 


t] b u fta) ^ 
| Ferdz 十 | fdy = | foa 十 | f GOdy 十 f JG 
0 o n 0 Jn 
= af(a) 十 f f dy Ze afta) + alb — fia] — ab. 
fis 
到 不 等 式 51) 成 立 ; 
同 法 可 证 , 若 bez G0 , 则 不 等 式 (1) 也 成 立 ， 
特别 是 , 当 »— Bl.Nty.y-—jf(G—zt , 它 满足 第 19 古 的 条 件 . 


.. ] 1 1 . 
xz 一 打点 一 六 [+= H ;有 
四 - h y1 — a Lil 
E a fy dy P 十 4 = ab, 
即 abe X 
P q 
20. uEBH Zr ER EC GO XE o5 JR XE SR ER EC 


b 一 a 


Kem us, 2jf(a 十 kh) I 二 Fro, 


pij limus, 一 1) 一 eU) — f(a)]. 


证 设 z = a+ ih, h fita BA ER, A 
& 一 了 一 S afa) — | rpm 


A 


P fixr dr 一 Sf fir)dz 
1773 t=" ml 


t 


- z [GD — Fl = Dre 一 De 
FELD k=l | 


= FEDS ED. &€ a) C [n snl 
i=] 


BASEL b EE, S CELab VR FI it 
m = inf {f} 与 Mi 


r 
本 [rz or 
Ue a 


= sup {Ff (x)}, 
Ele, en 

. i z n 1 k 

从 而 ,有 ji 和 
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或 mas —D«? 
m 
已 知 fÁ GO dE[a.5 ] WR W 
lim N Mah = lim nma 一 fr (zx3dx = f(5) 一 fla). 


amem Fl 


于 是 ， 


lima(s, — 了) = ia 2 — f(a)]. 


21. ER ARA FO XE [a 6 ]XESE. HV € [ao 有 zy 
0 , Bi] 


dx z 
frof fG) 7 z> (b — a) a 
证 BAJOS Ltl MERERI abh 等 分 ,分 点 是 
=E Zas Zr ptt Ob, 在 第 k 个 小 区 间 [Lz_， ,x:] 上 取 E EE T, X, a7 


.由 算术 平均 不 小 于 几何 平均 ,有 
: b — a 
Dreo ` > KES n 


eml 


* 


: 1 
了 Ce 之 fas 


= (b—ay. 
b n 
Q — a)? + V FG f Gf) i SEC Ex 
= (b — a). 
34 ax cob LT 


[reef 2 AS 6 ay. 


| f raas] < {Esc Ta . | Lac) Far 
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ERAH MATR. 
证 YtER, 考 虚 非 负 肾 数 [好 (x) 十 gtx)]: 的 积分 ,有 
fuo TogGO Pdr zm 0 


[Lees] e 2| [.feoocoee tx LFtocooes 
这 是 关于 的 二 次 三 项 式 , 它 非 负 , 则 

| OZON < [trcoye . Firo az 
28. M H Rf BL 2&7 RAS EPH : 


0» ree "c 6— o Lf) az. 
(2) “第 21 题 . 

3) nF 人 
(3) In q y 


= 0. 


Ua gx p. 
证 (DB sGO-l.HDMERiIERAAEXCN | 
| fa - feodi] « E: - [Er pe = (5— | Lr yar, 


L] 2 ^ 
即 Leon] « — af [f GO dz. 
(DIR. 2G) TOO 960 — 4] z2 


fy 由 施 瓦 兹 不 等 式 , 有 
1 re | 1 p 

f MELESE [us <f Faa f EU d 
mo [rove (fn 
(3). 当 ? 一 ?时 ,显然 不 等 式 成 立 . 
ocg 时 , 取 f(z) 一 二 ,gCz) 王 1. 由 施 现 效 不 等 式 , 有 


TOTEEN, 
dore] <ha e 


z . 
= (b — ay. 


pi 2(gpg—3g» popu 
In | «2S. g mng . 
Lir BEN" 或 q 一 


| 


24. UEBA :J ALl, y EN >l ARAE 
JST HSI pep ya EAn. 
证 RER O= V x E OLJ f) V x ENR, 
且 严格 增加 . MENMELILESZTM ELE 


[52,5 Imo s TH se HT 4m s ded Bn. 3 第 6 题 ,有 


n 
ix. [jk 1 l 
I2, t -| raxt 


kæ] 


1 T ! 1 2 1 
或 n =D VE S| Vrut riti 
L] 2 1 3 

即 2 VE XE [3 Toa 

. 2 1 2 1 11 
不 难 验证 ,使 3 十 二 一 1 的 最 小 自然 数 * 一 人 | 二 十 于 = 地 << 直 -到 

12.. 11 ; 

A= m H A] AOI n, A 


Y» SE ew Ant. 
可 直接 验证 ,a 王 2,3 上 述 不 等 式 也 成 立 . 干 是 
3 A— Ici v naEN,a>1T, 有 不 等 式 
2 SE «Adm. 
25. 证 明 : 
D, "xm, 


f Pa(x)PQQdr = | 2 u 
-d 28 4 1^ n == qm. 


oal Eggy 
其 中 PG dr D.L 


: 230-5 


证 为 了 书写 简便 , 令 4 一 天 TCD 一 (一 1 一 (一 1 
* (rri. 

PG) = Ae FP (z) 2 A[G — D'G-r D']?. 容易 证 明 : 

FO) = FQ) = = Fd) =D, 

F(— 1) = F 1) = e m PD 1) S O 

BOERE * 一 1 次 的 多 项 式 , 则 QI G)80. 有 


1 
f QIP, r jde = af QG)FP? (zz 一 4j QG)4F*-? (1) 
E 一 上 一 1 


= A[QGOF" P (x) 


. — [e CJF (dz ] 
一 一 af < (FU D (z)dz 一 一 af e (z)dF" 7? (a) 


—— A[Q GoF^ P (2) 


"n | QG)FÁ7P (421 
一 1 -1 
一 aĵ Q'(G)F' P (z)dz = + 

—1 


一 【一 naf e G)FGMz-—0. (HH a) = 0) 


36 nm Bd IE men PLGOJ& m REMA A ESNCP, GORH 24 
于 8(7) Bak roug 


f P (2)P,(2)dz = 0. 
-1 
Mp amb. FG -ODIE 


f [P.C Pda = af F(a) FY Gdr = 4 FÜ (AFTO Ca) 
i 一 上 一 1 


— AW FO G)r" 1 G) 


1 
! -| FUTO (OFP (xx) 
--1 一 1 
=- xf FOTU (x) Mr)dz 
—1 


i 
—— e| pev Cry 7? (n) 
一 ! 
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= AT FC Dy pg ? (a 


一 - f p Cer Ox] 
L -- l 


i 


1 
a| FE OOE P GM 
-1 


f 


i 
æf PUHE (gyk n) 
一 了 


I 


AED). pU) 


l 


LI | pu ry Caddx] 
[i 一 外 


il 


H 
— af pU . FCU xx 一 - waw 
一 1 


| 


《一 maf FP õa) « F(x)dr 
一 上 


ü 


《一 1» 2n) 1 F(z)dz 
-1 


i) 


! 
C— Deci (a? 一 1Yz 
1 


Il 


E 
24'w1| CH 一 a? Y da. 

ü 
设 ar—cost.dr- —sinidi. 再 由 $ 8, 407, 6 


f [P, (x) Jaz = 242m) [sin m 
En | F 


, (EEDE 2 (2205 1(22)11 
94i A 
LD Waa Oa t Di 
2 
2 


练习 题 8.5 


KBILA, 3:389 0D 


T. 求 下 列 平 面 曲 线 所 圈 成 的 区 域 的 面积 ， 
(2)y —sinz jp coss c I an T. 


” 232 


E 区域 的 面积 


A 一 F {cose 一 sinr)dzr = (sing 十 cosr) T = 2， 
-4 - 


CC a) — ,ro 2ag(a7 0), 
解 两 曲线 都 关于 y 轴 对 称 , 它 们 围 成 的 区 域 也 关于 y 了 轴 对 
Peleg] S(t) Fato 
a= f eT 23. je -($- ye 
(60x —acos?t, y — asin?t(a 7 D) , 
解 0<t 和 E27 ,这 是 星 形 线 所 图 成 的 区 域 ( 见 讲义 》 上 因 , 第 
378 页 ,图 8. 10. 宫 关 于 x 轴 与 y 轴 都 对 称 .因此 它 的 面积 是 第 一 


象限 球 部 分 区 域 面积 的 Ais 
z — — Bacas?tsint. 
区 域 的 面积 


4 一 人 | esin*t£( — Sacos?tsint) | d 


—]123« us sin*tcos*Aft 一 is. 


(8) z=21 pr-—268—8H8, 
解 M ACID zc GERI RR SG ANA 
zr 一 2 一 2 
区 域 的 面积 
A 一 [ier 6)(2 — 20 |t = 


8 
15 

(100r—asin28  (a7-D3. 

解 ” 这 是 下 叶 政 瑰 线 . 这 四 个 叶 关 于 zx 48H y 轴 都 对 称 . 四 叶 
玫 现 线 围 成 区 域 的 面积 是 第 一 象限 一 叶 面 积 的 4 信 - 区 域 的 面积 


A 二 4 T | etsini2oie 一 .| (1 — cos40)d0 
ü D 
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i 
一 一 一 nu. 


2 
2. 求 由 抛物 线 #y 二 一 x 十 17 一 3 与 它 在 点 ACO. — 30 A BC. 
0555 8] £X Bir PEL p En] P det] EL HL. 
NÉ y——2rc7F4,9 (00—4,97(3——2. 
过 点 400, 一 3) 与 8(3,0) 的 切线 方程 分 别 是 
y —4:—3 与 y 一 一 27 十 6. 


两 条 切线 的 交点 是 | 5] B ot PC in [e c. 计算 区 域 的 


面积 要 将 区 域 用 直线 * 一 立 分 成 两 部 分 分别 计算 它们 的 面积, 然 
后 再 作 和 , 区 域 的 面积 


r Be 


2 


i 
A= Fre — 3) — (— a? 4p Ax — 8) ]dx 
B 


" INS 2s +D — (7 o£ b dr — 3) — 


S.co& P FU HE ER BS LES 
(2)y—inz,Hia— y 3 9 z— B. 


8 =l RKKK 


EN mn Y LE as 


《 设 上 一 vs 十 1) 


3 P 3 
=f B B q4— 1 十 im 2" 
(4). x—a(cost--fsint) ,y —a(sint— cost? , Ox rz 27r. 


ME r —aicost,y —atsint. 曲线 的 弧 长 
2z Ir 
i= f EE 十 六 本 一 | do Ecot + atsin idi 
ü LH 


EL 
一 af tdt = 2ra. 
n 


(6) »—osin 69 4 Kc (n7 0) 03a. 
8 r = asin cos £, MEAL EES 
ix 
t =f Vr? 4 rp 


zi Je zins 一 十 a^sin! £ cos? Sao 


3 
— z" ogg o. 
-a[" sin 3 dg 5 zu. 


4. cR REED] BEL REFIT EES PRSE IS AE E ALD 


与 a.b HIRE R ;而 高 是 À. 
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图 8.d 


ME CREE aA EjbIRB.CHRCSUBE NI FE E — 28 Ec fü E 
标 系 的 zy EREE EEF 埃 坐 标 面 的 上 方 , 其 高 为 上 UR 
体 芍 两 个 相对 的 侧面 在 rz 坐标 面 (或 在 yz SA PR IEDD ERU PESE EE 
同 的 梯形 .图 8.z 仅 给 出 截 枫 体 在 xz 坐标 面 上 的 投影 . 设 梯形 的 两 
EREKET A PLUEP 的 高 为 r.Y 2€ [0,8 mE CE TIT ny 
A 3r. TR 6] 3E TE RO RU s 5 O DLE RECTE ELI AE E EUR E 
4G) Ej 4 00 ,由 图 8.4, 两 个 相似 三 角形 ,有 


一 
又 有 人 一 或 TOETREE 
同 法 可 得 6G) — à — ELE, 
截 模 体 的 体积 


7 =[ edz = ' a 
9 P 


- 


dz 


— sj 二 


-f(» eo saam, ESTELI 
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— 4 二 DB 十 CA -- 2255]. 


SR Elli zs a5 aha ELLAS] PCR. 

E DTE BEHLHEXET — T SB bx e E A ER 它 的 体积 是 
第 一 卦 限 那 部 分 体 的 体积 的 8 信 ( 见 4 讲 义 》 上 册 , 第 390 页 ,图 
8.29.0V «€ [0,a].ibz HEEF c 轴 的 平面 截 第 一 圭 限 那 部 分 
体 的 裁 占 是 正方 形 ,其 边 长 是 va 一 说 ,于 是 ,其 体 的 体积 

F 一 JK Va r ydr = ef o 一 rdr 一 Be, 
€. 求 下 列 曲线 围 成 的 区 域 绕 z 轴 旋 转 所 成 旋转 体 的 钵 积 : 


(1) 3 一 1 一 2 一 0， 


AME ”旋转 体 的 体积 
Vom (a yide 一 228 
b 了 
(3) y=z ,y= W 


解 ” 两 曲线 的 交点 是 (0,0) 与 (1,1). 旋转 体 的 体积 
F—zg K vx Y — Qum KE 一 r jde = i 


7: 求 下 列 曲线 绕 指 定 轴 族 转 所 成 旋转 体 的 侧面 积 ， 
(00 g =r, 0r, 2 x Bh. 


W y= Vy 一 > = 旋转 体 的 侧面 积 


5 L] 
a-m[ CEPIT LEN ”tz 二 ldr 


和 [5 62 
=F vdr + qOs + 1) — ma. 


2 2 
(3) FIR LIE IE 


解 y 一 全 var Elaa] Y= 


分 以 下 三 种 情况 ， 
. 237 


D) 当 a=6b>0 时 ,旋转 体 的 俩 面积 , 即 半 径 为 a 的 球 的 表面 
积 
ir = 22 dz = Ara’; 


4=2z| ya^ — z* ULM. B 
2) 2 ae 0RT , DE FEA RIMI E FR , ED ARESR 85 E TUR 


A-m[ 2 b Jr. */ a! 一 N a! — (i? — bs. — 9» 


a — g 


BD yat — (a — bx! dz 
-—R ya — (a? — b )z*d( y a — bx) 
a^ — plo 


2 


Arb da — br m 7 PC 
一 l wa — (a* 一 b’jr 
a? ya — b 2 
al . xa 一 
十 Larcsin 一 一 -一 一 一 
2 a 
z /g IB 
= Jgh? + mb arcsin M 


3) 当 8>a>0 时 ,旋转 体 的 侧面 积 , 即 椭 球 的 表面 积 , 同 法 可 


得 


a b ; 加 /a 二 Ch gy» 
E! -m 2 Ju zř J dx 
mM Wo 十 (? — aede 
at Ja 
a 289m ° 1 PI Wy Fs 
| atp (b a*9a?d( V b aix) 
; 7 7 
Arh | wh aix Va — as 


a? yd — x 


at 
+ in| fs 2 


a 


a p (p qa?) 
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a Zib .y4 — q 4b 
2m + in 一 一 ， 
M o—ag a 
8. R Hip z 一 al 一 sint) yai —cosD OE 2a. 28 x AR y 
Ajrtt T SP fr pz iir E 0) E EL. 
HE r =al l— cosi) 4 -asint. 


设 4 与 4 分 别 是 曲线 绕 z> 轴 与 y 轴 诈 转 所 成 曲面 的 面积 ,有 
ER Zu y x? t y dt = 2af" a(1 — cost) + Znsin Lai 


2 


E — t 54 2 
= 4a taf" (1 cost )sin 2 Lat — 3 za. 


ix Bs . 
A, zi zx vr? g’di = 2=| a(t — sint) * 2asin E 
= 4a! m MC 一 Sinf ysin ju- 16z?a 


9. AERA JE GEI AE A K USC RC A aO 
kc Lio] a8 388 4E e cA? | 

解 ” 由 胡 克 定律 ,在 弹性 限度 内 , 弹 管 弹性 力 Fe 的 大 小 与 弹 
赞 伸 长 基 z( 以 平衡 位 置 为 仅 标 原点 ) 戒 正比 , 即 

Fe = — Èt, 

是 暗自 的 假 强 系 数 , 负 号 表示 弹性 力 s TARSA ERY 
向 相反 . 根据 题 意 所 施 的 外 力 一 一 卢 , 即 一 必 

B434 F=1(N)Ħ},r=0. 01m), E 

l=kXxXx00l 或 k= l0Ôikg/s?) 

从 而 .r=100x. PE E ERR 2 


Di 
wW = | 100z4z 一 0. 50N * m). 
i 


11. 证 明 : FLERET? Air S^ p A T AJ td 
SQ = At p Br, 1 
其 中 4.5.C RICE 立体 的 体积 
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[一 zb + 4s[ * 
à 


证 ”立体 的 体积 
V - f'scus 一 fca + Br + Chr 


t d 十 se». 


— OG — 4) 


A (gi Zw qa) EC — a) 


一 全 Cae + Bape 


NUM ME ++] 


L7 C[s(a) 十 48 SC) ]. 


a M 
12. zm :将 区 域 arh La GEP #(2) 是 连续 国 数 ) 
绕 # 轴 旋转 所 成 的 旋转 体 的 体积 
yo— Tz vyrr. 


证 Vasca]. fep BS DESUM CAE DL y 轴 为 中 心 轴 的 宽 
为 本 ,高 为 yz) 的 管状 体 的 体积 微 元 
dV, = 2mrgir)dz. 


TES y ETE NT B Dee PR IP) PRA 
F, 一 Far, 一 27| yc. 


18. 4EJ] TE EXC OS aspe c, 0E rsIr(pO(r Lj p RM 
标 ) 绕 极 轴 旋 转 所 成 的 旋转 体 的 体积 


F = zl T*p)singdg. 


证 区 域 如 图 8.。. 在 区 域内 任 取 一 点 Cr,p) Casp B re 
rD. 点 (7,p) 的 面积 微 元 是 有 相同 圆心 角 de 的 两 个 户 形 面积 之 
差 ( 如 图 8. ec 1 )), 即 


lo 十 drydgp 一 了 dg z-opdrüg 十 Gm, 
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Kee, Gr Yd 是 关于 dy 的 高 阶 无 穷 小 BH A Cr qo MO R 
元 是 
dA = pdyr. 

将 点 人 r, 90 B5] ilti Ei o6 dA — rdrdo 绕 极 轴 施 转 -~ 周 ,如 图 
8.eC TIO. f£ 3 A Cr. vo BS de $6 PE BS fE TA pk JC ZarsingdA = 
22r'singdgdr. 将 此 体积 微 元 中 的 > 由 0 到 7 Coo i eic RUD RE SE RC 
通过 点 (r,gw) 且 圆心 角 为 dp 极 征 为 C8) 的 小 崩 形 绕 极 轴 一 周 的 
体积 微 元 dV LB r 在 [0,rCp)] 的 定 积分 


ar [7 (mssingpdo)dr = 2zsingdg| rdr 
= DE psingdp 
于 是 ,区 域 opsy Oscracr o) SER BYE £6 PT RO DERRIERS DICH 
r= 到 | re cosingdo. 


14. 有 内 灶 稀 为 10 米 的 半球 容器 ,其 中 感 满 水 , 欲 将 水 抽 尽 , 求 
Fr EB xh. 
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ME ”如 图 8. /建立 坐 慰 系 , 将 球 心 取 为 夯 战 O ERa O OS 
重 线 取 为 x 轴 . 过 原点 0 与 x 轴 垂 走 的 直线 取 为 y 轴 - E SRL TE vv 
华 标 面 上 ,半径 为 10 的 半圆 方程 是 


4 —c 105 — 7. 0Oszirz 10. 


和 


V 0€ 20.16 ]. SEZZ c TILKE- ER CHE RE ED UR E PE DoD 
MK ifj . E dif oc OK IE p= 1000 (kg/m), 
im = pdU == 1OO00cCIO — a rCKkgo. 
ARE E CHEESE COE (6 9. Bon s2) 
dF = y> dm = 9.8 x 10002010? ~ FN 1. 
将 dmn diu n PREH in] E Ah di d bz FS Ee re T i oo uw = ur. 
PE PKAN, ETERS 


u n opu 
F= | JK = ] d£ = 9800-1 c(l c X 
a "a E 


-—2345 X IO'xON + m). 
15. --SEJE He EL UK ERE c KP JERE R n 12 E LEAK 
B 3^ fT. J- RB zK iB ool OR REO LA LR S KE JJ. 
RS SEE S.C. y l 
- 242a 


图 8. 7 
V z€[5.17 , ETEdR EOE- fr y 8RBS— AR IRL DOC 


dA = Bür(m?). 
在 水 深 z 处 ,此 面积 微 元 所 承受 的 水 压力 为 
dP = pr » Bdx, 


其 中 p= 二 1000(kg/m*) 为 水 密度 . 
于 是 ,矩形 板 一 侧 所 受 的 水 压力 


i 17 E 
P =f ap=| P| 1000 - Brdx 
5 5 5 


1T 
=8000| zdz — 1086000039). 
5 


= 1056(7) 
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BIE 级 数 


练习 题 9. 1C—2 


(讲义 》 下 册 , 第 9 页 ) 
1. 求 下 列 级 数 的 和 : 


(3) SN ———— 
zs GE DOCcEDGES 


` " ll Li . . k 
和 解 Rss Ng Dc 2G-c-3»X 


k k4-1— 1 

E+ DAADA (十 1 人 十 2 人 十 3) 
u 1 1 
2 十 3 (kd DG d 2X 3) 


i ] poc li 1 1 [ 
= [FT FF le LF 2G 3 31 
Hin . 

i 
s= Mir E 3-3 2 £4 GL DG 2) 


pel 


l 1 
BEEUCESIITMNS 35) 


— 二 
-la Fa 3 «056459, 
o] NEN l l 
^4 n3 2n 4- 20a 4- 37 


于 是 ,级 数 的 和 


24d 


S= lim5, lim | 1 l 十 ! | l 


ns za 
y 2 
(4) 204 
S 请 
: &-—]1 1 3 5 22 — 1 
s=- bi Syta tpt t 
k=] 
1 32k 1 1 a 2n — 3 22 — I 
> — e 
s — per! 2? t 23 T 2" T al 
Hii 639 ERN BLA E ,有 
1 1 2 2 2 22 — | 
S = FEN 
了 二 gri 
-iji i NN EE 
=z t| tg + + gu d 
Dt: Li r-l 
-ot gaj mn 
l} 2»—1 
m SER gH|- 7 
是 ,级 数 的 和 
l 24 — 17 
u | = 3. 
= lims, imj 1+ I 2] 7 | 3 
2. iE BT m T p RE HI H ER Log 
A 1 11, 1 li 
» nin d- m) mi |+ 2 Ton ml 


证 ts- rt THER UL) ViEN, 有 


MEN Là 
= 3 =- 一 | 


£z kk = m) m 一 / | k &—Rmi 


f i 1 jg i 1 
PEE (m 9n] 


i 1 l 1 i 1 ] | | | 
- a | — — LL 
* | ml 2m-1l | 十 | m4-2 2m4-2| T" [zs 2m — 3m! | 


= 


|] i o] 

+o -十 | < e^ l mF | LE | tU l im o mm ! | 
if: ti ZEE . |: u D i7 
m" [i rtg zt Ut ml P ] tint? ! ! im4d-ml S 


ELI ac dé 8] A Bm. " 


LEE EE 


m 可 


i 1 1 1 ` 
B E i uu U * oru] 


=g tatei) 


E AREARE S, FREIE i Fr AT RAN CS E Se 
T- dis Tem | ,由 练习 题 题 2.2 第 17 题 .有 


1ii, S l: 

lim 5. EN" | 1 2 mi t 
1 3 i |. 1 i l .. i i . 
RI eri nn 二 my | ml I * 2 + + m | 


3. iE SR. Ë limna, 一 Ar0, 则 级 数 Sn "m 


证 Cms —27 2720. 由 数列 极限 的 保 序 性 ,3j NEN. 
Ya 有 

a a i 

aa. > uy 或 d. tam 


根据 定理 LEGE RYEN, H >e e 一， 
设 级 数 Da 与 十 的 部 分 和 分 别 是 &. o 从 而 YaE N， 
4 £z 
s= Sac à 
已 知 级 数 E. 方 发 散 ,; 妈 timo,= 十 oo0. Pi, lims = e oo. B] 
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级 数 la 发 散 ， 

4 证 明 , 苦 级 数 Yotm >O 收 敏 , 则 级 数 DE 也 收 敏 . 反 
RES MET 

证 Ga a. dicii Wima — 0, 


J 54—13,3 NEN WYN, H ai M AD eias 
根据 定理 ! 的 推论 2T CN. a, 


mA Sat 与 3n 的 部 分 和 分 别 是 A, 与 B. 已 知 YnE IN， 


已 知 级 数 Sa ict im Dm BCRERO. BR CRI C e 


调 增加 有 ERG 就 是 它 的 一 个 上 界 ) us S89] (CA Tc BE SR 
数 人 >， 3 a? pei. 


ze 


? 


反之 不成 立 。 例如 ;级 数 S| 十】 coca D ia 
üt. 

S. UE E ia EAR. H nE, R Ma 107i 
FE TIMES ! 

证 设 级 数 * a OI RARE S Vei VEN EER 


SEGX 


Man, p eR yp. LS 

Ru N TEE 全 十 十 yc 
. 1 1 | 

Sgp tgenctc tq 


i 

10 IF 101 .2 
一 | 证 

[7 10 


itc JUR AES Sec M ne Dog v (s 之 ], 于 是 


Y0, N= [is Z JEN.Yn>N, YENE 


(Sarr 一 Sal E, 
由 柯 西 收敛 准则 ,级 数 zx aloitit. 设 它 的 和 是 S=lims. 因 


va 
| 六， D. ad» me] | 2; 10 之 10 
- M p7h na- 0), 
iri S = iims, = (0. aderat 


6. 证 明 :车 级 数 o. 与 325 K H 


| a, & &, & b(n — 1,2), 
则 级 数 2j 也 收 全 


证 已 知 $e 5 Sl» d RB E PC HORE 


tlp 
35, €N Vi NYP EN H| Ya 
V c7 0, c 


SLE. 


"+a 
3 MENYS N NEN A| Nue 


kal 
J N—max(N;, Ni E NV nz NY 9€ NT 
ri; n+p 
一 DE 与 一 上 < Sue 
twn] l 上 一 人 十 了 
于 是 ,有 
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> “rp vim 

` (Y n G » 

一 ec w a < em >A b. xr 

4 一 < 上 1 上 一 w 十 ] 一 
A. 
; SS 
sẹ | a| «x n. 

k=n+ l 


EEDA LEE 
8. 证明: 荐 级 数 >) anai fj Nes E R Va 


i=l 


UE RRR N, en-is D an t Soa. 89 a THRE r ME A,B, 
lsi =| 


s= 


t5 Vua A iR 


i=l 
im 而 二 万 与 limH, -— B. 


有 Sa t, de ds E 03 dc aa Hp t HR dus ow 
= (Gt deas do n E ton) HR Gt HR a B no F ns) 


E ^. Ea Nas, 


FE 


— A, 十 fH. 

Md. lim 5, — limi, + lim Bn — 4 4- i 
Mae] cc de üs coda 十 十- 十 xw Cb Han ; 

i we s) 


二 {十 可; 十" 十 2.1) 十 Cas +F m oe 


M. lim Ns, , = lim A, + lim Bai + 


根据 2.2 定 于 10.54 
mS, 一 A+B, 


HIR EL N e, SE. 
. yjġ au 


ND TIQMOHLISE 收敛 , 日 ime = 0, 则 级 数 


DESC 


4-1 


TO RAR S + oa) 与 3a 的 部 分 和 分 别 是 本 与 


"m 


B. 已 知 3 Gas ciao DICIS im AL =A. A 
3 一 上 a vM 


B, —a, Tos: 十 es 十 ai Tob 1 十 ma 
— (a, + an + Caa H d H oe H ina F ügn) — A, 
从 而 ， — mE. = lim4. = A. 


By, = + 0; + as Ho 4 Rt 十 os 十 一 十 ma 
= (a, F ai) + Cas dE orn H ont 十 《aaa 十 os yy 十 tus; 
二 起 -| 十 fues 


ami 


根据 $2.2 定理 10.86 


lin B, = A, 


kae 


"TT 337072 


TORA LEE 
证 RA Siaa 与 ye RRIAT TES 


[X m 8 Y na, — a, —, CBE UR 


n=] 


lime, — A 与 lime = B. 
有 Fa = M — uc 
k=] 
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—n, — tty + Ze; — Zn, 4- 3a — Bu, P *-- H- ua, — na 
z—] 


=ni — (as do a, d- ns o e He 0, — ng, — Da 


Peer 
u— l 
Th) 
= Rih üo Va = na, üg 一 S, 
"mr 
或 S... H4, — ty — Ga 
M wi. lim 5,- NES limna, — fü — Hime, = A — m — B, 
u= x3 


EIZE $e Ma. UA . 


WH: Ë a mREmmamez0.H8568€0 Ns dic etr . il 


lima, — Ù. 


站 一 o 


证 已 知 Ys iic 2k AR B Pa OREL 


Ve70, NEN. YaN, E pen 有 
Ge 十 des cb rod aso n 
Ei CLA UB aZ T EE E 
Aüs CE 或 Duas «28, 
Bi Jim Zana, 一 0. 
又 已 知 YnEN,aw 之 Gm11, 有 


E (Zn -H lanis mL On -+ das = Znan > — i 
述 结 28 十 ] 
dB EXER. A lim 2na;, — D, JA ifii CDS PR 23 E E) 


2n 
lim 2 十 prn 一 0. 


TE $2.2 定理 10,3 


limna, — Q. 


co 


12. 证 明 , 若 将 级 数 o. 依次 若干 项 结合 得 新 级 数 314. 收 


:2351 7 


化, 其 中 Aca actes H AAAA AIT V DU ES SRCEX 


M. ic 3X EL BS p c Sx OCC AUR . 


证 设 级 数 Ma 与 S14 的 部 分 和 分 别 是 S 与 0.. 已 


DA 、 
Za Jr 部 „iklime, S. 
m 79 A cb As cb t B A AL m 9a cb uus 


1 


4 asn 


EE 


ti. 


V»€N.j LEN, {E hg aH SZaslu(ny— 0). 国 » EN 中 的 项 有 
相同 的 符 身 , 所 以 当 从 内 ,十 1 增加 到 六 时 ,级 数 Sa 的 部 分 和 


S, dT o-i Éj o IRI Bp 
n- EOM, o E o Z9 S, GRO. 
n——ock—-oo. E Alimo, = limo = 5. FE 
nm dec 


lims, = s. 


aces 


"UT Da S EP ASR ROE HE EIRA E 


SELIC) 


(讲义 》F 册 ,第 33 页 ) 


1 判别 下 列 正 项 级 数 的 敛 散 性 
a Nu 

解 VEN Ez 证。 
"EP 


ex R+ 
3» » 2r 十 二 
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解 lim — 40, ni 5 S n1 发 散 ， 


2 十 | £4 2 十 ] 
2u—] 
(5) . DE 
Ty 
2204-1 — H 


«wl. 


nUeg a 
Him lim 
解 or Hn c M 2 (2u— 1) "ED. 


m M M - 收 化 ， 
I (.2 


n > i 2 十 1 | 
i S4— 1| 


Do LO oq 2 十 1 [2 
解 lim s lim Som e 


M TE . di m 
解 gm = lim De 


= mm2| ih = e d. 
则 S.T des 
sul 
^d 
(D > T 
NR Yre N, Ines. Y2, du >. 


| vx doas 
E I Moy LM LI 


解 YeEN, 在 la V2T(O-avyxm3. 


已 知 lim 7/3 =1, 则 lim 2-4 C7 D^—1. 


I A+ YF 
有 lim Ya = lim PEOC S I ou. 


则 > 2E CD aeg 


0 (H $2.4% 8. 


em 2) scio So (1 cos) icit 


2. 设 级 数 1o. 收 化 ,下 列 级 数 是 否 收 敏 , 为 什么 ? 


Xd uu. 例如 > " 


-D aR. 

(2) De 

$ ka. BX So SATE Dyani oic 根据 8 9. 1 
定理 2 和 定理 4, 所 以 D st a. 

(35 > T. (a> 0 


答 poeks. 例如 ，》) 到 收敛 ,但 Sji- xima 
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) Y aa, iis Ca 20) 
€ kA. AYY EN, H Vaas SEH, d on ir. 
X, E= eo WENT VERTE RS. 
i. WE rdc Nes 与 Ns 收 敏 , 则 下 列 级 数 ， 
四 


IDE Ne. cay, M id 
hug Sy . 
证 YEN, Á [nbi zo 4-6. 
E D EU es qi NT ions | uicit. 


VucN. "m bal 221a. | 十 总. 
gi gears ug, 5 Cait 2 jad, | - OD dr CL 


x=] 


SG. HAYA. 
" 


已 知 Mec M ERS a= i piss. 


FEN 


QU . v3 je 
S In b, ; = MN Du iy ex. 


4. VERI Ero } 是 等 差 数 烈 , 则 级 数 六 二 发散. 


证 讶 =85 十 tx 一 1)d, 其 中 性 是 ^s. 

d 4—0.JEBf bz50. 显然 ， Y + = 5 + 发 数 
Ei ACH 6— 0 EE SEGK n22 20 ,分 两 种 情况 : 
dI»0,35 s Aa KR a 0.4 


: 23575 


nao 9 1 
工人 


已 知 级 数 D 十 发 散 , 则 级 数 3 Leti 
di<0, 当 充分 大 时 ,<0， E NEN VSN A a0. 已 知 
正 项 级 数 DE LIS 则 级 数 > VUA. 


XD EST T3EBSEDEE, 
时 收效 Fr R. 
证 设 正 项 级 数 Da 与 Toys 的 ”项 部 分 和 分 别 是 & 与 


YnEN, 有 
D Sp =m H a F a H oa p ol p ayp 
Sia + Ca. boda) + Ca, Has F as t a) 
+H e + r + agy T ne db asi) 
za, 十 2a; + 4a 十 … 十 P'ap = Gn 


从 而 ,车 > a, 发 散 ( 数 列 {8.} 无 上 界 ), 则 > Zarb ER. 
又 有 


S = 十 a 十 十 十 一 十 ff js 
—a, -F a; + (s H a em db Ge, drap uu decr de ay) 


2 个 


1 


zy 十 得 十 2 十 … 十 2* a, 


一 于 (al 十 Pa + das + b Zap) 一 Eo, 


l'UE Dla KROAS) EERON Y Dar WA 9 
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于 是 ， > SY 间 时 收敛 ,局 时 发 散 . 


6. I Po 与 66m 分 别 是 关于 ， 的 ?次 与 4 次 多 项 式 , 且 g 


70. 证 明 , 级 数 o tbe t. 


证 设 PO ap ha, ar eb, 
Qn) ——b,n* d- b, iu dn n Hs, 
其 中 a 与 5 部 是 常数 , 且 250,5, 750. 


P) i 二 
E MM TT 
x R 
a aia ai 
因为 iim =, 
. " bo h 
二 


所 以 当 充 分 大 时 ,4 一 G9 与 全 同 号 .不妨 设 各 和 0. 从 而 ,可 将 


D EC 看 作 是 正 项 级 数 ,有 


n" ? 


根据 定理 6 UI. Datei e D -h kak m2 于 
是 ,级 数 > BOO Mite nt 
T. 判别 下 列 级 数 的 收 伍 性 ,并 指出 是 绝对 收 敏 还 是 条 件 收 各 


RT 


解 已 知 数 列 | 站 ;| BREL i FL tim 二 =- 0. 


aso IRE 
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Va€N, > sin 巧 的 部 分 和 S. 的 编 对 值 


3 十 ERA 
i? 12 2sin Z 
24 
« —L OEBD OLOR) 上册, 第 248 页 ) 
sin 24 
a RT 
= şı T3 
BD S87. BHCHR RENI, D 一 ke. 
一 了 
» sin 77 sm 入 P — e 
lna Inn .——— 2ina 
cos "ET 
24 2 8 
^— 2Ina 2in»n ' 
COS Mid in T 
c 1 = 6 、 = I2 
已 知 2 gm 发 数 ,而 2 -Faw KAGERA EO JU 2/1 -ar 


Ing 


(4) 人 (一 1)"sin L, 
n—1 


解 ” 这 荐 交 铺 级 数 ,YaEN, 有 sin ls 1 ,limsin i-e. 


n-d-i 
dx E dE gis. > C= Dsi cat 


EDS 


于 是 , A D'sin 二 条 件 收 敛 . 


(— l)'sin +|= S sin L ABC. LE 1 2809 01402 
n < " 
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8. 参数 s 取 何 值 ,下 列 级 数 是 绝对 收 钱 和 条 件 收 人 敦 : 
(D > DX. 


g 当 s<0 时 ,有 | 二 | 之 1 一 般 项 二 不 趋 于 0, 所 以 
San Aa AH. 


Zi 


当 s 汪 0 时 ,这 是 交错 级 数 ， YunEN, L Gli? n HlimŻ=0. 


cS ace e. D O e. 


(—1» 
" 


而 正 项 级 数 > |G] Y her Wagga 


5 LM sc» P mkA s< E mAN. 于 是 ， 
3 CD 当 «ssl BEAR PCBs 4 s>1 时 绝对 收效 . 


= TERDI 人 
o coe T. 
， (Zn— DII. 
解 ” 当 s<0 IERI LES EIN. 
- .FOn— Di T 
Nay Gon] 8 


当 #2>0 时 ,这 是 交错 级 数 ,¥Yx*EN, 有 
[gn DAT < [us — Dur. 


r=] 


(Qu + 2511 (221)11 
事实 上 ， 
(2a + 25211 2 oj" 
[2» — Dt! =(=] SL 
[mono] 
Jo FOOn—1)!1 
XE im Spr |=% 
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Qv DI! -< 2k 
S3E E.A BECTENE MARI ,从 而 

2 1*8*5:-(22 — 1) 2:4 4 6-- (22) 
A 24.4-8---(22) Nnm 

uH 1 u 1 
| 1*3-5-(21— D(2n - 1D. A.CÓn 97 1) 

24 å * Bre Dr 
: | 1 
即 AAT 或 OZA AT 


已 知 lim = —0 , il tim 4, = 0. 于 是 


加 [~ 


根据 莱 布 尼 兹 法 则 , 当 >00, D [EDUT wg. 
而 正 项 级 数 
- . [€ — Dii "Jay [G— DuT 
5j- Df C2ny11 Tl- S[ (2n) 11! J: 


n=1 


应 用 上 面 证 明 4 c —— (IET ,可 证 YnEN ,有 
1 
2 AA “~ w2n 二 1 
1 (Zn 一 DOT 1 _ 
或 Dp? ~ [ (22211 ] B (2n 十 D zal | 
从 而 ， > ap] 3 2-1. 8-2 DLE TIED 


xw. 于是， 
(28 —1511 : Lo 
DERE MEDIE 
绝对 收敛 
10. 证 明 PR DO A ELA D Gs — a 0 eX OR, 


* 2560 * 


则 级 数 a diit 


证 “已 知 > la a| 收 敏 ,由 林 西 收 全 准则 ,有 


Vc-0.1 MEN,Ya>Ni,¥YPEN, 有 
larta a4 |F [a sa ele 4 dass, se (1) 
Mam. de2—2 lS leal dont assa (2) 
已 知 51 if 则 它 的 部 分 和 S. = = Da 数列 {s.} cS ,由 
柯 西 收敛 准则 ， 
IEI 0,9 MEN, VaN YEN, 
[S,,, — S| «e. {3) 
TR, YEN, 5 —3,—8, , (895 — 02. 
由 (2 与 (32 知 ,数列 {4.) 与 15,) 都 收 人 请 ,从 而 都 有 和 界 , 即 
JMO EN A [as] x M 5 1S. | x: M. (4) 
于 是 ,由 C1)1(2), G) A), 
Vez 0,34 N—max(N,,N,) EN, Vu VIV pCN, 有 
fanida tapaba H Hn ba e| 
= aai" 775, Hine Sata m a) He | 
= [S.C a4 0:3) 7S, a S 0,43) F7 
4 5,, i — An PD En d: PEET tp Ha TM 
| Sul atz aal He 
4- [Saep d lappi m dny lH Tau, uS E aSa a Sa 
MC [aape — fa 1 | 十 [anpi iata | TT lia. pp | 》 
HM |Site Sn] d M [anta tari] 
< Met Met Me 3 Me, 


irt Dat, Het. 


11. 有 级 数 3 设 凡 二 二 I |a, E 
a=] 
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证 明 , 级 数 > 绝对 收 伍 < 一 ERRA Do PET. 


HEEE- n 绝对 收 化 时 ,有 


证 沪 已 知 YnEN, 有 
a' x ja!) 5 a xila|[. 


着 Da 绝对 收敛, 即 al cR MERAK Dac 5 Sar 都 


ia. 
SBAEN, A a | =a oras. 


e Da gSa LEEDI la.| 也 收 化, 即 0 绝对 收 化 . 


UYEN, H a =a} 一 和 7. 已 知 当 > 绝对 收 化 时 ,2 Y 与 


12. 证 明 : 若 级 数 条 件 收敛 , 则 正 项 级 数 e 5 3x 
都 发 散 到 正 元 穷 大 . 本 
证 ”用 反 证 法 ER: KA. YaEN, 有 
jal 一 ay 二 — dat — fa — a, ) = 2ad — a.. 
已 知 > 5 Nya. 都 收 敏 ， OMIT "3s. ARAS 


En e PES . FE, S'as Et. 
司法 可 证 ， EET. 
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WDR lah 与 可 or 都 是 正 项 级 数 , 所 以 它们 都 发 散 到 正 无 穷 
k. 


* * * * 


43. 证明: 若 级 数 Dae —0 ERS =a t a t l H ns 


EEDE s UE. 


"zl 


证 BA Y alan DOER M EHR EE SUISSE. 
加 无 上 界 . MMYrEN,J PEN, iË 


S, 
S,,,2 28, X «d 


S. 27 
8.1 T Aut? + ... + ety 


H Anti Ont? 十 ， :十 aty — 


S. L T S Saty . Hata 
8,,, — S, 1. 1 
$a; 71 RA 2 2' 


即 34-10. VNCN.3 >N] PENU S. 22850 H 


Anr Hatz Srta ~ i 
y 十 二 一 —— Tc "Tage = 7n" 
Sapi 8.2 Su, 2 


于 是 ,级 数 ORE. 


14. 证 明 ; 若 级 数 2 (a, 7 00 tdt 一 > jos MRI »ES 


ipo mREVRCNamOUH } 是 严格 减少 数列 . 已 知 
3E 收敛 , 则 im ”一 0- 从 而 ,YaEN,3a pEN, 使 


— 


Eros, SL Ful 或 "- um 


YEN, F, = a FHP 1 或 7 -7 有 
» 2637 


dpi dens + 十 ,。 UT u^ ati dara Htr Eat 


Tati Tuc Tati 
O Papi ateti _ Tai. str Fats c] erga Lens 
Pati Teri Pati Tua 
Ta IN. 1 
mEb0a-—p 


Hl 3 50, NEN, Ó CN, PENGE 2r, 


p Ei. +e 


Tatl Tb Fata 


于 是 ,级 数 E 5 gk. 


15. 证 明 ， 兰 在 调和 级 数 l 中 去 掉 分 母 含有 数字 0 的 
项 , 则 剩余 项 组 成 的 新 级 数 收敛 ,其 和 不 超过 90. 
证 “将 新 级 数 表 为 Ni 


Micoideteg*44ut4e€4 dt 4z4eu 


=} 


十 … 十 itu -. 


新 级 数 的 每 一 项 的 分 子 都 是 1 m4 BER AAA O 的 数字 . 
分 母 是 1 位 数 的 共有 9 项 ,其 和 不 超过 9， 


分 母 是 2 位 数 的 共有 9 项 ,其 和 不 超过 30， 
分 母 是 3 位 数 的 共有 9 项 ,其 和 不 超过 上 


分 母 是 4 位 数 的 共有 9 项 ,其 和 不 超过 


于 是 ,WmEN,j nEN, sn B 
1 


"uf 
Moy] xe stp Ut IoT 
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=9[1 十 名 + [车] + 二 (16) ] 
1 


«remm otv LI 
= = 9p, 
1- i 


即 新 级 数 D T 的 部 分 和 有 上 界 ， 干 是 ,新 级 数 > 收 全 ,其 
和 不 超过 90. 7 
16 ERAR D SKANY >a T ETE 
证 有 - 


数列 | 去 .单调 减少 有 下 界 (0 就 是 它 的 一 个 下 界 ), 而 


> Sg. 根据 阿 见 耳 判别 法 (定理 DET CSSEETS 


l7. 证 明 ;, 若 级 数 D Im Go c 0) dicit 
a, abo cba 


n? 


lim 一 0， 


证 已 知 > 全 收敛 ,根据 柯 西 收 敏 准则 ， 
Ye>0,3 mEN,YPEN, 有 


eoi y eet y Imor ， 
Gn 十 1Y Tm t tum € 
j m+l i m+ 2i — m+? 
又 已 知 ,0<| TE] EE < "n 一 上 
根据 阿 贝尔 变换 ( 引 理 ) ,有 
| em- [m T] oo eer mr 21" 
Cm 十 yl mpl (mty mt z | 
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. rg m 十 p! z 
十 Gn 十 p) m 十 ?| 
Soa | [atant ttu] 
RẸ iudi (m 十 p) m (m4- p xt. 
对 国定 的 mof 
[1 dle EN a, F as + e 十 am - - 
Nat Cm 十 p)” Op 一 十 99), 
即 对 土 述 的 0.3 LEN, Vp >L, E 
p ü, 18, ta:t rn + an <e 
m im 十 p (m 十 p)" t 
T4E.Y E00] mEN),j LEN, Yp >L, A 
mtp mig 
LA S a. , 
2j (m + 7y |S Z4 mF |+ D mty CET [<2 


国 为 ?是 大 于 工 的 任意 整数 ,所 以 可 以 任意 大 , 即 
lim 81 十 8; 十 … 十 如 


F 
a] R 


注 第 18 题 的 证 法 与 第 10 题 证 法 相同 ,从 略 - 


一 0. 


练习 题 9.1( 三 ) 


(《 讲 义 》 下 册 , 第 43 页 ) 

1. 证 明 , 将 收 仇 级 数 > 相 邻 的 奇偶 项 交换 位 置 得 到 的 新 
级 数 也 收 化 , 且 有 相同 的 和 数 . 

证 已 知 级 数 Ys MOS VERS BEARES 4 ,其 和 是 S, E 


limA, = $, X lima, = 0. RA f n Sc He fr EP S CER Xa BEA A E 
B,. 

当 =24(kEN) 是 偶数 时 ， 有 Bam Ani 

当 a= AH GENER RUT, A Baii = AnH ta 
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有 lim Ba 一 = lim A» 一 总 ， 


k-—-o 


lim Bap = lim. 十 lim = S 
Ei ELE A—o- 


PE im B, =s, BIER c UR te 5. 


2. Gc Pci o =P 一 的 各 项 ,使 交换 项 之 后 的 
WECLIAE AO KC. co 
证 Ba CD - 是 茶 件 收 合 . 由 练习 题 9. 1( 二 ) 的 第 


12 gn. NATURE 
= '(— Hl} t e 1 
| " | =) za e 
x[ce2- c»J- E (5) 
都 发 散 到 正 无 穷 大 ,下 面 构造 新 级 数 : 
先 设 新 级 数 的 部 分 和 是 S. 家 C4) 的 第 1 项 *1” 作 为 新 级 数 的 
第 1 项 ,接着 取 (5) 的 第 1 项 “二 "添上 上 负 号 作为 新 级 数 的 第 2 项 ， 
部 分 和 


1 
Su 二 1 Ty’ 


RIRKROBE TAM, g IHE CNAS ERAN 


Ha = 2. 


Ss 一 1 一 方 十 E + 证 十 一 十 天 一 1 之 2 
LE go 699 CRED. EERO 2 项 
nU CR 
vecino 
FHARR COS ET IR EUR Suo P BEN ScS EISE 
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部 分 和 


vinee 
timui xitvt$ ass 

接着 取 (B) 的 第 S Wd” RENS, 即 | 

s=- rtl +- tg 元 二 了 一 本 

+ [zn mgit" tgz Lj 4, 


— MÀU EB REN. 64-1, 
部 分 和 


—poLa.. E 1 1 1 ol 
5.—1 yt tz ij iti tzn i 
1 i 
-yH ant Ha). 


ERREEN FE METIRI GER BON AL UT RRM 
$c CDU 的 所 有 项 , 且 仅 是 这 些 项 ,有 
S, 25 2,8, Z2 S,* S, ZR kb dun 
V1€ N.H »ze,3 &€ NES, <S LS EA 
lim S. , 5 lims, 一 十 o. n 一 oock — oo) 


^l 


二 一 


TE lims = +o, MARRE RRI ERAR) 
4. 证 明 : 级 数 > cno H RAIAR e 


证 Yep + 的 自 乘 的 柯 西 乘 积 是 


| 


nm 一 上 =i ' gpl 


-X( ,CD | lj D au C Dru] 


] 
其 中 一 +y teth 六根 据 练习 题 9. 区 一 ?的 


第 12 是 ,只 须 证 明 ca» le, Wir Ej TT . Mc pene 是 交错 


2 . 
DREN, H cmo 事实 上 
1 1 
eaen 2 GODT UA i 


ir Zeg n*2 —(n41)5*1 
ji 2j Ifd 1 1 1 1 
一 | rl ale "u 十 - 7) a 十 1 
111 1 1| 1 1 1 1 1 
>i ioa) ti ima) teia] ad 
24121 4 1, 1 qup l|) 1, 
= A EI ai Td 3 Fr 十 | 
1i ME 1 
= 去 |1 1l nd-1 0. 
即 数列 tc.} 是 单调 减少 . 
2)limc 一 0. 事实 上 
co 一 十 
2 一 k(t 十 1) 
1 1 1 
tappi U tay. t OD 
ol 1 1 c ,... H 
= EST GT HaT] 


Current arot trari] 


" 
Its zt 


—2 | 
4 十 1 
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= prn ce r2 
Re 


Hmea = 一 lim à i aq +e+ r) =Ù. 


CL AERA B5 38693] (e. ) PA — AATA ea RRA 0. I 


lime, = Ù, 


Rn 


根据 莱 布 尼 兹 判别 法 .级 数 SO CO Dn e RARO FE, 


> 二 全 - 的 柯 西 乘积 收 北 . 


5. 证 明 ， > ~ agg. 


证 设 收 敛 的 交错 级 数 > CD i wmm s RAE 
S, Bl tim 5, = =š. 求 和 数 5 JD G5.) AREAS) RENDET . 
由 练习 题 2. 2 第 19 题 , 有 


Su =I zt% Uta z 
一 1 十 方 十 言 十 十 站 
| 
=| gtg tH] 


1 1 i 
-[ x34 
-—(n2s--e-r4n)— (na + e-+ r) 
一 Inh2 十 rT» 一 Fyr 


(v MERZER -M S.2 58 19 ER. 
* 2705 


其 中 Té JU do EC imr, — imr — 0. 于 是 ,和 和 数 


= — FPES 
s= £ D lim = lim (n2 + ra — 7) 
— R amo ay 


一 In2. 


6. 证 明 ;车 级 数 D a 收敛 ,将 其 重 排 , 使 新 级 数 中 的 每 - -项 
序号 与 该 项 在 原 级 数 中 的 序号 之 差 的 绝对 值 不 超过 mos 是 固 
MIR UAR rue Sic. HRA 5; ER RAAE . 
证 OC »E ce EB EB EE 5, 一 > ,其 和 是 9， 
P ims, =5, LE lima, =0, 8} 
V0.4 NEN, YaN. 
[S,— S| «s 与 ale 
设 新 级 数 的 部 分 和 是 An- Ya 上 部 分 和 44+ 必 和 包 含有 原 级 数 
»E . 的 前 n ji. 1| . (2 sy EA Us ca aT ETE * 0 25 EBEN m 个 项 ， 
设 它们 是 :ao ernst n 从 而 ,有 
[Ais — 8| — 1S, d a. de uy Rr d s, — 8] 
z[5,— S[4- [3 I+ [9 | 十 … 十 |as, [ «et me— (EH mc. 
m 是 固定 的 自然 数 , 十 是 ， 
mAs — S8 或 limA — 5, 
即 新 级 数 收 化 ,其 和 也 是 S- 
7. 证 明 : 将 级 数 5 = — 重 排 ,首先 依次 有 ? 个 正 项 ,其 


次 依次 有 ga 个 负 项 ， " "S 则 新 级 数 的 和 是 
jn2 十 E T 


证 设 章 排 的 新 级 数 的 部 分 和 是 5. 由 练习 题 2.2 第 19 题 
* 271.: 


YVEN. Ý 


E a a E T4 4X 


ttem t7 m) 


十 
7 [zu-n r3t ^m) 
| 


=[1+5 ++ +i 
-[*t*37z 

—— 
HH tA 
-ylity tyt] 


=1n2pk + c F rau 一 IT 十 ec 十 ma) 
— ne Fetra) 


1 1 
一 m2 十 到 In " + tin — y COn F re), 
其 中 e EEA R, limra = lim zr, — limra = 0. 有 
让 一 k—o0a3 上 一 mr 


MS ppa = In2 十 iun 二 


因为 lim 人 一 上 一 一 0, 所 以 


n 


, , ! 
UM Seip = MS gp = In2 + Fin PE 


Ec 


再 根据 练习 题 9. 1(--) 第 12 题 ,有 


$2725 


lim, = tn2 + Ln Ë, 
men 2 q 


于 是 ,新 级 数 的 和 是 In2-1 1n 2 
练习 题 9. 2( 一 》 


(OE X FF AF. S62 页) 
- HAFA RKR GS BE CERT Soc ede — Scd 


(D 3 Cre OTEC0.1] GEO Ep Oo. 


WM TAOGE 3 (1—2)2— 1 —a^ G1) Jf 


tæ- Ù 


0, r=]; 
l, Û xxl. 

pa w= 要 之 0,YNEN,3 n>N, n=1- €[0,D ,有 
xb 


Ra 


Sir} = lims, lr) = | 


SG — S, G)| = E — +, 


yim [1L] 一 二 之 言 所 以 当 ak afii) > 
Qo 5 (—2)7 在 [50,1] 非 一 致 收敛 ; 


(QW 27 0Cez 10g ee 0,5] C0 o1» ,要 使 不 等 式 
[862— SO 一 [1t— (1— 35| 一 [ixl x e 
. Ine . Jne 
成 立 ,从 不 等 式 o< o ANE], FE 


Ine 


ij |€ NV N «e [0,6] A 
Sir) — S, GO | sg xu 


即 Y) Gee ECOS (0761) — Blick - 


v20,3 x-[ 
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= z 
e 2 DG-DzeRijeerp! 在 (0 
， -yz 
解 d so- 2; yp et 
一 1 一 : 一 
Waki 


k—i 


Errn 


YrE (O, +0}, d 
S(r) = lim.S,(z) = lim 
J S170, NEN,3 m>N,J n-I€ (0. - Foo) ,有 
1 dll 
-L. 


1 j= 


(1 一 去 证 


|S Cro) 一 S, | = 1 
Ho * — Fd 
Ro 


T » FOODTGRFED 在 (0, 十 co) 非 一 致 收敛 ， 
2. 判别 下 列 函 数 级 数 在 指定 区 间 的 一 致 收敛 或 非 一 致 收 敏 . 


z 1 
QD 之 zu ERE. 
1 1 
解 YER Ao pS 


已 知 21 BSM 3 o eR 一致 收 人 
= nx 
(3) 之 Types ERI. 
R Cet? abl A Heat]. 
Vic R,.rz 0.4 
f Fpp S 
当 xz 二 0 时 ,上 述 不 等 式 也 成 立 , TE, 


nr 
1 十 afz’ 


A 
|- 
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a v 了 收敛 ， 所 以 ppt R — ELES 


(5) > 2'sin g L E0, +o). 
解 HNIC EAE GE RUE. J a=1,YNEN, 


E üpc- N. p—1.3 To an LL € (0, +), 有 
(S, GO 一 SG | 一 2^» lsin 1 一 ^f!sin E 
amti . 3s 
Lut m l, 


BD] sin EEO, coc) dE — Bolt ， 
3 证明: 若 函 数 级 数 T rs G0 | 在 区 间 7 — Bolt s CR 


DLO 在 区 间 /也 一 致 收 敏 , 反 之 是 否 成 立 ?考虑 函数 级 数 


S ax r,s € [0.1]. 


证 BALO 在 71 一致 收 襄 ,由 柯 西 一 致 救生 准则 ， 
Ye>0,3 NEN, VaN, Y EN, YV:EL A 
D ADD < e 


"n]a +a 
从 而 ,有 | 2e | Y) ADI e 
W Y 了 (x2) 在 1 sica 


反之 不 成 立 . 例如 ， Y (一 TD 一 zz L0, 1:1— 3c 2t. 


事实 上 , 设 
。 275» 


S.) = 9 — 1*0 — 28 — 0—2 OG z* 


kim] +=] 
ox — D[1 — S2 
lr 
Vxec[0,) ,有 
SG) = lims.) 一 一 E25. 
当 z=1 时 ,上 式 也 成 立 , 即 YzE[0,1], 有 SCw)== 一 2 于. 
18) 一 &,(z)| = Ud rt, 


lTz 

Ya, 

Vz€[l—e,1]CIl — zx zx IP. V 8€ N RH 
EW — S, GO| & (1— 0x x 1—z:&me 

Vz€[0,1—2](0s zxz1— 6) ,要 和 使 不 等 式 

[52 — S,GO] «t (1— Ox" zu xO—ÓOn me 


REARS- t <e ERE Lo - d 
y= [naio hFE 

ve0,3 N=| pg! e N v vae [0,1m] E 

1S(z) 一 S.D | < e 

从 而 ， Nc DG — 2 EL, 1 — e] 5[1— 6.2] 88— St lr 8t . 
TÉ. 它 在 [0， 1j 一致 收 化 - 

m IC- D'TIc- 2| 一 Va — e)a" fg [0.11 3E —Sx ui 9t 
COLS I THAD. i 

4. ERER D 1. Gea] SUAE ELEC GO 


f[a 6T R RU RC p G2. 在 [a,5] t8, — Sici - 


276 9 


证 Bm f. GE [a «Bil E BTE — Ro ORE RU 
Ve»0,3 NEN. Yn>N, YEN,YzE [a,b], 有 


Me 00 nue uu ue Tun rt e Pha tate 


又 已 知 eGOTe[a b |f FI. BD 
于 是 ,有 


| Si 'ICO AMD | = Do . St OS 
A rer ie 


Lu 
€ lecol* | 3 &co|« ae, 
£—ad]1 


Me 


即 Y pG) f. G)3E[a .5]— Slick. 
5. 证 明 ,车 邯 数 级 数 AILO 与 gz) 在 区 间 7 都 一 致 收 


S RES Cof. GO 十 好 (Go)] 在 区 间 了 也 -一致 收 伊 ,其 中 与 5 是 党 
E CASO 530 在 7-- 致 收效 , 即 
V 20.3 NEN, Ya V YE N 2C LL 


DOET 5 | S aco [e 
k= +l 二 一 下 十 二 
于 是 ,有 
| S [af GO 十 5g:(z)]| = |a S AGO) d 5 3 g(a) | 
t=n 1 Ewald kbmt 
«lal | $ «o 十 1 | DESI 
FE £—241 
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8p > [af. Cz) dc bg, C2) E 1 — Scc 9x . 

6. 证 明 :车 函数 级 数 Š) CO 在 区 间 7 一致 收 敏 ( 亦 称 
A 在 区 间 了 绝对 一 致 收 化 ) RRA) ERE T — SOR 
界 , 则 函数 级 数 3 Gn) de EC fS] IRORA. 


证 Em > [f(z E £1 — Bolo Bp 
Vez 0,4 NEN Va NEN VE], 有 


Ca E fora E e | E e 
LESE -RAR 
j M> YnEN, YyrEl 81g | M. 
于 是 ， 
[Fp C3) gp (5) 二 fa (TD) gt2(7) OE a AROARI 
|f. HACORITA + 0 I ELO gus | Hn 
HM. arD | [gr l 
MO N+ fa [+ £f VG) DLM, 


PARR > f(z)g.(z) 在 区 间 7 — uicit . 
注 ¢ 讲 义 ) 原 题 抄 写 有 误 ， 如 是 改正 . 


7. VU IRURE D) CO ER 一 到 收敛 ,但 是 VzcR dE 


MKA. BRAR > ipy VER RAKS BEE R 
非 一 至 收敛 . 它们 说 明了 什么 ? 

证 显然 ,YzER, 数 列 | 
Sy 0. 事实 上 ， 
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zig iHa 3E ELE R 是 一 致 收 


Ve»0,3 N=| L ]eN.ve-N.vse n 


1 
n + z? 


而 级 数 » 《一 上 "的 部 分 和 S (在 了 一致) 有 界 ， 


1 
Sya 


根据 犹 利克 莱 判 别 法 ， XS c1 t R 一 致 收 化 . 


显然 ,对 YxEERR, 正 项 级 数 E 


|= > 一 一 5 都 发 


Dry 


By ER D) CEE R TREINA- 


YVER, H «0, D Ey BAKST seca 的 正 项 等 
比 级 数 ， EGG 显然, 当 = 一 0 时 , 它 也 收 敏 , 即 VeER， 
EE. quu UPC GUB CER HE ECC. 事实 上 , 设 


S.) = > a aires 一 1 一 quy 
Yr:€ER, A i . 
Sr) = limS.(z) 一 im 1— ü i ax|- [o "E A 
UT UT * y — V. 


i 
qum t79 


lSCG2 — 5.2] = 1 
1— 二? 二 0. 
J mw= 言 >0,YNEN,3 >N, EC0, 十 om), 有 
ISa) — & G0] = ——ÀÀÀ > 


ILE 
(因为 tim | 14i} ect BEL S m 充分 大 ,有 | Lb» 
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Pp > 在 (0, 十 o0) 非 一 致 收 全 ,从 而 在 R 也 非 一 致 收敛 . 


上 述 二 向 说 明 ; 函 数 级 数 在 某 区 加 上 的 绝对 收敛 与 一 致 收敛 
没有 任何 联系 , 即 范 数 级 数 一 致 收 僵 ,而 它 可 能 在 该 区 间 上 处 处 都 
是 非 绝 对 收 合 , 反 之 中 数 级 数 在 某 区 向 土 绝 对 收敛 ,而 它 也 可 能 在 
该 区 间 上 非 一 致 收效 、 


9. 证 明 ; 若 函数 级 数 S wz) 在 区 间 了 一 致 收效 , 则 函数 列 
Ds GO HERE AKAT 0. 反之 是 各 成 立 ? 考虑 函数 级 数 
ES - 在 区 间 (0,1) 的 情况 . 


证 已 知 XT dE 1 — SS mr ii. pRUPRE REM Scu SCE T 
VESO, INEN, Va NV PEN Yz€ I, 
lu, 4a G2 十 如 1atz》 十 下 十 u, Lr) | LR 
特别 是 , 取 p—i 时 ,有 
lu D e, 

Bp iun) TE am E E 

BRR Bima ET BAF Ouf D n GO E 1B 
不 一 定 一 致 收 禹 . 例如， 

函数 列 | 三 hE, D-AKAT 0. 事实 上 ， 

Ve0,3 vef EN, vus, V€ coo. 


: of= E ol, 
E n Hh 


8p {Z Mg c0. D Slc at 0. 但 是 ， > 三 在 (0,1) 却 非 一 致 收 
8. 事实 上 ,( 应 用 柯 西 一 致 收 仇 准则 的 否定 叙述 ) 
Jacq 20 VNEN n2 N.3n-nEN nc zE 
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(0.10.8 


sU QA Ls uisus 
m 十 I m+? 2 + + m| m 2m 
1 | l 1 


Hj > TQ. DJE- EU x . 
注 此 题 说 明 国 数列 人 人 站 在 区间 地 … 狂 收 化 于 0 是 咀 数 级 
Y "CO TEISE ZO CE SE PPROSSEIR (T i E TY SR IT. 
^q. HEHH ERE FOOD TEC S YESESEC P GO E 
BoG)- JEE 十 "i — ma. 
MARA C£ fe agio Qa Xv SP ERE P GO. 
证 dre GOD. Vrela PLIN EN YSA E 


"E: 


了 十 一 € [lar] 
Vn XN, LS E GO BE H SE EE LER 


BG) —ni ui j-g0 jer , Li 
BHP Daul xd 
fs E| jn 
limf,iz? = lim t 一 一 一 = fo. 


n 
EB pg BEA if GO Y AER ES BECAS P GO. CLP GO fen n jE 
SE . Mif EGEE, RTI 
Ve0.3 52-0, V rt € [ar] QI ND E 


lí lj | l 
l, l e pf s ae 1 — B. 
jp" 十 7 | :| s ZA ER n > F B. 


i ü 
有 


PEVAS, «mx ] ev va s voe [a 
让 ,有 
UD = P O e, 

8] GO HELa. P ]— Se SC AR G. 

11. ER: Zr ER CIE CF CO 在 区 间 LG 1,2, m0 48 — 0E 
Si URS CAL C CO E UL. dol 

证 BLODE LOUS L2 20 —OCSUT Foo ， 令 

[FE Cr). mr b, 


Kur). or € FR. 
即 
YELI VE N09 NS VERA 
|f.) — Fi REL gud — l2 onum. 
N=max{tNV Ni NLIEN.VRT NIMM x € UL ,有 
ei Tr se D 
|f, Cn — fr)| «s, 


nens ant ane ua Pa ma A e 


RI (f. GO 3 在 U7 -BoA - 
12. ER VEN, da 0. V xe FOX mp of 
i. G0 — FD | Ca 


E N e eS S RMEERCIBUPI UP GO EKI 2 E . 


证 已 知 us dico d e oi e SUAE MJ. 
"m 
Vocm0,]N€ N. Va NV pC Nf 
m F a H oee h, pa E 
LAERET AA 
-* BÓ 


Gn — Lf QD — fu Q2] 


|f 
x oa | | 
二 | i 
十 


Tt 
BULC AE I BUS 


13. PI) FATE SOT EPERE DCT 7 EU SE dE — Sic ox 
C13 f, Gn) e - 


, 在 (0, 二 cs) 上 ， 
解 M 有 


seda 
0215 Ti 
o0 T cmnEXx&RY- [i]. 
0 a[i Jenv>n YzE (0, 十 :0), 有 


firn) = limf,(r) = lim € = 0 


LL 7 oje, 
8 io. 4x0 — Siri e . 


(2) f.GO—-, £z-c--.X4ER E. 


解 vVICR.G8 


JO = imf) = lim 


"3 ]zj. 
IO — irl] 
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VESELI I N= [t Jes. ves. VER, d 


E. 


mf mu R XGA . 


(4) f.GO —sin " 在 R 上 . 
解 YER. 


fo) 一 lim fa (z) = limsin M = D. 


g e >0,YXEN.J Wo N, J Fo te SERA 


LA — fen = 


sin 


Bp [sin 7- fe R desit. 


(5) 六 (一 [二 四 在 [0 一 可 ; 因 在 [1 一 和 .1 十 下; 国 在 [1 
48,4720), EP O«zó 1. 
| SEAELISRULI OPE 
D, E c [0.15, 


fG) = limfa) = imc. tE, 
i 


z € (1, +). 
ONVs€[0.1—5].4 


sup1| f.€D — fJ} = sup | < 


IR HE SERE 5， I f£ 0.1—65]-—8c au; 
XE, 十 站 ,有 有 


r "il 
f = JED = 
+ | i 
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Ja--0 V NEN.3w2N 3a Y36€0U.12-).48 


1 . u 1 Q1 | 
Cn — fi] = 1 二 一 可 Pra . 
I 


ER dm JEO IHS AMEN +e 
4) Vre[1--0,- coo A 


supi |f. 一 f|) = sup 


rez 
Tat) 
- 1 
EN TFAO Ear — Ün — ca. 
根据 定理 5, ps | Ceo Sic - 


14. fA TF PEEERCEU CF GO EG EAR EGRE CER E p Ft. UE 
BR ICE Cf CO ) E R. dE SOC: 


— 1, rg- o, 
n 
) 1 
fr) 一 4n, " x "E 
1 
— xL 
l, VR 


[- l. r0, 
fr = limf.(x) = IN z-—D0, 
l. ` 


roc. 


EM EEMCORSE RC ST E y m= a E a E 9.a AY 
《T 与 CT)， 


LETS TE] 
sup ([nmz— il} i 
supi LAGD - fiie E | = Omen). 
ICR 1 
! sup (ag—££6— 121i 
Ld 


Pd. EFE S. CONE R dE C3XUESX . 
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| 


HI 9.n 
15. E A: XE FER foe TEL. a E SE. VEN, A ha) 
= f Fa Od LLa RRA ELO, a 1 - Sic SC 0- 
证 Gm AWOL ai. 则 有 界 , 妈 
JMO, YEO Elhu | M. 


P 


从 而 ， dole f rsen] lei M4 . 


T 


|f)! = MEE f EDOL x M ze 
[] u H 


lfi] = 上 ou <f oles M rs 
b] ü nl 


Vr€[0.a], dj |f. G)--0] «ur E. 


cn 5 < KAMAG EL a ] Soc SiC 0. 


* * * * 


16. WEAH : REA Y Y | 1— cos T EKET- aa (a2 00- - 


" 2867 


doi Sx E R dE-- ue - 
证 VYzrET 一 as 人 ,有 


x 2.1 n z a 
| l COS | - Sun? x. 2 ir 
n 


2n "o 4w C S g 


2 


cay £s ict $) | 1 一 cos 寺 1 在 [一 一 禾 收 敛 。 


im S [ice £} ten dE- - fiiic i. rip 9 SL. ELA UE BRL UR 


数 sj TUE E dt UP 0v» € R. fj 


lim; | —cos r = 0). 
i n 


dn—120.V V€ N.3n — .daenr€R. 4 


Y: 
DEEST cosz| = 271. 
| NE 


M [| 1 一 co L| |t R de Soi aC 0. PE D | Icos 站) 在 
R dE— Scie t . | 
17. 证 明 ,车 和 (一 Y) rl eT] ttis rode R E 
BURRI O EERE Ma bR 
证 已 知 了 0) 在 fr,6 汪 11] 连续, 让 而 可 积 . 且 有 界 , 骂 
WN OVrE fad 二 1, 有 FOM. 
nd k 1 x) à OL k Y 
nes M PEE T x| = I +- >; ret 十 ri ` 


j I E00), m 


其 中 Yee [ad]? 
YESIN EN. YON, YC fah HE 
poje 


FE X el EIE: & fOoTgEr zd-1] b Lrt ME n 2 
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Ar ELS. [ee tE | 的 右 端点 , 即 soe Le RR 
和 ,因为 CO or VTRERR Ef ELI ER n 
KD mmo) = ae [£09 4 + Miet] 


zi FiDi. 
ELI FXOOTE[a 64-1]— RE £ . BD 
AT ERKI 520.347 0, V 6G € [a.b4- 1]: [6 — 61 26, 有 
| £n) 一 fe) ur 


J I EN Va XN. VxCin.b],t€ lzr 十 一 一 att], 
LJ L n 
&|- [2t] eiea 
|o - d: £| I k= dee 


j*-—maxiN,NSEE NV NV re [a.b]. 和 
fe en f 了 (0 一 - M Lj || 


PIECE AUT go. kj £o) 
I Hume hs NI 十 le " 
- 5f pre — d: FIL 十 | 


«M - 十 rz 一 十 :一 227， 

BD 1 fe Æ Leb S CONSE. 

18. WEBA EE PACTI GF GO 在 区 间 了 一 致 收 和 化 十 Je) RET 
AC CORE AR WERI O EKE KAR. 

证 已 知人 在 AAF OO. 

J 10I NEN, Yr >N, YE nA 

[f£ — fGO |] «1 或 IGIESHOGIBSR 
=- IAA » 


iex GET IAN 
[f — FG | 或 O m [fu GOo H I 
已 知 f. Go Te F AR Epa L0. Vse TU If. Go | eb. 
MEELA IFIS AGE HE pA 
YaN, ETE 
AED « OLLHA. 
LECA AGO)TEINOG—1,2,7.N)5.B]l 
3 M. 0YE, H A| x Mk), 
于 是 ,J M —max(M,LMou Ms LH), VnEN, YrEI É 
|f. 02 | x M, 
Bl (f,GoME!—SZSGAR. 


19. 证 明 : 若 YanEN, 函 数 mw(z) 在 [ab 单调 ,是 级 数 S G0 


5 S o 0) BANKS MERRE Xp. eo d] -H 
WO GA G1 521 10.00 | 部 收 化 ,从 而 


GE 
a=] 


iae x . 已 知 YzE No. GME[s 6 GEL EN, Yecla L A ' 
(e, GO ] i maxt]e. G2. 19. 020 13 x Ee GO ] H^ 1e. |. 
根据 M-*pNHS. S p. GOdE[a 5] — Siti . 
20. uE BH Lx BEER CPU Cf GO ) Ea 5] Sedi SUP. £O. yx 
€ N,z,€[a,&]. Hx, (oo) , Bl] 


lim f.(z,) = fC). 


证 VR€N.z, € [a,b ], 34 n— col] r, rE [a.b]. 
E AH f GO fE[a 5] — SORSCE F, Bp 
Vez-0,H EN, YaN on E [ad] 
a 289 


|f. — fGO| «e 
根据 定理 8 ,极限 函数 AGE Das 0 E He LATE fz) 在 点 + 二 
limz, € [a h ERES. BI 
对 上 述 090.3520, MMG NEN, YSA, dz. z| c 
JE 一 FO «e 
TE.J N-—max(N,N;CNVRANOR 
BED SOE AED — fGO| 十 ED SO] « 2, 
即 Jim f. G.) = fr). 


21. uE B]. dE hG)-fG A EN fo (7) 一 


FLf. GO 3, Reg & 5 (f. CO E R — Su ST 0. 
证 88432728 1.3 第 10 题 ， 


(a) = —————. 
Ho "A 


Vr€R,É limf.()-—lim-———— —0. 

rm LER 1 十 nr 

| 1 wxux-il] 
inc - 01 - || T eR - [2]. 


CIVI 0.3 x-[5 ]es vs, send 
1 
GO) — 0| x 
p < 万 


EHAO HER — SU SICT- 0. 
练习 题 9.2€ —) 
(CBE TE HE. 72 页 ) 


IEAB FG) X de 3 在 [0, 十 0) 连续 . 


E 


ML. 


a= l 
证 V«€ [0, +2), RH 
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z uu 1 02 1 
Dae T MAM 0 < oze < 


d 


= 


BN | dicat, RE. "d 在 [0, 十 00) - 致 收 化 , 且 顺 数 
BUB S ELO, Eoo 连续 ， 恨 据 定理 6, 和 函数 J(z) 在 [0. 
+o. 

3. HAR fz) 一 M 于 coswrz?, 求 tmf(z)， 

解 限定 在 点 1 的 邻 域 内 . 设 zE (0,2). 

YEN, YE (0,2), M miiz| «2H 


«x «s 


x" 
ga Cos" TÉ. z’ 


当 n 一 0 时 ,上 式 也 成 立 . 已 知 D| PLE WI ficos 在 


az fl 


《0,2) 一 致 收敛 . 而 函数 级 数 的 每 一 项 在 (0,2)? 者 连续 . 根据 定理 
6, 和 函数 了 (在 (0,2) 有 连续, 从 而 f(z) 在 点 1 连续 ,有 


lim fx) tm?) d 
I] rd 二 


3 


=>; lim d comas 一 > — =y 
ELO, 1 JAE -Eeka A 


5. HEPA : RF f G= 


a = n lim f, Cr Jdr. 
aJ foa 


这 说 明了 什么 ? 
证 Yz:€[0, 1] Æ 
nY Q, r-—0. 
fO = iMh FI | z€ 0,1] 
Ja= >0,Y NEN, Au N.d3a-l€ (0,1], 有 
1 1、1 
|f. — fGD| 一 "—— 27. = f. 


即 cn je. j 非 一 致 收效 ,从 而 在 50,1] 也 非 一 致 收 煞 . 


却 有 lim | f. Gor -— lim "E Ta 


M — Ln 十 n]- 


四- 


Em Po. LAM 
| lim f.GMde =| lim nx -+ 1 d 


L 
a 


RII tim | f.z =f lim f, Cr) dx. 
od 0 Ne 


说 明 : 应 数列 {J.《7z)} 的 一 致 收 合 仅 是 积分 号 下 取 极 限 的 充分 
条 件 ,不 是 必要 条 件 . 


T. D hlæ} = Y cS Lak os (a). 
解 显然 ,YER， > Aun ——L 3-3 at 


YaEN iua] 7 agant REB 
VzCR,H xz. 


i 1 VÍ. 一 27 PEE 
| n? 二 nir? T fatl A nrt) S a H ux*) 
xL -L 

2n jel n? 


(因为 1 一 2 Sn (e| Ha O e n ya 0 或 1 +r Lm 
2 n |z|) 

当 ;一 0 时 ,上 述 不 等 式 也 成 立 .已 知 > LEAL. ni 
Xs] mak. 


一 n 十 nr 
根据 定理 8, 有 
. 2824 


AG = pe 


i + nir 


sinne 


= 1 
n2 RC nr 

8. 证 明 ; (x)= > 

了 


E R 有 连续 的 二 阶 导 数 ,并 求 


sinax 1 
1 < a4 * 
qn n 
. "i 1 
sinar | 0821 
= 3 E urt 
at n n 


ES 1 
" ai ES ui 
ex 1 xà] 
24 m2 RECO. 从 而 
[ELE] a= l q=] 
Sa SiNRI x COSRZ =i — sinir 
M "I , > n? 5 t 
a-l m= 二 | r= 
T R RB, H. 
| sinzz | ' CORT 与 | COSRIX | _ — sinar 
pond BEEF E n* | n? 
在 有 都 连续 。 根 据 定理 BOW 


Tas 3 


= 


: F 
sinmz| — 
n 


THEE ari' c3 sinnt 
| si sp-Xx(m--x* 
9. iE BE "n Uf Go HE R — oe SET REB ERE FG. H 
EN AK f.Go3E R —S0E2E, Wleg i f(z) 在 R 也 一 致 连续 
证 已 知 {f,《z)} 在 民 -aF Se). Bi 
YeI VEN Vu N YrER, 


E 
NA COSRE 
* 
一 a 


fux > 


{fC 一 Fer) | «Le 
BOE MSN, VIER, H |a Fa) | e 
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X I faco E R — Sok Bi. 
对 上述 的 00,3627 0, V 2€ R : [x — 2 | < 和 ,有 
| fou) — fam] «e. 
同时 也 有 |f. fabje 与 (re) fr | es. 
于 是 
Me fe 
x fGo— f«Giob4 | te) fsGa | 二 MfG — £C [acies 
BERRAR GO YE R — $e Sk. 


10. 证 明 : 若 涌 数 级 数 》) us GO ETT EC IR] Ca 00 — Fc Slc RI 


O R SGOL B V € NL AA GO TE DILECTE Co 6 ] i E RUDI ER C 
SCDE Ej La, e e £z . 
证 db, aAA Sg a= SuG). BA Deo 在 
(a,b) — Sfc 8& , re or 8 — Sx c S3 PEE OL, 
M c0. NEN. YaN, YEN, Yre (a,b) ;有 
|, "Cy = S.) | Eo 
PLSIV az NUSLGHIE[a.5 xESE.VgC NB 


lim Sa RED) — S, 一 EXC m FECE E E 
与 lim [Sp 2 一 Ri 一 13) 一 全 (| < e. 


r—Rb 


4 (a) — im, (a) 与 SQD-limS, ,于 是 


YO,INEN, Yr >N, YEN, YrE [atb] 有 
EAE] 一 Sx) | < B, 


即 Su GE a 6] Slc ACT RR BUS GO. 根据 定理 6 RH E 
SEA KE Le o EE. 


11. ER PARRA S) (OEL JRA TAR 


- 294° 


SGO.HV2€ NER ER m GO 3E[ 6] B[ 88, WERT p CS Cao 3E [ a, 5 1, 
"p. 
证 dx Su) 的 部 分 和 SC) 一 Siu. 已 知 》， u. (1) dE 
x=] 4 一 上 m 
[a.5]- -RAF SGO E 


VSI X€ N Vu N VxE [a.b] 
[8.2 — SGO | «x e 


MERT mN. Yre [ed] A 
(Sal — SQGO| r 或 Sala) o e l S(r) < ar) Tr s. 
任 给 [4.8j 分 法 T: 


和 二 
设 ww 与 M. 分 别 是 8S. (2) 在 [zu.1124] 的 下 确 界 与 上 确 界 
YzE [zz 有 
Ba 一 < 二 k —].2,-*,n. 
Wo. 5 e. DE S05 S. GO TED i TAS CRT 
8,2. M, — m, + 2e = a t 2e, k= 1,2... 
其 中 性 二 一 mm 是 S.GOXELn- x) RN. 于 是 


Sadr, x eot, 4 2e — a). 


E-l 二 一 | 


已 知 SOTE Lab H lim M, oes — 0, Hn 
nr= iU 


对 上 述 0,3920, T : TILAA S onec. 从 而 


k=l 


iun «C e + 2e(5 — a) = [1 + 205 — a ]e. 


t=] 


即 和 函数 SO Eed E. 
12. WER ARARA OE bE E e 的 条 件 , 则 函数 
HHN Ele e] — Burak . 
注 定理 & 的 条 件 :])YzE [ab] A limf, G2) f():2)V2€ 
N,f.GO) 4p E88 SE pr 6 30 Am YE Da 5] — Se S3 
* 255 » 


证 GERE A € [0.5] IS ROBO UL GO HEUTE fGD, 
BEER Cf GO 1 在 La ,5 一 致 收 和 分 , 即 
Ye JAAD € NV az NV pE N.V z€ [e.b], [JR] HERE 
与 ft) Oo | e, 
(Farr — f| e 
38 38 DE FS BH ELE FE Vs € [0,5]. di EXP SEC UB 
IEf G0 — $62 ] Lf GO — f. Go ]I 
= |f ES E | ero | ela “在 z 与 和 之 间 . 
FEYS INEN, Va >N, YPEN, Y€ [2,5]. 
[fat GO — (7) | 
= JOf p) — fa) Chui Cod — Fa Cto) JH Efn rr Go — fiGO ]| 
s [frt DS EE] Lf GO Fa GOD J|- 149, GO — f(ro) | 
«re(b—a)--e-- (1--b—ae, : 
BHAG Elad] X . 
18. uE Hd. E; BE EX f dE R A ER SPORE Y. E A C 
(9 Go Hk R — Sici SET A pe), 
pix) = o, 
其 中 上 是 常数 ， 
证 已 知 YzER, 有 wzym Jin (r). 
ARAUCO ER 满足 定理 8 的 条 件 ,YzER, 有 
yi (zx) 一 lim7 G2 一 pz). 
BYER, p G—9GO. WE FG)—oGDÓe YER A 
FO — p G)e7 pe = [9 a) plr) e7 — 0. 
JA. YrER, An =e CHRO, HU 
gae =c 8€ qGO = ee. 


14. 验证 ; 
1l. z€Q. 
£19. dim lim(cosgm! zz) — Q 
nee l0. rCR—O. 
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=i 0, EQ 
r ` Bl » " * + 
(2) lim >` sinêmi mecos#m !az— 


mee E |, z€R-Q. 
证 (D Ma z 是 有 理 数 时 , 即 2-€Q, 设 2+ 一 让 ,其 中 EN,pE 


Z. 当 "Be: 二 是 整数 , 设 mw! 一 *( 整 数 ) ,有 
(cosm 1x77)?" = (coska)™ = |. 


于 是 ， lim lim Ceosm! ar)” = =|. 


ER: 是 无 理 数 时 , 即 zC€R—Q,.llj m! z 总 是 无 理 数 5 而 不 是 将 
数 ), 有 
[eosm!lzr| «— 1. 
Fi. lim lim (cosm f zr)” = 0. 


qux £9 e 


(2) 当 z* 是 有 理 数 时 , 即 xzEQ, 设 * 一 全 ,其 中 q€ N,p€ Z. M 
mzxg B Bl m ! 广 是 整数 , 设 m! 也 一 以 整 数 ). YaEN, 有 


sin?m !xzcos?mlmm = sin*kxzcos?"km 一 0. 
-= 
于 是 ， lim > sin2m 1zzcos "m laz 一 0. 
mS ang 


34 x 是 无 理 数 时 , 即 € R — QUU m 1 zz 总 是 无 理 数 (而 不 是 整 
数 ), 有 


| cosmlzr| «— 1. 


从 而 ,级 数 ` > com) az Ut Bt Ho 


Ti 


S^ cos"m | az = S = l 
Z3 UU ] 一 cos?tm]!zz sin"m!ma 
于 是 ， lim Sain? m|arcos?"m zr 


mess 


x 
m 


= limsin?ra V xx > cos"mtsr = l. 


注 CL ABE CHORI SEE EC D(z) 也 可 用 带 有 极限 运算 的 解 
析 式 表示 出 来 . 
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缚 习题 9.3 


(讲义 了》 下 册 , 第 103 页 ) 
I AEESISEAUR ID ALSCERE RUCHLICIR 


o Mg AX—T 


T 


EARE S9 RE ROER DLK 


s 讨论 正 项 级 数 X 
判别 法 》. 


zz 
Bp I FR EROSO scd r—105:—-c18B8B.92 


+ XE z,— HE. 于 是 , 收 合 区 间 是 (一 1,1). 


lim 


li z|*«1, 


Z Gr 一 2y 
un 


] 


s a a l) 


"| / -3 
(2n I3 (2311 Gc (027 
Ws > 一 2， MEM 当 x 二 0 时 ,级 数 


DEDE RD 发 散 . PEKAK 
间 是 [9.4 
SEM. 1 
(6) 2j | lE 


lim 


解 age. E nlima, = 4-6o- 
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l 1 一 |. 


二 lim 1 十 RE 


TUUS o |i 十 玛 十 … 十 二 | 
1.04 r= coO» Wb. R OX dy — HE ON 


KE Rr 
| CEDAR 0. Ula CHR] S C— 1.0. 


| Re 
2. R FARAR fx) 的 导数 PCz)? 与 定 积分 | FD di, FE 
ARM: 
(OD fle) = D 


1-2 u4d-1 
ao lim TU pfe E 


Bl |z|- V 3.0 0E r— V 3 , 收 误区 间 是 (一 3, 3). 


Vac(—/3,/ 35.18 


pel 


n+ 


3 lam . 


x 2 
«b 


I 3 240 + 1) mai 
mm T o 


fG)- 3 


EMI 


u=] 
obl 2 ] PI 


[ra = »[ n+ nE ler 一 > a To 


它们 的 收 合 区 间 都 是 (一 vw 3 ,V3). 
Drw D (+t) 2a. 


" 


a=] 


. Ta Bo 1 TM 


已 知 im V» — 1, 158 2788 2. 2 56 12 题 ,有 
lim wo = maxía,bj. 


dsl 


E] 


TE RAFE n miner]. EL ES x 二 十 (b> 
« 299 + 


b 
s + 43 maxía,5). 


ON Toe ac S, [Sem 都 收 化 .于 是 ,收敛 区 间 是 
[~—r,r]. 
Vr€l[—r.7]. & 


rœ D| Ze, 


' 一 ~ 二 +L 
[o - 3 ETP 
ASAE HE BH. Bí r KI usc S K E JR [ — n. 72.58 6 RS i S K E Æ 


[—7.7r]. 
3. 求 卜 列 级 数 的 和 
zt! 
eM zT 
解 ” 它 的 了 政策 区 间 是 (一 1,1).YzE (一 1 ,1), 设 
$2a—1 
io -2MEg— 
aao NUES P NI Hd 
ro -Nz - IS ‘= Tx 
É Fog o l, 1 十 zx 1 十 > 
io = [roa -3 这 mA 
(4) » iT 1» 
E Chka KEL]. :1 veli IB 
fie = 


2; nin F "PES 
首先 讨论 xE (一 1,1). 用 +z RERNA AE UH 


zt L 


zS) =y na F Y 
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EH FOS Y za CD REHA (0-0 Yi€ (一 1,1)， 有 
=] 


[wor = | 这 TI- 


或 Uo) | —— intl — z), Bp [sf] —— in — 1) 
YEL D, X li 


r [6f CO J dt = — fma — di 
n 

或 ga = -(1—zyn(l— z) + z, 

Rp zf(r) = (1 ndi — r) +i 

人 队 而 ,当天 0 时 ， f=] 一 zln(1 


I); 


M i) ARESO $ up MAINS. 1( 一 ) 
第 ERAS COD 


ME x 


一 | 时 ,根据 定理 5 的 推论 ,有 
f—De- S 【一 10» 


UG FD = imo Hnc» 
= lim [i -1 T ani »]= t — 2in2. 
z.i! . 
TR. 
[二 1 一 an — 0, Ge€ [-0.0.H 2 0, 
"ode M or— l. 
0, 


当 x 二 D. 
4. 将 下 列 随 数 屡 成 马克 劳 林 级 数 ( 可 用 已 知 的 展开 公式 ): 


"30IT* 


CIO) en 00. 
R a 一 em 一 了 >， Gne? 
a-d r 
E S In*a 
(O4 nt 
(3) 4 1— x. 
解 YT i 
EPI 1:1 ”上 i 
Ai Lo 433 lig 7? 
=1 一 万 :十 2i r* ET rires 
TE | 
ala tnis 
Oa» 7 
n! 
i 1.22 1 72-5 
—1—3*—75 z — 3: 3 z— 
一 二 (0222) || 1. 
(5) In itr 
1—z 


AF S» "HEN — "TEQUE 2 
-£;[MecoUl-àEcCoUt- ] 
u = PLE 
全 24&—1 
die—]1i 
c zl =) 


We ”函数 一 在 0 没有 意义 , 却 有 极限 


e 1 e 


lim ———— = lim 5 = l1. 
上 一 中 T i ] 
e-—i e—i 
将 函数 “二 在 0 连续 开拓 . S ——| -1 


. 302* 


好 一 | At 
z 7 r 2 nl 
ie-—!] d STEM SIE 
FE | 一 云 2 可 Du 
-AS n — IDE z — A ar | 4 
— ni Lappy ER 
5. y H SCELERE EC E vy SERE 
(DOCU HF nme 
L J), 
解 (t 十 z)e = {l-r 2; ERU 
= Mc D 一 -+ Mc DI 
—1- Nc D z -+ X- Dt u- PESE 
E Ses pfd o 1 | a 
BU T a- n. 
= ] + *x- Det 一 l e. rc R. 
(3) esing. | 
S iR foD sinr. CUR P D sin 1+5 |. £0) sin F 
c sin 77 
Mifit . sint 一 2; —pU 
pe > 0E 于 是 ,由 柯 西 乘积 ,有 
» w sin 字 
esing = Ma > " T" 
s fant sin CZD dn 7 
二 = 2 2 q" 
Om +t e- T+ Dn 


-åar 


(n — kx 
ze 201 Sn 一 一 一 
一 NO yI | g" 


— klín — å)! 


n=l t= Û 


1 ` 
一 kom) r" 
— 53 nl on xt 
Zi Ue o 了 |m 
m i 一 -上 n 4 
mu ^e — kjam) x" 
iu M: er 2 | al 
一 —k)n a um 
下 面 证 明 > Eisin c 2*sia —. 


REF. ,一 方 面 ELE AA GUB ERU 


IE 


Cos E) 十 isin 3| Il 一 


2X «in cos V 
2cos 1 十 2zsin 1999 a 


—2 [oos A 十 isin H : 
男 -方面 ,由 二 项 式 公 式 和 棣 莫 佛 公式 ,有 
un! ] 一 col cos $ + sinl + 


CÓR — y 十 iin 一 


[+ ; 3 


十 ec cos $ 十 isin z) pe 


[es $ + sin Ze c 


Ha, RR (a — kr 
= 2 Cos —$ 十 i 5 1Ctsin M. 


£—hü 


以 LENERS 号 右 端 的 虚 部 应 该 相等 , 即 


EA o Qi. "m 
S etin 一 本 一 2*?sin d' 


i-ü 
于 是 ， e^sinr = Prism Y ` z, x € R. 
epa, 一 ICT (] 靖 足 微分 方程 
ry" 十 y Tu 0. 
(— 10D CECEEPL 
解 =X 20253 = ih ape 
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OS — Y a 
H 2 [GT 


Cd» 


— VA l 
y 一 2 [Gon - 
y" == 25 《一 ;2n( Dy 1 yee 
M TODT . 
sp pe 
c [2 nt Li Ga Tr 
- "T 5 d. vh c V (— EN 1 
TR aa"! tog M reor gre Da 
ec (一 1) -i 1 (— I» 
| 2 [oo gps | 2 2 DG—TIE 
(— 1» 34 ss 
=A anr p m 1) + 2n (Quo 6o! = 


( 同 为 YnEN, 有 2»(22— 127 - 22— C22)? — 0.) 
7. iE UJ; Vi. 4€ R. dj 
CI) SCrd- go SC Ot Sy. 
Za) 


(2) lim 一 =]. 
证 VracRaUS 
so sr T + si 
COg) -5 z + A 
SG)! Q) mid ghe "| 


bog Ty 
+ | Bror 十 ET td | QUU 


i n | py zy 
E Cíx)S(y) =y | 0131 E ud 


, y” z Ii i 
t| esr t TET idi 
TE. SODCOD H C(GOSQGD 


zy 4 alg Ó 1 
211! tg e 


pog 
二 tr 十 六 310: + 
3 0 


[x zy zy rk 0 xy! y 
+ \ Bror T 4111 ^ 8/2) ETETEA 1141! + Srst) 


二 {rf 十 由 一 gs 十 37 对 十 3x 十 六) 


十 EI 十 Sry + MOS) H dq0y? 十 Bryt 十 p — o 


GE | Go» 
31 T 


一 {rz + y) 5] 


—M(rI 十 yhe 


$241 


S eo ayuu 
s 21 Zu 4- D 
(2》 dm 22 EN: 2u + 


一 站 T EI Kr 


-iim (— 1) 


a= ri 


I+ þe- D'üim c7 


t7 t DI 


x* x * * 


11. 设 f(r} 二 Y DOs]. IEH: YE (0,1). 有 


rm A 


Cl) f(r)d-f(1—2z)-4-Inz 。 In| —r)—COE EO. 
(2) Cf) S4 


z 
证 (D Y SKAH.. 
Dr e» d —axnl.Vr€dq0.I1Y4 
5 £l =r) 2 


Pd 


[OL — 0 = 
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(C SLM a Qa ory 
Fad = 2278 与 $OO-—0- `, , . 
z € a" 
BA nI — r) = 2 - 
pa dL Lo NELLO 
inz = In[ 1 (1 zi] MU. 
T DfGO 十 fL — x2 + inr s nC] — 2) 
-fPG)— foa BO LS 一 Inz 
£ l— x 
SEU NSKI— OU Ar, Ua 
<i on 一 之 n 2; R + — n 


于 是 ,¥YrtE 0,1). 有 


fGO d fO — D Inr nA 一 7z) = CORÉD. 


(2) 因为 FG fj 了 (1 一 2) 在 0 有 连续 .了 (0) 二 0, 所 以 对 上 述 
式 等 号 古 端 取 极 跟 ,有 


lim [ f (2 o- f€1—4) nr * In(Cl —zx)]-fCDO-rfOD-—fC». 


1—0 
=fD= > 了 一 
a=] " 


Bf 


， SE 
Com fO) = Dr 


IL ERROS Varl n ED 


| weow = = NS A 


本 等 


2 Hn T U c Sic RI 
5 


mi a-ti i 
` - NO Se e! de AG Ca a p 
证 CA D "—— EE 在 
[0,7]— S5 0 ak, MA f 
: S^ H. sibl. Cà ila - acto ^ ous aes 
lim Lac Ü > x 十 [m T i ~ n VU E 


Yreim A 
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7 — v , a -— Sn 5. PLUEMI 
[sto 一 EX dt 一 2 rpa 


于 是 . [re = iim fioa = lim >) e 
n s 0 40 ^ a0 


T—r 


x 


一 2 天 F PC 


2—ü 


18. EA: 车 f(z) 二 Sj ansa 0 UC SOR r= LB 
"一 由 
lim f Cr) — s. B] 35 "T8: B3 一 
rel n=0 a=] 


证 (le 的 部 分 和 是 3. — Dla. VEN, Ys [0, DE 


ph 二 二 习 
Li L3 EX 
， Qe . V ; M 
S, = Sa = lim Nast x lim Mar 
ke-0 -| k&-ü T 一 上 一 -月 
= lim f(x) = s- 


ru 


即 数列 (5.) 有 上 界 (就 是 它 的 一 个 上 界 ). PE ERAN MS 


次 效 ， MERN Daz 在 z 一 上 收 敏 . di $9.2 Di 8, Seek 


[0,11—5 9c Sk . 于 是 
> jc dim Maa = dim f(r) = s. 
14. 证 明 ;车 了 (rz) — Mia 的 收 伍 半径 是 ,存在 某 个 数列 


Ljet ELS RR Ym EN, Gr >m, A n0) f lim z = 0, H 
f = 0,2—0,1,2, 7, M a — 0. 08—0.1,2. 7 


证 CHE fr) = > mz ER, DEILEN SE ERE. 


n 
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A Un A T dr PE EUER CRI BIER EE oH Ade a FR 
AR MRS Y EN A rt- 

DU FOOdRE H 0 XESE . Bim, — 0 , W 

limf Cx) 一 了 (0)， 

因为 fn — 0. Bp EA f€00 — 0, Bl ai — 0. 

YEN, HEEL FGOTE n on MEARE AR (E. TR E 0S 
iR AE HE. Tp Eg eU E XE (GO 1,2. Dun €. 
z, 1 ) qd 


fuU —0. n 10,2... 
LL J^ GOES 0 XE£E , FL lima! 一 0, 则 
lim GP) = PO». 
BÀ PG 0. BE EE PLC) 0, M a; —0. 
庶 用 数学 归纳 法 不 难 证 半 ,YEEN, 作 在 严格 单调 增加 数列 
EIE 
[f9GU3—0, a= 1,2,» 
DHUA 0 Æ. H lim" = 0, N 
lim f^ (2) = fP. 
因为 7G) 一 0. 所 以 了 (00) 50. BB a0. 于 是 
m= 0. n= 0,1, 2, en. 


练习 题 9.14 


(人 讲义 》 下 册 ， 第 127 页 ) 

1 将 下 列兵 数 在 指定 的 区 向 天 成 傅 立 时 级 数 . 并 是 出 和 是 数 
E 

Gi fü PU TTS, 

i lar, Ücrzic. 


- 808 «* 


peu x 
| m= =) Gr D | Cr — 2M] = z. 
Tij. a 


im 3 ] 
Hy = 二 | f CT 十 scosarde 十 f Cr — reosnzde | 
oa Um [i] ] 


一 i| f rcosnadz 一 jeowzdz| 
一 一 E [costs 一 一 XC 1*— 1] 
| 二 ， + 为 奇数 ， 
0, a 为 偶数 ， 
六 一 过 | f Cr 十 wsinnzds + [Gc — ssinaadz| = 0. 


a| 


ya E 4 xà cos(2n — Da 
PE fo) = 2 * 于 > (238 — 1»? 


=i 


A AR ER mE 9. b 


:|r| 所 x 


[gj 9.5 


C42 f(x) — leosz | ,Ozzzrez or 


| EET 1 - 
解 An -Lf [cosz ‘dx = il Icosr idr 
Tn TT 


Af- 
um +f cosrdr = 4 
Tg " 


. 3i0 s 


1 NE 
4, 一 一 | [|eos:|cosnrdz = => (coss [cosnad.r 
Tn Ta 


ale 


2p f Teosta 十 Dz + cosia 一 bar 


* 
= — | vcoSICOsHavl: == 
TJs 


s Apat 1j; , sinta — 上) 他 T 
- 8 十 1 n—i HF 
r . 

2 sinis + l0 Es aingu -- 1) Es 

= 
u-- i n= ] 

u no— 2& J- 1l. 
5 2 Fe dy | 《一 Ix! AL] 4 一 

ELE t md 060" memet P 


0f. 
54 一 一 | icosr simendtr — 0, 
Er 


TJ 


|cosri = L. " T p: 
: * = o— 4s? — ] 一 


fü pg S PAD 8] s m I 9. c- 


B] s.e 
2. NEU IS Ie ES AGAT 
的 图 象 : 
(I ) I4 r) L4. Orr 
WES PERIE RR 


-= 3il» 


( E ， 0 六 :了 < af 
fir) — - 
1 一 了 — mc Ex Q. 
b, Q0. ac 1,2,3,* 
m = 三 | rdr = T. 
7T jn 
3 pr 2 
a, = 三 | reosnrdr = -和 [一 1) 
T ju nm 


m 


x= oL 了 N^ cosC2n + De y uL 
2 To (a+ Y 


各 函数 的 图 象 如 图 9. d 


[ET 9. d 
pc 5i AURJT- re E 
FD = rn. — m" rx m. 


i, — Ü. n = Ü, l, 2, 
ü 


| Sina 


r2» 6 Y 8. Oa 


EE Ee MESE iE 9. e 
(3127 


2 [p 2 
b, = 二 | asinazdr = (— D"! —. 
T " 


r 


— 3t —2- am 3m ám or 
[E 9.e 
8. ETE SU ER E E RE 6 R AE F8 Re 8E vr PER C S 3T E HR PRI 
数 的 图 象 ; 


GO -fGo-|[zl,—1«rxI. 
解 ftx) 是 以 2 FIBRAS (SERT 1. 
b ==0, R=] 


9p 
fo = 4 | zdz = j], 


2f! RTT ! 
4, =- rco& dz = 2| rcosnmrdz 
n ù 


1 


4 ， 
A ELET 
0, n A Bx. 
TA 
cos(2n z 
=+- TE. —1«z&l. 
和 函数 的 图 象 如 图 .了 


(3) f), —!xr«L. 


解 f(z) 是 以 24 为 周期 的 偶 函数 . 
b=0, n-1,2,8,- 


2f ng 
一 了 | zz = a- 
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[f 9. f 


21a RTI 4i 
一 二 D dr 一 a 
a, 7 f TOS 7 x ( 1) i 


2 — a 
DE: CD. ce TA, — (tae 


E 


”和 函数 的 图 得 如 图 9. 


| 


E 9. g 


5. RAR SOE mn]. EH; 
《1) FODS fOr—3)— a), AR Ag fib sc np d 
数 是 


EI 


fG) 一 Mia, eos(2a — l)er. 


n=l 


D EFC) 53 a= fla, AR fl sr np ZR 


3514-7 


OEDS 


i=l 
证 (0D foo Hiis Sx 
b,—0, n—]1,2.3.-. 


54, sin (2n — Lìr- 


«Lbs rs «f je. 
To "T n 至 
2 f 

Hua, = ir)cos2nrdr 


= Z IN 十 | pedet . 
n E 
a gom pi dr — dt. 有 


x I 3 
INIGS = — [re 一 Dt 一 iN — r)dr. 
至 F y 
T 4 
| epeoszwus 一 一 IN 一 t5cos2uidt 
T T 


=f fe -— gr)cos2nzdr. 
n 


aif CfG) F fc — rd = 0. 
Gan -i| M (x)coa2nzdr -+ Ë fx 一 reos nrd 
x) ] 


= = 二 [£2 + f(x — t) ]cos2nzdx = Q0. 


十 是 ， fO 一 S Dfa- Cose 一 1)7. 


(2) 回 法 可 证 ,内 略 . 
6. WE BR AX OO TE[— c.r |DER. WndH. 


OD) ZiVz€[—2,].4j f(x — FG WW a5, 40; 

(2) 若 YzE [一 gz] A f(G 0) — — f, as —54—0, FE 
"Pai b, 都 是 函数 f(x) 的 傅立叶 系数 . 

证 (D 


| Üsn | =- 二 | 了 (zeos( 2k — ] )rdr 
=f f(z)eos(2k 一 1)zdz + 人 oemscz 一 Dads). 
a a 
b, 一 二 | rcs 一 1)zrdr 


=} f fGOsin 2k — Dads + { f sin (2 
ai sin zdr Rj z)sin(2k — Į)zdz 
设 cita, dsdi, H 


EOE — l)zdr 一 一 f fG 十 mcos 2k 一 1)dt 
0 
二 一 f fiz + ajcos(2k 一 1)zdz. 
0 
frosin 一 lzrdr = 一 | ft + msin(2E — but 
ü 
一 一 f fG + z)sinC2k — 1»zdz. 
1f; 
FE, an =- 二 | [FCx) — f a) Jeost2k — 1)sdz = D, 


ba. -i[ [fG) 一 f(x + 0) ]sin(2E — Dads = ü; 
(2) 同 法 可 证 ,从 略 . 


7. 证 明 : 若 函数 f(z) 在 区 间 [ 一 r, 中 可 积 , 旦 心志 是 函数 O 
的 傅立叶 系数 , 则 YsEN, 有 不 等 式 


z LI 
D+ 之 (ai FM) s z[ ere. 
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2 = z 
DEM Dai HD < L[ pere. 
后 者 称 为 贝 塞 尔 不 等 式 . 
证 (DX S$.(z) 一 加 十 Y (a,coskr -+ b,sinkz). 
计算 积分 
f) 一 S.) Iz 


=f [fG) dz 一 » f G8, (dz 十 f [5, (2) Faz > 0. 
Hi — fm AXIESXTE. k 
[ fG)8.()dz 一 N fol3 z 十 > (a,coskz 十 bsinkz) az 


-*[. fGMz 十 (sf. fGcoskzdr 十 of Fasinkzdz] 


ZEE: 十 IE tu. 
由 练习 题 8. 4 第 6 题 的 (4), 有 
f tscyre -[ [24 Y Gucosks + bsinkz) | de 


-4[5 十 IE 十 a» |. 
于 是 ， f- [1634s aÈ + Za dp 0. 
即 A 十 ci « S crore. 
(2) VAEN KERORRY 不 等 号 的 右 侧 是 常数 ,而 左 


MEERES Ž + S ot 十 总) 的 部 分 和 , 且 它 有 上 界 . 于 是 , 当 
a 一 co 时 ,也 有 
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A c6 Nu 
2 X erg «LJ Co] 
8 引 .证 明 : 若 函数 FG EL 2.0 DE SEL 
T.(r) = E 十 之 (A,coskr 十 Bsinkry)., 
则 当 A5, 4,, B, (k— 10,2, o Ee C fir) 的 傅立叶 系数 时 ,才能 使 
/= Il [f — T.G) dz 


取 最 小 值 . 
证 已 知 / 07) 在 [一 x,7] 的 根 立 叶 系 数 


a. = L| fcosnedz, n = 0,1,2, 
b. 
BE 
7 -[ ue — T.GY Mz 


ll 


i fGOsinazdz, n= 1,2, 


=f [AGO ir 一 中 FEDT. Graz 十 f [ T. (r3 dz, 
其 中 “| OTa 


= u nei 5+ D CA,coser + B,sinkz) P 


= E 


Es mm » [4 N f GO coskadz t B, | f GOsinkads | 


zl Pu 


LO AS 十 bb) |, 


ii 1 


n [T (x) Jr =f [2 十 CA;coskz 十 B,sinkz) ]e 


-aff Mos Lm | 
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TE.I zii [fix — T. Cz) J'dz 


=f [fczy]zadz 一 a| 2 十 Y (24a, 十 285 | 
一 k=l 


PEED + ] 
ri 


=f [Ne Ys + n| EAn 


+ SE — 242) + Gi — 2551] 


FE 


* AP— 2A; : 
=f [fG) Jide 十 n| PAn t 


+ S EV 一 2A, 十 ai) 十 CB — 2B,b, + bi] 


上 一 上 


一 [5 LOS Ga i] 


ied 


-[ trova e af 79 X Ys a)? 


eo wx) -[$ Xen] 

.ExX 8E E f SR OS 56 — . — RR E08 0 ES] AL A B = 
1,2, 的 不 同 而 变化 ,其 和 的 每 项 都 是 非 负 数 . 因此 ,只 有 当 
每 项 都 是 0 时 , 即 当 

Ap — do. À, = dB; = bh (E — 1,2, e,n) 

BE EGG. 于 是 , 当 AA. RL2,— o0 f(x) 的 傅立叶 
系数 时 ,7 也 最 小 值 . 

9. E E ER EC f(z) 的 傅立叶 级 数 在 区 间 [ 一 x,z] 一 致 收敛 
于 有 界 旺 数 f(r), 则 有 帕 塞 法 耳 等 式 
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E 十 Ma += ir Lf er) tds. 


证 id SG) = pi + 5 (a,coskz + bsinkz). 


tal 


BE OBERE a, «]— ski Sr -F Er RES E 
foo, Hp 


Y 20,3 NC€N,YuN,Vz€[—zm,u],d 
| fx) 一 Slr) | = ro — [2 十 2 Ca,coskx 十 sinis) || < E. 
从 而 

f Lféz) 一 S.) uz 


« i (f(x) — S, (2) |*dz « Pae, 
即 imf” Free — SG) Fae = 0. 
申 第 7 题 的 证 明 , 已 知 
| to - soya = | [fe Tear — [5 4 Mes uo 
于 是 
[f tore =lima[ + > CE 


EE M +D ] 


z [I] a 
或 E 十 2; (al 十 E = IF Lf) par. 
M. sG)—l4 È, costz. sos 


Sala) 十 Sz) 十 - 4-8, 2a 


T, (z) = aF i 
, Rl. 2 
. 1 sin p) Ti 
EBD aO ED. —i— 
: gin z7 
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(2) f g.(r)dr = m. 


一 至 


证 (1) 由 已 知 的 三 角 公 式 


2sin 二 cosiz = sin k+ > xz 一 sin[ 4 — i 


2 


sin| & + -y| z — sin k— il 


或 coskr 一 1 2 
2sin 7 
sin l, 
&G)-l-—— 
2sin 1l, 
2 
1 L 
S.) m 十 2j coska 
sin- 十 IEEE z— sink — 1 z] 
-一 t=} 2 2 
2sin -一 全 
. ] | 
sin| n + —iz 
2sin lj, 


x = coskr 一 cos(k + lz 


2 Eq. l 
2sin $an] k+ El 


z= Cos£zr — cosik + 1)x 


2sin l, 


2 


& 二 | ;| = Mi [costz — cos(£ + 102] 


2sin ——z *^* 
2 
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oorti 
d — cosa + lor — sin 2 
2sin ZI: sin E 
Tx 
Fake} 一 一 


Syr) 十 S QD 十 e ToS.) 1 " 
"Fd n+] 2/50 
" sin[ £ + js 
*=9 sin T 
,. nd lsxs 
B 1 sin —3 * 
7 22-4 0) i 


. Sin—x 
3 E 


(258 0 d e. GO RU n XXE SEGR Lec GOXEL— 9.7 ]8[ R . 
nOD EL 2.2 He LER CU 


f a Criz 一 a[o (z)dz. 
根据 引 理 1 的 推论 ,有 


„Sin ZI 
E 
dz = —, 
° ?sin La 2 
2 
于 是 
m " 9 noh sin| t+ Sz 
su Cra = 2| TTI = Z1 LÀ 2i n 
IN 0 n+l 2 2sn La 
sinl e+ Ll 
2 Sf z]" 03 e 
ntle ain la d = Fy at D y 5 
2 
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第 十 章 ”多 元 消 数 微分 学 


COE X9 F AES 142 YO 
1. 撒 给 下列 平 面 区 域 , 并 指出 它 是 开 区 域 , 闭 区 域 . 有 界 区 域 、 
JU A PCR 
(QD (Gu un). 
解 ” 如 图 10.4 5603 SEAT. 它 是 开 区 域 .无 办 区 域 . 
(2) lGr. 2 in — hx. 
解 ”如 图 10.8 的 阴影 部 分 . 它 是 闵 区 域 . 无 强 区 域 , 
QD (Gap | leyl- 
$8 ”如 图 10.e 的 阴影 部 分 . C: REDI 区域、 无 办 区 城 ， 


lg] 10.« BH i0.» 
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图 10.c 
(DG) | E yl Lj. 
ME up 10.4 的 阴影 部 分 - CEFER, ARER. 
© (Gan Helt ell. 
ME ”如 图 10.e 的 阴影 部 分 . 它 是 闭 区 域 . 有 界 区 域 ， 
《6) ((G,pl[ziT rst. 
解 ” 如 图 10./ 的 阴影 部 分 . 它 是 闭 区 域 ,无 界 区 域 . 


图 10.4 图 10e 
2. 描绘 空间 区 域 ( 栖 }) 的 图 象 ,并 指出 它 是 开 区 域 还 是 闭 区 域 : 
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B) iof 


OD F-i(G,gn[zTEkTz2;x£j. 

MES V REUL ERU COLO, OD) D r4 DI 2 为 半径 的 球体 . 如 图 
10. 9, 是 财 区 域 . 

D veas]. 

解 是 以 原点 (0,0,0) 为 中 心 ;以 a,8,c 2E St ERR DI PS 
部 (不 包含 彬 球面 ,如 图 10. 5, 是 开 区 域 . 

(3) V—liGG,gy.2)12* y! a? , | z| Sh). 

解 FF 是 以 z 轴 为 中 心 轴 ; 以 a 为 半径 ,以 25 为 高 的 贺 柱 体 ， 
如 图 10. i, 是 闭 区 域 ， 

(4) FeltG,p.z)|z!-Eg'uz z«2). 

B VJ D REI ARCO,O,0,D z flbi T ED SEE 
KI DEFE a f ^y^ —z tj3Y m z2— 2 所 围 成 区 域 的 内 部 ,如 图 
10. j, EF KH. | 

(5) VW—i(G2|izi-4isi-4lzis1). 

S 是 八 个 平面 ;十 xz 士 y 士 z 二 1, 干 + 士 y 土 x 一 1;, 士 + 于 9 十 x 一 
1, tszty F=! 所 图 成 . 如 图 10.# ,是 闭 区 域 . 

5. 指出 下 列 各 平面 点 集 豆 的 所 有 聚 点 所 成 的 集合 EI. 

d) B={(z.9) Oz? 4-y! 1). 
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[BR 10.i 
KR E=; (2,9) | Osca? -- g^ x1). 


(2) E= i Cn aro) l Ùr e] ,0< r] +F] 与 Ts RAE. 
解 EGG 0K] 0] 
(3) s=[( 2.1] "EN). 


QR OA] 


8& F—((0,0). 


(4) E={Cn,n) m,n 是 整数 ). 
f Fr 二 
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图 10. j . f 10.4 


6. HE P ERG TIE em Vic 0. E CD DEZ 
证 > Er ERRANDS OCP ORE E KERS 
个 点 , 干 是 : 


U (PN Es d. | | 
< EYEN, C LES NEAS, MIPE E LE n. 


J E.yr0. HINNEN, fi ee px CUC O, PE 


N HBbQU ICI PIG NMIQNH2.-0€ EVE 
P, € UP,r), 

Hi) PEREAT. 

T. EH GA PERA E INE AR BERERA 如 的 内 点 , 则 点 
PERR ERIK 

证 BAP REGIE A MY00 RRUA A E HAR 
多 个 点 . X DA PRE EMAA, BIR EUO, UR TR de E BLU 
TE-Yr> UEC, DARA Z ER” MEPE E BY LM P E EB 

* 827 5 


9. 求 下 烈 函 数 的 定义 域 ， 
(4) 2———. 
Vy— x 
E ”要求 yg 一 wz>0 与 x 之 0 或 z< 半 ,y>0 与 x 守 0. 
XE XLI D— L2 | x? y 0,2220). 
p OO z= Y 开 一 4 十 VA 
EO ER A0 5 4—34,205*[:|22 5 |y [| 2. 
XE XO 六 = (Gua ixlzo2. y] 23. 
(6) z= ysin Fyt). 
A ER sinG^4-470 220 或 air hH x: kH E€ NIU 
(0). 
ig X E D—Li(.qi2knsaid-y'xLORE lnk ENL 
(05). 
《7) 三 角形 三 边 长 分 别 是 z,y,z, 已 知 = 十 ?十 > 一 22， 刚 三 角形 
面积 
A — Vp — 1)(p — iG d y p). 
NE ?是 三 角形 的 周 长 之 半 . 有 xz 十 gpyz<p 5 ga 
$E X BE D— (2,40 [Oz p Osa pord-g2» p]. 
12. 描绘 下 列 函 数 的 图 象 ; 
(1) z-—l-z—y. 
解 ” 这 是 通过 三 点 (0,0,1),(0,1,0), (1,0,0) 的 平面 . 如 图 
10. 4. 
(2) z= ity. 
E XXREVAISS CO 0,00 DJ TIER LEA z SR poc ELTE B ISTE 
的 锥 面 - 如 图 10. m. 
(30 z—l1—z—y. 
解 1x3EUI COLO, D 2g TL 24. M : 8i rec LE B Sr PRSE 
fex Voi. 如 图 10. n. 
(d) z-xy. 
« 328 « 


| ZMEECSVINEEE USE TETE EIBUECEMERE ME EE Do Qui 
物 面 . 如 图 10. o. 

(omm. 

解 ” 这 是 以 原点 (0,0,0) 为 原点 ,以 z 轴 为 对 称 轴 ,开口 向 上 
ERR D D i. 如 图 10. p- 

1s. 在 定理 2 vpn EG TEC 0 TRU A AEA D eX GEB 
区 域 ,定理 2 AER or ,举例 赔 明 . 将 开 区 域 集 合 {13} 换 成 财 区 域 
集合 {5} ,定理 2 也 不 成 并 ,举例 说 明 . 

定理 2. GREED 若 举 标 平面 上 开 区 域 集合 {S3)} 履 益 
有 界 闭 区 域 ,加 {5S} 中 存在 有 限 个 开 区 域 也 得 盖 D. 

EO PAu BARFE D={ Gap leli yl 


Í ] 1 | 
n = y c — —————— — — 
S. nme] ~ | " pre! " p'eN ` 


YeD ED JrEN, aap E S RF RME A S i a D. 
ER AR S. 不 能 覆盖 已 , 即 忆 没有 有 限 萎 盖 . 

例如 ,说 无 界 闭 区 域 DR. 

Sa c (Gas el [y] mon € NI. 

VG) € D-R' 32€ Niffi(z 40€ S. BIA DERE 080 
D. 显然 ,有 限 个 5 不 能 覆盖 7, 即 o RA AREK. 

例如 , 设 有 界 闭 区 域 D—(Ga| Iz] oy. 

Si= (GuD|— d xzeOzyxl). 


S= TO LLLI OKL mE NaS} 


Væ € D,J« € N. fii Gs) ES BD PE CIS RA S RA 
界 闭 区 域 D. 显然 ,有 限 个 5. DAER D B DESCECH RR se 

14. 应 用 闭 矩 形 区 域 套 定 理 证 明 聚 点 定理 . 

定理 3《〈 聚 点 定理 ) 坐标 平面 上 讨 界 无 限 点 集 吕 至 少 有 
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证 WEE GE RANG. MEEA A AIEE K D. EC 
D,.Bl n, & 4j E B9 75[B Zr o IEE PORE D 的 中 点 ,将 六 
分 成 四 个 相等 的 闭 第 形 区 域 , 必 至少 有 :个 闭 年 形 区 域 DSCCCDO 
EAEEREN. BEHE SEDITRBOE K D; 的 中 点 ;将 闭 拭 形 区 
H D. 分 成 四 个 相等 的 闭 和 矩形 区 域 , 必 至 少 有 一 个 闭 给 形 区 域 
WIC RH E HERET A EERIE TA AEE 
域 州 ;iD,} ,有 

D D,OD,O-2D, 0e 4; 2) limdh)=0. 


a— Rt 


每 个 D RET E HERE Tox. 根据 闭 和 矩形 区 域 套 定理 ,存在 唯 
一 点 了 展 杆 所 有 的 DBD 
(2. = iP). 
tL »2-0,32€ N.f& DLCUCP 00, AEPA A E ze 
DAB Pe EBJES.TJÉEXAS—TÓES 
15. 证 明定 理 4. 
定理 ACRI Pic o HE D e] CP. A 
V0.3 NC Nam NAH | PL— P, | e 
WE > CAAF]. cR limp. =P, R] 
Vic 0.3 N € N.N n NA P P| e 
TE, Vamo 
(0 BS Pal S [P PI IPS PI 2e 
<= RAD (Pa m (G0). 已 知 
Yr 0J NEN, Yn, >N, H IP,—P,|E <e, B 
|P, — P,| — v (a, — Gmn)? F G, — ba) Le 
从 而 ， |a ia| Ze SS |in bu |e- 
AR p P tar Vic o HE DI CA a.) T LL B E 


ma, = a, 与 limb, = b. 


根据 引 理 ,有 


lim P, Cab O = Pta,b), 
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BIA CP. crt. 
练习 题 10.2 


(讲义 了 》 下 册 , 第 155 页 》 
1. 用 极限 定义 证 明 下 列 极 限 : 
QHim(4z”+3y)=19. 


mi! 
证 Sti. REl 3 Sls— 1|] I8. 
iz4-2| — |z—2-F-A[ I1x— 21 4- 45. 
| (4222-330 — 19] — | 422 — 16--34— 8 | 
x4|z4c-211z—2|2-3|y—1|«20Clz—21-- |p — 1 D «e 
RE FUR 27 2| s lr 10g R6 1570. T 
Vi2-0,36— min (6,69 220, V y) ja 21 «6 S |y— 1] 


<d, Hipa, DA 
| CAz? 十 3y) 一 19| <e, 
即 lim (4z* 4-33) — 19. 
工 一 】 
gi 
3) li EP o 
( m ab C 


证 Ye>0, 要 使 不 等 式 
2zy 
z g 


2 
zos lz < zl <e 
RA, RM I| ó—e 于 是 

Yom0,d6=—= OY Cry); [z1«5, |g| 0, Hn 4025 C0,0), 


有 


ay 
zy oen 
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m zig 
5. e P f(x ike Ey» 证 明 ; 当 点 tz, 四 沿 通 过 原点 的 任 


RẸ 
u ztiy! 
意 直线 (7 一 mz) 赵 于 (0,0) 时 , 通 数 SC FERR., HREH 


但 是 ,此 洱 数 在 原点 不 存在 极限 ， 
证 设 * 一 mzkm 是 通过 原点 的 直线 的 斜率 ),m 天 0, 有 
m! zê 


lim E = ii 
e (a d ans E 《于 十 miii): 
gü 
m'r? 
Cm wo 


riy — 0 


4 m=0 H, E; EA 
zty E 
E Gy) E: GF yn 
即 Gu GUDHHER AR y= mz 赵 于 (0,07 时 存在 极限 , 且 棚 


限 相 等 . 
(ERR y —2, I 
E: TES Er 
Br MfG un c yet OTER. 
4. 若 将 函数 SGS ES ; 限制 在 区 域 D= {zp | 1y| < 
2), 则 函数 ftz,y) 在 原点 C0,0) 存 在 极限 (关于 D). 
证 PM D= itry) | gl mE 10.4 的 阴影 部 分 . 
V 67 0, 3E RETI E (960) 
3 u 2y 
=! | ELE 


z? — y 
z? gt 
23? Ig| lel? 
= e 所 h xat 
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d. HAN 4 一 * Dd 
Yew, JiS V Gu) 
€D:|z|«ó.|lp|-— H 


(2,4255 (0,0) , dj 

a— i l 

a Ta Lime 
HECK F DEG D= pu 
点 <0,0) 存 在 极限 . | 


注 在 点 (0,0) 的 邻 域 内 ， 
函数 Gun Les, 


下 十 六 
DARTER. 事实 上 , 当 > 图 10. g 
A i - 和 一 更 
L0.g9—O 时 , 却 py l. 
5. WERA : lim f (x y) = ACIE. 1=t + reos ,y = yot rsin ) e> 


Yei g 07 0. Yr Ger Y A G, Eq 
[frst 7cos0, gs 十 rsin 一 AÍ « c. 
证 c Qm fc.» = A, H 
n 
Ve220, 367 0, V Cx aD [zmr | 8l hymyl E Gn 0 A 
(xoryn) ,有 
| f(z.g)— À| «e. 
设  r=z t rcos8.y — yo vsinO V 0, 0707 2 7E 
[zr — zo| = |reosd| r, ly — yo) = |rsin?| zz v. 
IE RAPI PU ,和 有 
|z — rcl «L6. ig — y| «6. Hn A Gom. 
则 | Eryt reost , ga d-78in8) — A| — [fr 40 — A | ee. 
= BAve0.3602 0, V ri0-zró. V 010CO 2m, 有 
flro 十 reost .yo 十 rsin — A| «c 
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BE r= H reast, y= ys rsinO. V 8€ [0,20 j, 在 


|e — ra| = [rco] Sir. |y — yl = [rsin®! XI or. 
ó . 
H r= VG—nYcG—s dE 9 一 一 一 .于 是 
2 AE 
j . 
Yr 0.3 qn 0 Y Gus [e= r| on rae LE GEB 
A ore. RHGGav Gon) 
[fir — A| = (ze rcosd go + rsinf) 一 A] « e, 


lim f Gr. y) — A. 
rh 
8. PF FIBER 
(3). Emer yDin Cr Hy). 
r—10 
g--D 
BEO 应 用 第 5 题 - 设 > 一 recos0,3 一 rsin0. 有 
lim 4 ant 二 a£) = limr(sin? 十 cos? Ing. 
ic rt 
+Ñ . 
yp:0sos2r .有 
| rin? 十 cosinor | zi |47lny |. 
ZHI im trinr= 0CH, € 6,2 45] 80. 于 是 


lim(z + g)In(z? + yt) = 0. 
x-a Å 
y—0 
(49. dim YT d-r655—1 
7-0 2z 3g 
Qo VET HE Ax2CIH- 565 —1 
解 lim 2z p d 
3-79 


m C CU CLIE 86 — DC OT AZD Ty 4-1» 
E (22* 4-335) C CT A8 (LH- 932 F1) 
lim (Ir AzD (E 63)0— 1 
Os 8g CO de X640 4-0 
ety? ' 


eol i Gr 43) HA Hby) 5j 
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—[4-0—1. 
PER 
注 其 中 iim ZY =o REE, 


2+ 382 
24r’g? 12z*4* 12 
= == |a| 0G — 0y => 0). 
2s + 3| ^ AE jal VE 


T. 写 出 下 列 符号 的 定义 ， 
(D lim f(,42 A. 
dem 
管 Ve-0,3 E20, V (n, 4) iz2 By B A |f D — A | s. 
(2) limf, p) =o. 
答 VB0,4600,V G.40:|z—a|«0. |y—5| «9, H (ry) 
CHOPE-MEICHE OE 
(3) lim fx 的 一 十 cc。 
EE 
答 VBL0.45620 5 AD0,V(z.q)D:lz—a| «0,427 AL 
füix.g20—B. 
、 , 1 
(O GERÁGUD C BOHESI inampa o. 
ry Lai! 
EYD 0,3 A79 0 5j 672 0, V Gr Dia A, |g —5 | 0, E 
| frg) — B]e. 
证 Y4>>0, 要 使 不 等 式 
1 1 1 
zi ay = 3 F 3y = 3G Y y» >A 
1 
w, A 1 一 一 一 ,于 是 
成 立 , 只 须 取 a 于 是 


V42-0,35— L0, GD del «có, [yl o. EL Ga CO, 
v BA 


] i l | 
05H PFa rt) $874 
; 1 u 
Pp im pgp o9 


8. üEHB : $ lim plz, y) = A, lim gr, = 0, H TE Gro i0 RI AB 
FH TU 
有 [f(z eG an og G un 则 lim FG.) — A. 
证 Climer 0 — A Slimg( a) — 0. Bp 
V2» 0,3 670, 
V Gy |z— r| «6, |à— go | 0, Hr DE Gro iD 有 
plr, yp — A] «e, 
bi |z— zi | «6, 7 一 四 | <3, 日 (9 天 (zoom 有 
[pr 42 — 0] — 1g aD | s 
于 是 ,Y (x : |z— 2s | «6, Ig — yo F6, HG aD 3E Gu sg) UH 
eap — A| x fr) 一 gz + plesy) — A| 
mop.) 十 lpg — A|) Bf 
Rp lim f(z, y) — A. 


注 《讲义 ) 原 题 抄 写 有 误 , 如 是 改正 . 
9. 证 明 ; 若 YQEVCP,"), 有 了 C9)<gC8), 且 极限 imf(8) 与 limg 
S er 
OFE  Willimf CQ) simge). 
gr WP 
证 Bims) —a 53limg(Q) =b. (EVE ss 
e Q—r 
用 反 证 法 假设 a tim (Q7 limg(Q) =b. H a— t0. 


a— 


340, V90 IQ—P| A R IOa c 5 At 


IG. 


3520, vVQ:0«z [Q— P| «à, lo) —1 «7^ Ji 


ab 


OLT: 
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jóé-—min(5,,à;) 2-0. V Q0 jg P1 «6,8 


«(QD < E: « fq. 
5 p F Bl ` 
limf(Q) < limg(Q). 
人 gP 
11. XESE ERE 
2xy 3 z 0 
sew = EE Tn 
0, z*-[Ly d. 


fk I E (0,00 2 SE SEP ELEC y — TUB ESO OE. 
但 是 二 元 函数 在 原点 (0,0)? 孝 不 连续 . 
证 YER 与 YzER, 分 别 有 


. ` 2 
limJ Gg) = lim z ii z 一 0 = JOD. 
与 timf (r, y) =lim rE .—0-f(G,0), 


即 Jr 四 在 原点 (0， 04:38 a 与 了 都 连续 ， 
=y 时 , 却 有 


` . 2x; 22? 
limfG y) 一 Im Sy = lim 2 = 3€ 0 = f(0,0), 


r0 2x 2 
mi =F 


即 fa ERARO OPERE ap ERAO DHA 
极限 ,当然 不 连续 ). 

12. 证 明 ; 定 理 2 中 的 乘积 函数 S OA Ps 连续 ， 

定理 2. 若 琢 数 JP) 与 9(P) 在 点 Po 连续 , 则 £OPOg (PO [E P, 连 
续 . 

证 CE SoS gE Po 连续 ;县 
3 59/2 0.M P |P — P&| — 6H 

FP — fO | x es 
J é > D,Y Pil P m P «Ad 

[gCP2 一 gPa) | Z e. 
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又 已 知 gCPO 4E gi, Pv ES AER C HE EI 
jMI0.325:-0,VP.|P—P,|« ds A 1g CI LM. 
PCP) 一 fOS0gC(OD| 十 EEPO gP) — FORDgCPS) | 
s IgG» lifam ~ f(P0|- HON EIgOUm — eC) | 
mec UO e OL. MO De 
即 fCPOgCP) TEA Po 连续 . 
14. 应 用 致密 性 定理 证 明定 理 5. 
定理 5. CAHE Ere FO CORB DC D YE EE LRL eg E 
JOE DA FBR M 0.v PEDE IFODIUM 
证 ”用 反 证 法 . 假设 fO dE D J.R 
V M70,3P,€ D. fii | FCP) | M. 
HM-—IERFBJP;eD.fdi|fXP l1. 
当 M—:£B.gPCD.E||II2, 


当 M—n»B[.3P.€D.fi FEO | >n, 


于 是 得 到 有 界 点 列 {P.) EYEN, P ED, Hlimf CP) —co. AR 98 
HAPEE, SUL UP fr Aen DEBIT SCIL UP.) Kimp, PO D. 
CAR a LI SPOTE Po ES FE lim OP, ) FU GR 0 
3j - p. C A lim £ CP) = 9o, JA hi 有 Jim f(P,) 一 co 与 
tim £C, SPOF p. BEA FUP 8H RE CBE 了 上 有 界 . 
15. iE BH Ld ETT DOR, OG 函数 ffz, 打 对 变量 > 连续 ,对 变数 了 
满足 利 普 希 欧 荣 件 . 即 Y(z,y Gun) € GT 
ECG — FG. s Ly — ai. 
其 中 工 是 常数 , 则 还 数 ODE G 连续. 
证 YPG) € 0. ELA. JEA ER. £O TE ro 连续, 即 
MERE 


Ve0,30,70, V2, [z—2z»| < 页 ,有 
|f Gs 一 fion] 
再 由 利 普 希 蒜 条 人 忻 , 有 
|f.) — fGsgol s Lily — nl. 
Jazmin 07 09v cp eas nlzó e n SUR 
MfG 一 fGos | 
xod£fGa) — fG.yD | |f (lx, go) 一 fGosyo | 
«Lips — yl df — fC) | 
< be +H e= Lll, 
即 fOD Peyo E, A SOE e E. 
16. EHAR aE R E, HL lim f 540 = A, IU ER x 


fap E R 一 致 连续 . 
证 EU fua) A, 
V e> 0,3 B2» 0, V Gy) € R’; |z] >B, |z| > B, 
fir — A| Za 
从 而 ,W Gop) s Cryo: la >B, nl >B, jan B, yp] >B, 
(Fery — fisy) | 
& lfp) — A| H (Flg — A| m 8r e — Re, 
BI F(z, 加 在 区 域 D= (Gr 40 | lel >B, y | 2B) — SO E. 
已 知 f(z,#) 在 有 界 闭 正方 形 区 域 Gm (Go Ls EB T. 
ly 过 8 十 1} 连 续 , 从 而 一 致 连续 , 妈 
对 上 述 0,307005 D,V Gig Grng2€6 Hz —22l 
«o |y 一 总 | 之 5, 有 
[fGi gy 一 Fay x e 
FÆ, V Guy Gon) € R'iln—znicóo [gi — 12 | 6 CBE BSE s ER 
《zi 如 ) 与 (52;9:) 同 时 属于 D 或 同时 属于 6), 有 
o [Firg — Fra a) | < e, 
* 340 +» 


即 f(z,#) 在 R 一 致 连续. 

17. 应 用 致密 性 定理 证 明定 理 8. 

定理 8. C SGEGHAO US f(P) 在 有 关闭 区 域 D 连续 , 则 J(P) 
在 了 一 致 连续 . 

证 用 反 证 法 ”假设 了 (P) 在 D 非 一 致 连续 , 妈 

352-0,97-0,3 P ,P*€ D, |P — P"|«6, 有 

| IFP — fO 2: o. 

A g= 1 BE3PSP ED [P PER [LC ) - $09) | 
ZEE. 

当 6 一 二 时 ,3 Pa PC DLP Php cR 

|fCP o — FO") | > eos 


A a= Bp PP DIPL PET UE EDE) | 
Ze, 


从 而 得 到 两 个 有 界 点 列 { 产 -} 53 UL) 根据 致密 性 定理 ,点 列 { 严 ,) 
TEEICBICT P CP.) Blim, 一 PE 六 又 有 

limP", 一 lim[CP — P) EP,]—- P€Dn- 

一 方面 ,已 知 FME Ps 连续 ,有 

lim |P) — FPD — EPD — FP) | = 9; 
另 一 方面 ,已 知 YmEN, 有 
APD) — FOPLO E os 

与 im |F O = FA Té £O EE RE BL DC, D — 5k 
x. 

18. HE IH -RR lim (O FE 

V 20,3070, YP, Pr: 0< |P — P] 5j 0 Pe Pol «6, 

= 34i- 


[APO -- 了 Ps)] «e AAE 
证 => DNI lim FEP) f£ fe i lim f (P =a, B] 
0,3570, YP 0L |P— P.L có, 
| JXP) —a! «t. 
MIY PILP;SOSZI[P,— Pol ez8 5 Oz [Ps— PS 5s 
[ICP 一 fePs)! 
LJIP 一 上 十 | 一 AP | «eb e 2s 
* phIV en 0,362- 0, V PL,P,L0&Z [PL — Po «8 5j 0c [Ps Po 
| «6.8 
[CP 一 了 (Pa | m 
fERCGESUMERU LTO FIL (9-1 E Qe Pas img = Po. Aff, 
对 上 述 670.3 NEN Vm. az N34 0 |Q, —PU] x0 与 0 [g.— 
P| 二 5 时 ,有 
ien) 一 了 GD) mr 
TR S5 X PU a gu ui SEHE UL, OL TCOER R PU (QI. LE Que Po 以 及 
lmg, = Po RAQO 1i S 
E EEH. E ITE H ay ER E E A A AAAA (B3, 
H. A7 Pos B, Po, im A = Pa, lim B, = Po, H H im f(A) 一。 与 


CPor lm =P, iri] KEDAR $3 CR D B) p E P9 
相同 的 极限 }. Lp REAY R. FlÉ.e-—sg. 即 它 们 有 相同 的 极限 ， 
并 设 极限 等 了 a 

ROUX PERH , lim f CP) = a GR AE AE TELE TEE EDU RE Tim SOO TETE» 
它 的 极 限 只 能 是 a3. 

FILS ERR (PR Vim JOa, B 


P3422 


3e 0,07 0.3 ELO LE— Py | 0l 
FCE) — a| Z9 to- 
VENA 6— 1,3 E, 0n LEA 
HECE.) — a| I t 
AKTE M TEA H EAP » lim E, = Pos RLPS GEO TAS 
WAT a. SERET TE FUOD E Pa TETEA RR, BD Him f CP) 
存在 . 
18. EH FAR faz, 妇 分 别 对 每 个 变量 z 与 ?都 连续 ,并 对 > 
又 是 单调 的 , 则 函数 f(z,y) 连 续 . 
证 V PsC an. ELA. Fr 40 XE Pi 分别 对 zx 与 y 部 连续 , 即 
AIEA 
35 r=, H I CEs y) SEE i8 |e 3X, 
ec S aE isyo) — S Cogo e 
Yyyy Ei, A firni floti, yo) |e E 
— ex fient y) — f (xud-ó. go) e 
X EH fix. a0 zr AERE BS. Wr E A HEU NN. 
V Cry) ro — óxido yo m diya H ,有 
了 (za 一 0,9) SX f(x.g) sx fo H 6,4). 
于 是 ,对 上 述 05 620.V Gy): jr rl 6. [y — yo] o, Ep 
E ERA E 
fira) — figo Sa frs H 0,30 — fro yo) 
— [£o 十 Gy) — fs T 6,y0) | 
十 [fro + ,80) 一 了 (zol 加 « 2e 


与 Fersy) — fr ge ze fr — 05g) — (ros) 
—[fGo— 8,4) — f —9,g0 1d- LfGo —6. 280 — fto s: 1 
Z-— 325. 


Hl fersy £e PoGro ano XEZE LM md £O sae f&. 


. 34355 


20. 证 明 : 若 函数 Fr aD dE D— (Gu Jas es A os ys BILE 
B RRA ( o (0 HE La 41— SOC. H bg. GO) BLU BR ER 
Fela) = f[zx,gp.(22], n= L2, 
Ele A ]— Sic c. 
证 已 知 fz: 六 在 有 界 闭 矩 形 区 域 了 连续 ,从 而 一 致 连续 ， 
即 
V:70,3070,V Gig Gag) € D; |a r |i, dg ài 
5, 有 
Ifi y 一 了 (ze | me 
特别 i Srs, |p yl i A 
JG.g — fil x e 
CA Go. GO HE Ta A ] — Sic Sx I ER 0720,93 NC NY, m 
[qu GO 一 e GO | «6. 
从 而 ,有 
8B (FG 在 [a,4]-- 致 收 襄 . 


练习 题 10.3 


(讲义 》 下 册 , 第 176 页 ) 
1. 求 函数 


ry Vi E 0, 
ren- FFP r + y E 
0, zac 0. 
的 偏 导数 . 
解 ” 当 空 十 这 夭 0 时 ,应 用 求学 公式 


(3! dp y0-y—1ip:2x —— y! — uy 


iG FR TEE 


. 34d“ 


MEME £r d- y rr rye 29 — r—ay 
UC Gr 十 yy G F yn 


Ha = OREO O O LZ ASE o NL 


POD tim [3.3600 TOD -0， 
von Ar 
POD = Jim ÉD — (00 L g, 
MD MN 
2. 求 下 到 函数 的 偏 导数 ， 
(2) am—— 
"EE 
十 六 一 了 - EE 
sz Mo 2 yty 如 
di atat i TTE 
G? Eg!) 
Dac 
au 2 LEFF 一 好 
à zy i 
J x -Hy Q24-9)* 
(40. a—In(zc V5? ). 
解 LM l | 1 十 2x ) ] l 
dr 工 十 7 3i 十 加 2 vr Vr 
Mo 1 . 2y u y 
Ay r+ /ai-pat . 2 ET /十 Vy 
(6). arcsin uh C z|2» [g]2 


du Ln i | 1 
解 Je — - t . 


| 一 全 一 六 ? fp 
zg? zip, 


. 2r(ztd-y*)— Zz(r—g.) 


" Q^ Hgy 
" n Sys 
ylety ' 
ow i .1. 1 
dy F7, |. 2 
[1-55 
N itat 


o Ey)—29G —q4) 


. (x?) 
ty AT Y) 
jl e= NN 
(8) ez 
y 
adu | x1 ]. ziz 
& zl] D 
zod i] NNI 3 
ay Uy | j| yy 
du rl r zì 
x Im 二 =| 地 (Inz—1ny? 


5. 求 下 列 复合 函数 的 偏 导数 : 
(2. s—jfO asl r= sti y— 5L 
à» afar, Əfðy 8f, ,Af 
解 as drds FEE Jg? 
a afa, alw Ayy? 
Jt rə dgot ` — Oy 
(2) u—JfG,p,322,fffiz—r?d- s Oy ri—s—r, 
z= — s Ë. 
解 XA Yy Ifar 
F  dror dydr  dzdr 
af 
2r 
ir» Ter 
gu af ez df dy "P 


Js ards 3y 2s 22 ds 


一 2r + 


i-e. 


—2s Aas af 25 2 — 2s 2f 2f A D 


ay dz Sy E 
au afar, Of2y , Of 97 
E T 8s dl ui Jt aA 
— 2 - 2f Sf af 2f 2f 
DERF + =u F AAA 


&. —— 
(2) ER. 2 一 arctg 2 一 


y Az 2z : A 
y 是 方程 2 二 Y y sin2z 的 一 个 解 . 


* 846 >» 


de oc ] . 3 a—gy)—G—,) 
i (一 的” 


00 2x5— 6-4 ba 
一 的 《一 
加 dz ry 2 
同样 a Gagie 
az dz 2G—312 —3?) 


T gT? ayo (z—yY Ha E 


dr 


PH 
已 知 tgz 二 ry ;有 
P — p 
5s _ Žłtgz z—y# 
singz = IF e n ETIE 
Ee 
2 - 9») 
(0€ y o GP — a» 
EJ T ao ra, =sin2z 


于 是 ,z 一 aretg UR T T ry S 7sin2e 的 解 . 
T. WEBI LR PG 5. PLGGaDTEXUE S DR Sp. 则 前 数 f(z， 
dg D — FUGEL. 
证 EA Gp PuGaDfE DAR R-LBII 
IMSY GELA LP Gao SEM A IPOD | x. 
V PL Gg PzGi ua € DT Qag € D. Veo» 0, RE IS SERA 
| fF) — fO = [Eeng — flr ya | 
so fg) — fel 十 feng — fra ya) | 
= |Psy en sul IfgsuDiim 35 
s MCGzi — 2: H- dn — n XL M |P -P| 二 


ORB £g x 53 n Bon XE n5 oe REDE RR é—3479 F 
是 


3475 


Vi0.3 d= gg VP PED, LP Pid, d] 
LEP 一 JP) = | fni — firey) 
sz 2M|P.— P. xL 

Hh fea E Do - 致 连续 ， 

8. uEBJ dre YA rro d b DX E rs ie BE OS BET DER 
变量 六 H POE 08 FEL eS RC Fr ao TE D 连续， 

证 YOy € D. WE FG TEH Ge aeo E E. 

V Get V yod- M2) € D. 35 | Nr 1.1 Ww | PR IE, HERE d Croce 
MA .guu) € D. 

已 知 一 元 蚂 数 frs TE xo 连续 ,有明 

yO Yl 有 

[FG Arago) — fuga] s ns 


X ELMI PG suo fe DG RB 
3 M9. Gp € DUE fiu! x M. 
FT E, Ve 0,3 ó—miniói 122 0, V Gro Argo YOE D, | xr, 5 
与 {Ww| 过 5 有 
|f Gra 十 十 全 一 Jo 
ro 十 十 MD 一 fGu dE Neu] 
十 (re 十 Mano — fn | 
== fr t rega 9x9 | [Nw 
十 Jr 十 Mean 一 fGrosga2 | 
SE M) Ayl) lf gn — ro | — Me H es 
= (M + I 
Rep oce S BU Oc uo EEE Go n0 Y€E BE MA TI PG eD Œ D jE 
12. RF D R T eH AL LEAL PR RC RR. 
(2) z-—aretg ML HE 


i 


ez y Dz | 1 


解 Z=- 


dr 和 十 天” 8rlina 2" 
az — à az — l 
g ca Alao 2 


UNS IDE 
一 万 (一 | 9G 19— | z 
IERTI FE 


2 ? 

13. 求 通 数 et ayt FE C, DOIE 53 x MIE RER e fü 
Bi: AAE TR a AEE F ERA REOR T KE D mh 
Wi enpr 0. 


dz dz 
RE 37 2x— y, 37 [7 
a) o m| . 
dr l.l) i dy tl. 
于 是 ,在 点 (1,1) 沿 射线 1 的 方向 导数 
dz | iT | 
žl coe 十 闫 | cos| 2 d 
= cosa 十 cos! z al — xw cos 工 一 «| . 
1 2 4 | 
zi 
当 了 一 a 一 0, 即 a it ARKE 
Žara, i a= i, EAA, 
e 


EE 1 u= 了 或 了 a= 27 qn ac Ea a= Tat, Ž =o 


14.3K FF TERES E A Fit Xx Zr AEI A 9] SR s 
(235. u—ii—axy-—z. BGROL0DELEROG,.— 1,300] 81. 
解 eh An n 


Seay F=, ^ 2. 


d Y dz 


349 


gu u ET i du 
dr | aoo ” cL un * az | aso. 


由 空间 解析 几何 知 , 由 点 C1;0, 人 到 点 C3, 一 1,3) 的 射线 i! 的 
PAGE AP 


王 是 ,在 点 41,0,1) 沿 射线 :的 方向 导数 
du 2 1 2 
S-vr$tcp-itf16$-3 

15. 4ESR . p x 

l, zy =Ù, 

0, zy Æ 0. 

在 原点 人 0,0) 存 在 偏 导数 ,但 是 在 原点 0,0) 不 可 微 . 

证 V Ax 0, Aya 0 A 

{O + 2,0) — f0, 0) 1—1 

Ar 


= lim = ĝ, 
Mr 


JG.g)— | 


f,€0,0) — lim 
一目 


了 Ay oup Xr 


即 f 22 ERAO OO £r de do SEC. 
EE [CLIE limf(z 4) —1, 


一作 


沿 直线 y 一 zx， 有 limf(z , y) —lim/ (G2) — 0. 
B] gg i fro YE ERR CO , OO TE EAR BR. s AIO. £C HE TRE ECCO. 0) 


不 连续 - 于 是 jf ,所 在 原点 (0 0 也 不 可 微 . 
16. 4E HH ; ERU 


zy 2 2 D 
fü 0 T +y 天 ` 
0, z*-F y! — 0. 


在 不 点 (0,0) 连 续 , 且 存在 偏 导数 ,但 是 在 原点 (0,0) 不 可 微 . 
* 350 * 


证 V Gao. H trl V E00, XE (IRAE 


2 2 - 
Fen = 0,0] = aL « ET, «up pu 


成 立 , 取 =e, FE e0, gói, V (Gru. Iz| «6, PIESCPE:] 
|fGz yo — fO < e， 
BB FG. dE CO, 0) XE SE. V AzzE 0 Ej 名 天 和 分别 有 


, CO 十 As,0) — f0 


00-60 
m -—.—— 一 


li 0, 
re 
f',(0,0) — lim Ht — FOD L im 90g 
M Ay son Ay 


Bl fG D ERAO OFERI 
下 面 证 明 £6 p Ea COLO) AR B] ilt. 
HREH. 假设 JG ERAO OTA, AE 
df = C0. 0) Ar + f! ,C0,0) Ay = Q. 
VGuD Hat yt 
zy 
A= Say) ~ FOO = a 
设 p= Xy. 9 一 好 人 天 0) ,有 
Af — df z 


lim 


r1 
P = lim 一 一 
09 P vr gm y GU) Bt» 


2 


kr? k 
= lim ————À———— = (t #0 
e aF a O ar 
HAA OD ERAO, O TATE M EICHOEQMOME SUE 
17. 证 明 : 曲 面 =e (a7 EER RC Gyo t nE 5 


EXE DET I AT d 
证 MD EAS 5. 4-71 


zÉ az m 
ar — zy! y xy 


* 3815 


dz 


a? dz "S 


Jz tg as! = Xjjo ” dy TE Cor 
JA ifi «Mr rij E FER ex Goo 20 B9 ODE 0 7j ERE 


3 à 
— E a m) —--g-—as-—G-u-0 


Togo Tayi 
或 Woo Ur — ra) 二 zozo (y — yo) t zoo C2— 29 2 — D. 
UPF iil 5j T 5n ERE AI 320,340. 320. 于 是 ,四 面体 
{ 看 作 是 锥 体 ) 的 体积 
: 1 i 
F = 3| T4 . LIE 3a 一 2 Tuas 3s . 


练习 题 10.4 


(《 讲 义 》 下 册 , 第 197 页) 


T. 3& FF eR SEE — ET SER 
(23 n=arctg --. 
E 
du 1 i p» y 
解 == i E! z 2 2* 
EY TE tj z a^--g 
Lr: 
du 1 1 £ 
z= (P t Saa 
dy 上 十 | 过 | x zy 
| x 
Fu 2xy Bu ^——2zy 
aS GE." GU GE 
Fu ga 2 一 zx: 
Ardy (eb. 
1 
Cd) a= — m. 
ZB 
du 一 了 i 一 
解 aT fom _ y —;. 
Gg n)? Gr? dea? 3o zt)? 
LM 一 
dz 


CETER AH 


Fu E 2r -- y7 — z? u 2y — z —a* 
r 12" E 
nr CETE TSE dy Gp, s) 
Pu 2 Qu 3zy 


97 (pyp Hd Quy uni 


Fu 3yz Ju Scr 


aydz (ri--piMRi)*s ddr (at-Rah-pitr 
2. 3& PP eR CT HE XE rg t 


Du 
uu ph 3s 
(2) u-rsinyjysinr, asa 
解 学 一 3zssiny 十 gacosz， a; 6rsiny — y'sinz, 
e r 
Pa a. T ou 2. 
as 6sing— y cogr , daa, OCOS 3y COST, 
Fu ; du u 
ar » == siny Oycosz, Aa 6Ccosg-T- cosz ). 
CD Ga) —esiny,— Sa” (0,0). 
解 TT Gu) —e'siny, f 
FA Gray) =e'sin g--n* $| . 
0 n-2k 
Üm p n1 RT * * 
21" (0,0) —sin Z= | 
fer 2 ((—DY7!, a—2k-1. 


4. 3R pg S 


2l. 
fisy) - UP. at da! se 0, 
0, z* pog? — 0. 


的 二 阶 偏 导数 P. (0,025 f^, (0,0). 
解 000,0) = lim 97900 — fC0,0) 


z-i z 


一 十 
2067 
二 lim -—]im 
了 


r- B 了 一 自 ? 


Viry) Bat yz 0. 


* 353 


了 YE》 一 
— i; P4012, — 7.0.0) 
有 f2(0,0)—lim rect 


Xr 
2 -点 2 
—lim 二 lim 所 一 0. 
rt T z—ü e? 
f, (0,0) im £20: 07720 — f. C0. 05 
Ip 5, ro y 
p d 


TA ./7.00,0) —$",(00,05 —0. 
6. 证明 : 若 umag EUR mtas l, lf 


Du Gu | Fut 
Ea lxx o9 G> 0> 0) 
M gu m—],^ du 用 一目 
证 a; 74 y. 3 7" y 
E 
Amo Dey, = Dry t. 
— 网 一 上 ,省 一 上 
à "mu y 
Fu Fu ui 
TES LC aa] 


=[mim— DnaG — 10 — min? Jeya? 
— [mu(mna —n— mH 1) mën ]a?n7?y?—? — 0. 
E aT AE Teosa sina, y— sinad tosa, bul 
| dui? 3Qu|* ja)? 3uM? ,. Zu Fu 
(a) ix cix) tla) 与 Rt RTE 
du du du du du 


证 A ae Bn, a x? sina 十 学 "n 
Fu du Fu 

-一 -Co0s20 十 一 一 28sinacos Fi inta. 

OS ar Try Zsina osat masin 2 

Du č Fu., Fu 

38 g a— a Isinacosa-- P scos? a. 


a 354 -* 


2 i2 
-E3 
eig ies ga imme gyne 
十 tam a— s 2sinacosa-- d a 
B Ea Aea OERE 


z= ar + bhs + oiy — amd bzs + estaz = ar + bas + eat 
EXC A 都 是 常数 ?有 


Fu eu Fu Fu Fu " Fu 


ar tap ht a at 
证 a Abu - T = 
ai Teen z Ite 3 x 
+ 25 "ma: 25 4 A 


SML 


.有 
Fu Fu Fu 


Fu 


, ,2 
Qa 4- B E Rene bcr ena 
n 


十 Piat 十 Bbg H cea) L— x 十 2€asn, 十 bibi F cei) Pe, 


. 355 * 


EH xam H-b sr etum aur 5;sd- est z= ar usc cut EGER, 
即 
atr E cedo d.a) db od o Laid -d-l.H 
tita 十 bibe F cts = QO.asug F biba + teg — 0, 
aati 十 bab 十 ee = Ô, 
FE, E ata a a 
9. 3 FAE R E HEU IURE RRUAS IV o 
(2). 了 (zy D) =a dea! d i uy ER COL 1D. 
- 解 Fl) 一 0 
HnMOPRMPLIMGSMESPLIMGPMIMPLIR 
f' C. ud. um PCT 1, — f".CI,1,1)—86, 
"uCl1,1) f^. CI, 1,120 1 1) = —3, 
FA, DS, 1,12 — f*3CL1,1,1)—86. 
fel 1,1) — P211, —f£0,:CLI ID 
=f" (=o, 1,1}=0 
fet1l,1,1)—=—3. 
高 于 3 阶 的 偏 导 数 都 恒 为 0. 于 是 ,出 泰勒 公式 ,有 
Firg) = dr aü d £8 — 3xyz 
—3[G-— t G— D* - G— D*—G— DG i) 


— (y — DG — D — (z— Dé — D] 3- (x — 1? 
+ ig DA GG-—1»)-—3G 1y Diz -— 1). 
TORR G me! fp e CH, DRRR TC 
解 plf ballag le gtl, E 
en SD ELU., m -y Ut 


1 1 
" ri n zi n 


VG.) € R^ 3x BT RE ECCE S X Co. HESS S 9.1 定理 14, 


Scd», > Qr d D 


[ 1 
- nl » "n 


seti 一 


NS NS Cm y D" 
— 一 4 . 


一 ntm! 
12..K PF X E E s 

(2) u—(2ngr— ir 2)(Bb 40, abd. 
解 令 


gu = yda — r)€2b — yp) = 0, 
dr 
E = rib — g)(2u — z) = 0 
Eri Fi da = f. 
解 得 五 个 稳定 点 ,(0.0) ,cab) ,C2a,25) 0.200. (28,0). 
du ] 0072 u 
aoc Wb paa z)(5—g3), 
2 
TH 2:(a—2. 
ay 
Arsy) = 16(Q1—2)* (5— y Y — Axg(2a—z) (25— y). 
-" o 
Mab) dab 0. 4 一 2 0 ——2B8 «0. 
dx [| 


下 是 , (a.5) 是 函数 的 极 厂 点; 极 大 值 |en mt. 

A(0,0) = X(2a,25) = A025) = A(2a,0)0 = 16a?5? — 0. 
T dE. (0.03,(220, 253. (0,253 , 20,0)? 都 不 是 极 值 点 . 

GA) Che eati Oacb. 

解 令 
E: — 2z[a 一 (ax) 十 byte 1 -— D, 


ET 


. E: = 2g[b — (ax! + b! ) e 1 — 0. 
和 解 得 五 个 稳定 氮 ;(50,0), (0,27 DD, C4 1,02. 


Uu 24 4 z ags i eg 
xi C2a— 102? 4- Aart — 2by? -p Abry 2e unn 


Ži = (2h— | Obg Aby — ar? 4- darp eT 1, 
y 


* 


Fu (— 4bzg — dary + daz y-t dbrg’ )e- ^ i 


drdy 
Pui? Pu Fu 
MG | ga) P aë 
Fu 
C0, 0) — — Jab D, AA —2a7-0. 
o f 


于 是 ,(0,0) 是 4 的 极 小 点 , 极 小 值 是 #46w.w 二 4 
ACD, dE 1) —— 2€a — b)(— de «— 0, 


Fu 


A — xi 


= 2(a 一 De ! << D. 


Oi 


PEO EDE a 的 极 大 点 , 极 大 值 是 sl 一 二 


SC 1,0) = da 20 — oe ?> 0. 

FPE ELORE u WHEA 

14. 在 半径 为 4 的 半球 内 , 求 出 体积 为 最 大 的 内 接 长 方 体 的 边 
K. 

解 ” 没 半球 面 的 方程 是 

z= ë rcy. 
设 内 接 长 方 体 的 长 , 宽 , 高 分 别 是 2ye 于 是 ,长 方 体 的 体积 
一 4zyz = 4xy VE — ag. xl 0,479 0 二 


E 
Ed 
u^ — x* — gy 
X z a a ? Aay’ = 0. 
lel 1 ' | VE 0 
REE- BEN [7g "i 由 题 意 知 ,7 必 取 最 大 值 , 又 有 唯 
“个 稳定 点 - 于是, $: t AE x| FF 取 最 兵 值 . 从 而 ， 
内 接 长 方 体 的 长 . 宽 . 高 分 别 是 ZI n FE 


+ 335» 


ud 
15. EA 3e 38 a5 BERI d SE IERDUE H AR A, SE E 
的 底 与 高 各 多 大 ,才能 使 渠道 的 湿 周 (两 腰 与 底 之 和 和 ) 最 小 ? 


n 


图 10.r 
解 ” 如 图 10.7. 设 等 腰 梯 形 的 下 底 是 >, 高 为 *, 午 与 底 的 延长 


AA rco] SOR HOS I CAMISA 
A 一 Q0 十 2hetg8)h W r= £ — hctgB. 


TE. 


OA /— 2h A , h(2— cos) 
Lk.) = kogt ing — k sing — 
ES 

aL 2— Cos 
, i 十 sind ”一 0， 


æ- hsin?O 一 &(2 — cos eost 
a sin*8 


SHE RUEA LT MERA DR LCh,0) 必 有 最 小 值 ， 


= 0. 


£ 


又 有 隆 一 一 个 稳定 点 ,于 是 ,L0410) 必 在 稳定 点 LA, 取 最 小 


(I SAREE em A ier EI i AA 
XOU S SUR SRI 
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16. HERH : y a firi ars ufi] x—r0osp.y— rsing. s= z, [Kl 


cu du ecu F E | du | oga Du 
ac ay T3 7») tu y T ee xx 


. à h 
证 = Seo sgt Pss 


Ar dr 

duc EE . anu 

"po ET di net, "oa 
e n m cu " di 


Fu 
3s = os q23 gin sin gp, 


Fu Pu, 2 cu in pcos eS a 
E Li sin* "po TU sr os? 
dp! 7 ag P— E Uy Poo ? 
Jat 
p 


du 
一 3, 008977 3j rsinq. 


mu af Pu Pf 


dz dz — d£ ads 
Fu 1 Pu For Fu du Pa Uu 
HL | — . 
TE. p uiri * gay RT ra c dz ač ^ ay | az 
17. 证 明 DEP f(a) u= au(x go enixa) IEEE n I n 


La Je de o gu 
TOLE TTI REEE 


Fe az [YR PESE EP RES (8 i? 
à 十 u s du? ge? | | x] T | Ay | ] 
+ dz o dzgdu cde dz  dzgu dar 
证 dr o Our har" ay T ETET 3e dy 
Pu dazji du)? Fi mar Fs ardu 
dro de | Ar| arArAdr dru dr de a 


i dzcu, zd 
| TELE. 927 
del A dx] + dau dz z + dr az 
mi, us 本 Fz dui | ”a Mdr Fa Or eh 
Ou^ ou dy | Miron dy ydy Ardy dy 
Fai dr Azu azor 
us | = | (2) 
dvd dy: Oud ^ dn EN 
dude , du dr 
! — 一 
Bsp ge tp jy | Ro L2 0] ,有 
Fu Gu Aid zi du 
dz dr ox l Ar Ay | dy 


* 360 = 


十 


d [5 dr 


Aion EJ i adr Wr He o 
— 8r) Ay! 3l dr] ayar dry C 
e Tue t + 
(DX SCALES FUE BT. BEI FH] iff ES m pH E 
Jr RA 
Fz Fz č dijduj* EIE gu | 


ae dg o fj | ar 


daj dei? Oz dei? 
Om! ar | sl A 

gu 引 Au | z Fazi 
drei E hh? 


2o Faj al : 
o put l ex | 


Ju! * 
A 


[25 4 27i TM du 
sit eps + |l 


18. uEHJ E PG Lf GI Tatr TES PO yo) SERE 
ft H fru Ga TE SR PG n EBEN] foco (E POs po tL APTE, 
H 

Tr) = f'eGaun. CRER ! ag Ae PE SS 

证 gr» POGy ano TETE ARE Br E X. 
累 次 极限 
Frey NM) — flo yo) 


"yeso = lim 


Ag 

u MEI 二 go H MD — fro TO MP 
= lim — —————— 

全- M in T Ax 

MERC: 十 Srm? 一 fris ya) 
lim 

, Firo F atu t 全) 一 天 so 加 十 二 — fro + iga) + Frogo) 
= lim lim 一 一 - 

和 

Ww 

= lim lim 一 一 一 


M00 AAY 
TAE H p W= firt reyot Ng — Fia d- M — Fro t Nr go) 
十 fn ,2)- 
Ip] FE «f£ Geo sy E n T TEE SCR M 


| 5i» 


w 
, = lim lim .—— 
PCT FI» ara Ape d Ay 


FEWE, RMR lim lim eyeeeoi fe Go n2 Æ). 为 
此 ,首先 证 明 


- W 
lim ww Ar m = fxo syo). 


上 事实 上 , 设 plr) fr A — fr au). 于 是 
W = pz 十 Ar) 一 pir) 
根据 - -元 函数 的 拉 格 朗 日 定理 ,有 
W 1 1 
wA nrag PC + ^r) — plr) ] = y 十 9 Az) 


i MERS FAE eA) — Fi H Oar, yoy] 


= fü 十 Ar, yo + SNR, 0< 0 1,0 = 8. «— l. 
已 知 (zi 的 在 点 Pr 连续 ,有 


W 
lim pervia JA Gro safe. 
x ü 


X. ULL 了 -zs 所 与 了 (zz ao dE SP Goss AB BETYEXE. 所 以 , 当 
A 充分 小 时 ,极限 lim Lege. 根据 $10.2 定理 19, 有 


Ww Ww 
" 1 = li im -一 一 = H — = f . 
fs tosya) lim lim - I i Arg fs Gg) 
M 


B P^ Gan TEAE EL fs Go n — fu Gs 3o. 
了 .证 明 : 若 函数 ffz, 妇 在 点 (0,0) 邻 域 存在 二 阶 连续 偏 导数 ， 


(D M S 10. 2 SE FR LEO UE BERT FEL lim £a) m FG C im FC 4r 
žer T7 DLE 


n 
rF*nm 
在 , 则 
Jim Je #} = Him lm für.y) — (ek lim firsy) — lim lim f(x,322. 
"n * Cà Ut 了 “80 mn 
rj " LET] 


” 362 -* 


pu 


f(22,e-3) 一 2f(&,e-*) + (0,00 


",C0,0) = lim n 


证 4 1CS OD (BUM 28e co UAR LIN BU IE M. h 
B AX ORBI LED SB 


fl 24,0 à) = f(0,0) + f,(0,0) * 25 + f,C0,00e7 


十 AON 十 Fea lEs p) heh 
1 -L 

+ 3f» Gi me à. 

flh et) = f(0,0) + f',(0,0)8 H f,C0, 09075 

1 

十 PAC T CREME 
1 H 一 有 

十 zf MUS a 

其 中 Osce Dh. Dez Ce A ORC Ah em e 1. 有 


Flare n] 一 2f( r,e 3) 十 fC(0,0) 
= f,O0,0(e x —2e F) H 2f'«Gi MR 一 f ge 


i 
十 2f". p Jhe E m 2 f^, (£2 n )he T 十 3 Pu me 7 


— fs mer 5. 
Bg fur.) 'aG YD f uad d CO,0 SE TER YE SE, 从 而 
Fap I aap EAG ORAR. 


易 直 : 
u un E un 
lim 5 7 = lim È = tim Ë = lim 5. = 0, 
beg” h aat h tr aot h 
- ou 2f CS uq — "us mo 
而 lim k? 


—2f",(0.0) — f", C0.00 — a00) 
* 363 * 


f(2h.e a) 2f(h,e7s)-- f(0,00 — 


lim 
! t 


eh 


20. 43 fx, tz tm Ls m P Fn xe t s (LCS 00 , BUB s 元 
BRE fx. one t nO E RARA R EB Li fOnsuy o RT VECES ER 
fG.g.22 FE EXE IR 

aft d- gf, dm = £fix. yz). 
证 — FSG c0 kK RKA, P 
{Etr ty tz) = fr y, z2). 

HERS GAT OR SCC XL SCR Sa A 

rfi Gr tyi) -+ gf Cx tute) m zf Kirsty tz) 
= 好 S Cey) 


", C0. 0). 


令 a—lH 
zf CE) E gf'.Gn gaz f(r) m Afir, y2), 
< afaGay afa Gago zf'Gs gu m kf Gn qu UNE 
REP ugs TEIRA ttt H I0 
fr ty d2) + yf! Oe dz) 十 tJ LUV) 


= kfii iy, tz) 
或 tf Or ys ta) J — hf tg tz) 
或 Pte rty otad k 
Ttrsty tz) H 
等 号 两 端 求 不 定 积分 ,有 
gast |^ 
或 in | f Crtg tz) | — Hnt4-C. 


4 108 Con UG aso LEX 
In |f zt t2| = In|ef er, yy) |. 
FI für tut) Ufo RES BELA | 
für tg = EG), 
El fG.g ,小 是 4 次 齐 次 函数 . 
» 3645 


y.z) 


必要 


21. ER: E S Gg 2 是 二 次 可 微 伙 的 二 次 齐 次 丽 数 , 则 fU 


SG’ Da fius ode &— 1 TKGFIKER ST. 


证 CUM FG dE TAa RR & IK GOGTIK ER TC. 03 3B 20 题 的 
ET) af (TF m Af yz 
上 式 等 号 是 喘 对 了 求 偏 导 数 , 有 
PG. c CPV Ib] y GIUM M CFI, = kf anu 
TCf' D dg QP D! de sCf! D' C&— 3M! Grana. 
再 由 第 20 BRAUTEAME LPs dE &— 1 XE ERR. 
[gs HUE JG aD Psy dE k— LIKOFIX IS ERCÁ 
22. HERE: Fr fO y o E RTL s RA RA RO RE ERE n Quen, 


$).g Qu pm) zr, n wo E B] Gb B m IRITIRA Sr, 


wt) = f[zQu,v w) y Cu. mw) zCu. vu] 


是 nm 次 齐 次 函数 ， 


证 由 第 20 题 的 必要 性 知 ， 

xf'; + gf, 2 = nf atia F pz. do ou, — mr. 
uy. 十 ong. wg! — my. ukla 二 PZ p F owit, = mz. 
下 一 
Fm f! unte fua! futu. 
Pm fr ft fs e 


于 是 un) 


再 由 


defun Cay py ?二 Ca 二) 
— mz [* tH my! t maf mr tyf y tf) 
— min f -— mu. 


第 20 题 的 区 分 性 本 本 了 ,9.80) (su SUO.) zn bw ]H num 次 


ŘS FF IK PK K 


ep 
E 


着 让 ze CEATA a MESC aco FEE — BET A E PLIE rm RC UR DAR 


Wax. 
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(QE X FT BE. 218 R) 
1. 验证 下 列 方程 在 指定 点 邻 焉 存在 以 * S ELSE HUI ER S Y 
FRZ 


GBYsine+ Zes- —0, e A8] t Ld 


zj 


证 设 Flx,y) 二 sinx 十 2cosy— -5 


D (z, y) = cost, FF D= sin 在 点 | E akci 


续 、 
2) JESE-d 一 0， 
3) EE 一 2 天 0 
根据 定理 1, 在 点 车 邻 域 存在 可 微 的 降 函 数 um COH 
dy — — F'(z,g) _ Cosg 
dx ——F,(,.g) sing 
2. Seu FF J; TEE E URBE TE DL ry 2g ELE EA SS ER 
B GERIT SIE. 


(2)24-y —5—cos(zyz) = D, E 8 (0,0, — 15. 

证 WE FG.Igy —zcby—2z-cos(ryz). 

Dr Cey = l+ gesin(rga) ,. Fu gu p rin Grip, 
* 365 + 


F'.Qr.g.z) = — 1 + zysinCrgz), 
在 点 (0,0, 一 1) 邻 域 都 连续 . 
IFO,0,—1)=0, 
IFO,0,—1)=—10. 
根据 定理 2, 在 点 (0,0) 邻 域 存在 有 连续 偏 导数 的 隐 国 数 :二 
fGaD.H 


LAN 1 十 gyzsin(zgz) _ 1 yasin (zyz) 
Clin(zyz} 1 — azysinCrgz)" 
az — u l4-zzsin(ryz) _ 1 + zzsin(zgz) 
的 — 1 + zysin(agz) 1— eysin(zgz) 


S.oK FAA E& Bro E AO E ERE PA SPD R S 
(D. in sz Fy arctg Pag. 
解 ” 将 方程 改写 为 

TinQ? +z) = arctg f. 
上 式 等 号 两 端 对 > RERO z 的 函数 ), 有 


1 .2 十 294] — QUÉ zy — y 
2 r? +y TI Ux 
rckgy! zy —y 
或 zB cj nu 
F 000g sty 
从 中 解 得 8 r—y 


4. 证 明 EDE FGsg 2 —0 的 任意 一 个 变量 都 是 另外 两 个 
变量 的 隐 函 数 , 即 z— Fa m Gr ,9 二 hss7)， 则 
à 3r e 


Or y 2s 上 
证 由 求 隐 汞 数 偏 导数 公式 ,有 有 
aF oF ar 
de č č mr a 3 p d 
ao T aP? Q W? XX aFC 
dz E? E" 


:367 


于 是 ， az . dr . y or dy . dz =] 
Aro Op dz aF JF aF ' 
az dz dy 
5. ds ub FALA FE R TE d ug ex M BTT AE ER BALA JER E B8 48 
导数 : 
adv—rdg 
an 7T cT X w; » - 
sme. 2 在 点 gogg g] R du F de. 
sint gy 


| Fi GG yu, n) y y—u-—n, 


证 B- E giu 
|F Crs gn, SO sins 


L) Fr, yu. r2 Ej Fix, quu v0 BD BEC P ER E E UR 


po T Om m E zh 
| 本 ,本 可 ,可 | 的 人 邻 域 都 连续 
,jr FF om oc) 
OERE AE AET 
2) ; . 
p| Z, Z Z 7T]. 
DETE ' 
EUN dF 
Ji dr i ! 
3)J 一 "e . Cosu  Sinwcosr 
EM E sine — sin?e |. 
c£ n P 
sinscosrJ-sinrcoss | _ 2 
一 sinir "m VEA 
根据 定理 3 ,在 点 | aog | AO URTEA EAE a A EA 
2H 


u = uir.) 
将 原 方 程 组 改写 为 
, T»-—rcds 


gsinz 一 zsinr. 


与 


v = vir). 


求 微分 ,有 (与 ， 


* JGA» 


“都 是 z 与 y 的 函数 ) 


pda e dro dr cb dy. 
lycosudu 十 simudy = zcospd + sinedz. 
从 上 述 方程 组 中 解 得 
foCosh + sinr)dr 一 《sina — zcoseody 
du-— ———7À. 
rcosn 十 gcosa 


(gcosz 一 sinz)dr + (sinu -十 gcosa)dy 
TCORS" 十 gcosu t 


6. EFA ẹṣ rata) 二 ya =z D ETE a E EE) 
连续 , 耳 


dn 二 


wo a 
on dr 

z 0. 
dy dy 


du de 
则 存在 有 连续 篇 导数 的 隐 冰 数组 Sapay = 
pO an. 
F CE, yE, P) =r EHT), 
证 d Fi(r,g.z.u.0)— y—g(u.r). 
DERE RETE TTS usr), 


DF Fa, Fy 的 所 有 偏 导 数 在 性 意 点 PO, gaz a,vong S dh E 


2)F CP)  FACPO) FUP) 0. 


8, 3e. BR] o |y moo 
dz gu ar eu ae 
oa 3F. AFaj ay dy 
SJ = dz gu Ari 0 Ju ar 
AF; OF. ar, I dz o dx 
dz du or " Ju år n 
| ar Ar 
hi dr 
= -ü. 
dy y 


du 0n | e 
根据 定理 4. 在 点 Qp BO 2E S Tr TEE YE £g SCC SEE PR C 
368 


z= f.q. = plr,y) — s.p. 
8. 验证 方程 组 


z!c-bogy* — sin(uv) + 222 — 2, 


Xy — sinscoss 十 z = D. 


fe 一 gcosQu»r? + z? — 0, 


在 点 P C Eos dos Zos o ro) =|1,1 9.5.0] 的 邻 域 满足 定理 4 的 条 


件 ,在 点 | 到 ,oj 的 邻 域 存在 唯一 一 组 有 连续 偏 导数 的 函数 组 :z 一 


TH) y=) eau o) s ER E ig D gg PEHH. 
证 d 


F, ERE PETTI) = r — acostar) + z, 
FiQr.g.z.u.p) = a* + g — sin(ue) + 225 — 2, 


Fi(r,y.s.u,pv) = zy — sinucosp F z. 


DF, Ka Fs 的 所 有 偏 导数 在 点 ?| 1,1,0,2 ,0) BRAES. 


DF (PP 一 Fo) 一 PigP) 一 0， 
HE FEQ) 


DI —^96,4.2 |. 
2r  —cos(ups) 2z 
= | 2z 2y dz| 一 6 二 0。 
y x MF 


根据 定理 a fe [so] 邻 域 存在 唯一 一 个 有 连续 偏 导数 的 
函数 组 ， 


T= I) y = yiu, t), Z= z(u.o). 


在 原 方程 组 中 ,将 x,y,z AIEE u 5 o HOTAR, GA 
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分 别 对 4 与 。 求 偏 导数 ,有 (对 4 求 》 


90. jS 28 inar LN 
2x x cosCum) p" 十 yssin(ur) 十 2z z 0, 
ar dy az 
2x ES 十 2g u rcosQue) + 4z 2: ù, 
dr ay az —— 
93: Tcr à 7 cosacos” 十 m7 D. 
从 上 述 方程 组 . 解 得 
一 grsin(uv) | — cos(ur) — 2z 
neos (ur) 2y dz 
dr| COSUCOSY z lje . 0 
— cos(uv) 2z T 


2r 


du r 
" 
— wj 07 
间 法 可 得 w| 12 
du du dv dr 


9. R FARSAN HR RC ÉL ASH DE ms Dr 
(1) z 一 xcos —, y=asin >. 
解 EARTE S E Aa r R ELIACELEE 
E z, HAO. A 
ro gn 


p . du . 
l = i| ¢os — + —sin — | — — sin 一 -一 
Di u u | ox u x 


， P 
0 = [sin 3. — È 
208 u u 


从 上 面 方程 组 解 得 


" 371* 


0 COS 一 
eu t 
一 = ~ == QON — 
B r PO. E 204 
Cos 十 -一 sin sin 
n m u Hu 
206 E r r 
sin 一 一 一 cos 一 CO& — 
" H p u 
de + à ? 
cos sin —. 
ox E H a 


— = sin — ij = = cos 十 一 sin —. 
dy n dy H H Gi 


10. SED LE r- rcosp, y= rsing, W {EIEE E Cra, po) GEE n> 
0 — o gem 4-269 TE TE XE Ez A CER. E E re E mI A E 
frc s Seu. 


Fi(r.q.x.42-gy —rsing. 

] METUS sE) s; 的 所 有 偏 导数 在 点 Pro. ` PETI S 充分 小 的 

AD Tot ME 2i CH Hj. x 一 rocosgo syo = rosing )- 
23F GP) — FP) —0. 

LX E. Fa) -| m cosg rsing 


Fer pt yg) —r—rcosg, 


3 一 -- 
Krap) —sinp ~—rcosg |» 


根据 定理 3 的 推论 YEA Goop D ORETTE AT E Ea Se 9) 
RARA: 


r = ro) p — gay). 
RETE rp PRE pgi E CE A O p CHI 7— 0, — coe 
«oo MSN. ey pr EI A 0, 0), SES Re — — A EP. 因此 ,在 
rp FÉ LC AS FETEI ER ER 


X * * x 


s 572 


z—z(r.Wy) 


T1. 证 明 : 方 释 re eir] T | BERE o TAE 


满足 并 程 
" " "T dz ez » 
(QU -o a cox 十 Bry 3 — un. 
3m OX x 53 y RIRO A 


证 A fERQUPYRS SG 


2r 十 DR "| 二 | E, 
dr 1 g : ae 
M | dz z z | 
Hg 


eu pmo] 
9 -Ea p] 
28 +2 eg "gr! 


P da ug A Ar PE a E T: 
三 a | E 
24 + FE | ra Hy 


dz . 
; - i 


2r 
2 7 z . 
P | y] 


de — 
Ar o tan 
< | -— 8z 
f | ¥ 2 
DE dz EOS 4 fm. 
FJROMET CASU RU or 


dz ez 
OL og o x53 ll po 
Q y z) à 十 2r p . 


Ze — a? — d) 42 PEE E 
BEN MM ly. 


Ay! 
ear ga ag pari Ros ar E 
2r(z y 2 十 2z| 2y Tai 7| Zi | 


[2] 2 


f| 
r Pom | E 
5 3000 Q4 0. 2r 2 zl (ge E zy] 
2r(r g zt) 十 27; 2y 十 zs y e 十 六 十 ?| 


ni | " 


- ' LJ yi = Zr 


FEE 
373° 


12. uEBE Zr E FG agb 10 — 0 r A E BU ES ER E z — 
z(z 40 PEEN FE 


KE i aseta e—yde ,方程 是 
F(u,v) — 0. 
对 上 面 方程 等 号 两 端 分 别 对 z 5 s KAO A 


' l 932 Tt 128 z 
ZEE: +H, z Br 


分 别 解 得 
dz gGF. — EU) 
or aP, tgk, o! 
az — r(zF',— y F) 
fa aF, t yF, 


2 yF F n Halek yh) 
TF Ty 
LAGE! i a ns V) 
rF! yr 
13. 已 知 方程 sin lety) t sing tao =] ME T ka A i > 一 
Fz 
Fan R ay 


解 ” 对 给 定 的 方程 等 号 两 端 分 别 对 z 与 y 求 偏 导 数 , 有 


cos(z + y) + costy + 2) Ž = 6, 


=z 7y. 


cosa - iD es + of 1 S] — 0. 


分 别 解 得 ， | 


dz  cos(x ty) pa 28.2 sos E a 
dr .  cos(y +z)’ a cos(g dz) 


BETA RAESHBCUSUS ! 十 于 的 结果 ,有 


] z^ 
cosCy + z)sin(r + y) — cosl + y)sinty + 2| 1 十 1 


Fz Ay 
Ardy cost {y 十 z) 
cos?(g + z)sin(z + y) + cos*(x + ysinty + z) 
M cos*(y 十 z) ` 


14. 设 rep = frg G0 bP £60 53 y GO ARE TA A R. 
R FG 4009 — Er 8 5j 3x 5s — Erf C 
NP 设 4=z 二 gC) 


aF u aF _ ; 
a f Dee]. gl ETID D, 
P f+], 


ZE Lobsan JI OTH Debo "n 


E 2 ; r uu GE 
ma i EHDON D= Ax 


练习 题 11.2 


《人 《讲义 》 下 册 , 第 227 页 ) 
3. 证明; 车 wtzry;2) 202,9;z) 都 可 微 ; 则 
Ed gn .r) 十 Ju Ju, t) gu d(u,t) — 
8r aly.) | dy aler) — da (m. — 
JudJ(u,vr) , duO(u,c) guaCu,v) 


p. 


证 Ea yar) azar.) 
du du Du M Ju d 
- u dy dz 4% dz Ar p% ðr dy 
ign Jv dy de Oe dz de 3e 
dy dz dz dx dr dy 


a 3755 


gu Mm M 
ro dy œ 
=F x uico (根据 行列 式 的 性 硕 ) 
dr dy dz 
4. WEAH: t= fuar) y= yue) z= za, e Bn] jet , Uh] 
rz) zz) Masy) 
dtr) r+ Aau, n yc EIC. Bae) — -9 
: diy.2) Alz) (x ,.y) 
ox P z 
证 Aluar) rH Kar)” 
o Ali gg ar (499 p3 E dy, | 
i az dali Bn Ex 7 dr dz | a. T aye 
du dv : J 
十 | LM 2 tn 
h ðe 
Ar Ar Jr gr 
ERR à x 
- Sas A H| o. (根据 行列 式 的 性 质 ) 
Ju ar du o de ' 
E dà dz az 
3, 34 3n p" 
5. yr HH H E u= ukr, yz) TLEIICH TESEE-ESEIES L iy r= 
z(5,D yS y GO s zC EA E SOC Ld 
Mayr) — Alur) Kry) Aluat) 3€g,.z) ü(u.r) Mar) 
d(s.f) Arsy) ALS) Dyz) Aix. t) Aard AsO 
证 


da 
Hert ds 
KaD dae 
ds 


E] 


at 


da | 


dr | 


Ua Myy ud my Hy, Mua 
dr ds dy ds dz ds dr Jt dy ài dz H 
| 本 æ ae Ae dy dedz 
dr os dy ds de ds Ox Ot ' Oy à 3z 3t 
根据 行列 式 的 性 质 , 有 
Ma) dz ds Og ds — dx di dy oi 
X040 fæ, On dy ede | aray 
dro 3s d de dr ài dy t 
[uy w dy, ud 
dy ds dz ds — dy A dz A 
de dy dr dz dn oy de dz 
| dy ds 十 dz ds dy at * dz di 
du dz du ór du az au dr 
| PETI 
Dnd, anor dede p deae 
Oz As dr ds dz di dr ot | 
m Ax jæ a| ja m) [ay y 
ro 0p du d " dy gz ds H 
(jm æl |æ mj |æ e| jz oce 
as xd as um | 部 &| [Os 豆 
B | jz 3 
d dr ds å A 
+ . l 
deo de ox dr 


dz dr Os d 
2 0a ,P) OCr,.y) an n) 2(y,2) Cu.) aC.) 
0 S3(raD S.D 7 Az) Aa 2x) 6.07 


i 


练习 题 114.3 


(COE X PT HR. $238 页 ) 
&. ok i PET HERE — nya M d 与 并 十 六 二 | 交 线 上 到 原 
S77 


点 最 近 的 点 . 
解 ” 设 (z,y,z) 是 两 曲面 交 线 上 的 动 点 .已 知 它 到 原点 的 距离 
是 
desg 一 Vr yt d 
依 题 意 , 求 距离 国 数 d Craco — YE 十 六 十 在 满足 联系 方程 
组 
|r? — ry y!— 61. 
le 十 六 二 十， 
条 件 下 的 最 小 值 . 申 于 在 满足 这 个 联系 方程 组 的 条 人 忻 下 ,了 浮 数 
dzoy.#) 与 (zoy.2) 有 相同 的 最 小 值 点 ,为 了 篇 化 计算 ,下 面 求 池 
数 


Play dD —oa p y! ox 
在 满足 上 述 联 系 方程 组 的 条 件 下 的 最 小 值 点 SLE Drs BH E] Se E 
法 , 设 
Ty 
4. AGE ga! — s — 0) d AG Eg — 0. 


xb 
9: =- 2x 十 2 一 Ag 十 A == 0, 


E 一 2y 一 Ap -} 234g T 2423 — 0. 
c'i 


TU coa or gb ud, 
33. d xy doy i Q 


x 
一 - 一季 十 所 一 1 一 0 


das 
由 此 方程 组 解 得 八 个 稳定 点 (去 掉包 与 和 的 您 标 ): 01.0,0) 


. ` 1 | 1 i | 
— 1,0, 0). C0, 1, 00. CO. ~ 1, 0), ,一 ， , 
Ht P"UZS' 3 s? | 
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P SZ zhi 7 EF 
BN 1 


依 题 意 a Gru ,2)( 或 dlr,8,5)) 必 到 到 最 小 值 , 且 只 能 在 这 八 
个 点 上 取 到 最 小 值 . 为 此 ,验证 : 
R00 = £(— 1,0,0) = 4(0,1,0) = d, — 0,0) = i. 


ej : 35 -一 ,一 -| 一 中 | E C ! E 7z] 

| 2 "E 2j (V3 s? 2 

— £ — ERN i l = ej — i L, — _ — 3 
" V2 KAY) ^. v'3 3| 3 


1i EB GG AU EE IL LUE T 01,0,0),€—1.0,00, (0, 1,00, 0, 
一 4.0) 到 原点 的 距离 最 近 , 其 距离 都 是 1. 
a RRR G+H A= i 在 第 一 卦 根部 分 上 的 切 平 交 与 三 
个 坐标 曾 力 成 四 面体 的 最 小 体积 。 
O R 在 第 -- 卦 限 的 椭 球面 所 十 秒 十 与 =1 上 任 取 一 点 (za 
(270,470, CO HERC poH TEDHRECD: 
Zant =p t-o 


pou" 


ea Ld [i 
TU Yy' F 
F Je «E 8.52 A AE AR E ER 0 PU EE CR LE EO 4 e 
Virg.) = L . d a e . v . e E ab^ 
UT 3 2 r y 名 Gryz” 


Cr 0.4 7 0,2 2 QD. 


i r? F 2 E 
联系 方程 证。 LA. L. — i. 
"7 Lt t 


apteke DH H JE EPA] 
(3795 


ü fpe ] T 2 zt 


y 
e$. zA) — A . 
r.p. (A) brys -F a T "E 十 e H 

令 

ao abet 2r 

EN m 4L EO 0. 

dr ür yz a 

E abc 2Àg 

Fu 2- Uu 0, 

ay Graz b 

en abc 2Àz 

dz Bryce T e 0, 

oo z’ y? z 

3À x + p + 0 1 = 0. 


由 此 方程 组 解 得 在 区 域 D(z0,y2» 0,27 0) f£ ir nfE — fa xE 


CER A BA RO T3" T "zi 


CAHAR V ag DREIE D WFE RME X HX E A E 
b 


取 最 小 值 . 最 小 信 就 是 最 不 的 四 而 体 的 体 和 B 


y ahi "E bx 
Be a b "E 
v3 4/38 v3 


5.R LP E a — n 与 直线 一 y 一 2 二 0 之 问 的 距离 ( 即 最 小 距 
BL 

E Gu as KEERA. Oso EH u— o2 
=0 上 任意 点 . PS G OPLA Gr BO ER AE 

dirayu) = (x — uy! E Qi — v. 
KL E OR p 
d'(z,g,u,v) = (zx — uY + (y 一 r)’ 

满足 联系 方程 组 :y 一 与 4 一 "一 2 一 0 的 最 小 值 点 . 

HEX UE E E 

Dr pu n AL. As) m Cr — unY* P (ar — nY 


38D * 


+ AQ x3) F Agr — 1 — 2). 


4 
IP — str — u) — 2a = 0, 
dx 
E 
T L (e m u) + h = D, 
yh 
KD 
Al 9-0 
e -a-r-2-9 
由 此 方程 组 解 得 唯一 稳定 号 (去 掉 A849 
EE zl DC AI Pagut) E ds gia TEXERI SÉ. 
RERA- EGER [ep gg] UC eya t 
在 此 稳定 点 了 到 到 最 小 值 ,最 小 值 是 
(11185 [49 — 7. 
(TETIT N TA 
* * * * 
6. 求 二 次 型 


fry) 一 Ax? By + Cz -+ 2Dyz + 20Ezx + 2Fay 
满足 联系 方程 
rabiem id 
的 最 小 值 和 最 大 区， 
解 三 元 函数 G. ESE zy Fe A FERIA 
3E t vi HC. MALE /zr.y,2) 在 球面 必 能 取 到 最 大 和 值 与 最 小 值 ,从 而 这 
* 5815 


T ECKE RU Je o] FERRE d ERE] H BC 
由 拉 格 朗 日 乘 数 法 , 设 
D(r.g.z.2) — Ar By Cz + 2Dyz p 2Ezr + 2Pzy 
— AG! a! zd. 
RERA EER RERA. S 


Xp ， . . . 

a, 7 2B. t 2D F ZEr — PAy — 0. 

1o (D 
Ja 268 + 2Dy + Ez — 2À& = 
»ooiprscica 


ERLAR RR Fes DER abs d 上 必 取 到 极 
(8 SE REG Ur aM YE EROE X LED AURESEL COE RR ERG 
-一 组 解 是 (5 onn A0. 由 方程 组 (1) 的 第 四 全 方程 ,有 yite 
-- .到 点 (z: oy x ÆRE 5 Hy! —1 El RE ER gin T BEI 
时 为 零 . 从 而 Cos 如 ;如 :如 ) 必 是 方程 组 (1) 的 前 面 三 个 方程 组 成 的 
齐 次 线性 六 程 组 : 


Fx (B — ijy t PSD, (2) 


z ape -+ Fy + Ez— 0, 
Ex + Dy d- (C — i)z: — 0. 


81 —-ZL ETE RE. A EARR EA E RI E ARRIR E R 


FTPL CDO E àaSp iX AA H A a T A G LIEU ER 
=. JAJ a 


TR BI A EATR HE EIE 


A F E 
F B D 
E D c 


的 特征 值 . 因为 对 称 第 阵 的 特征 值 都 大 实 数 . 从 而 ,的 三 次 方程 
《3? 有 二 个 实 根 . 设 这 三 个 实 根 分 别 是 BARS E 
QG 445,40) 5) 和 加 对 应 的 三 个 稳定 点 分 别 是 : 
【192 ALJ a Co gio Ens Aa s Xs ae Zo a). 
TEES XE Pj Gags m 2a) B ERRA D BEER CD ERE n ann 
DE PE ERCAN DE E 2E 3-2 bU PES 
Ari 十 Bài Cdi 十 Dyz 十 DEsz.-d- 2Fiya 
— Asi + gd ob D 二 0, 
B f Gaia — As Gr Ho gi H- 23). 
EA ideas d. Ml] frugis 2:32 — As. 
[TUE fGene0—A 可 fOrs, yrz) = Ar 
于 是 ,二 次 型 函数 Gpo ERE n HtA LARRE E 
最 天 的 特征 值 4 OEA Gra ya zd RAD. 最 小 值 就 是 最 小 的 特征 值 
AGE Zi Gi nz I. 
注 ” 此 题 指出 ;二 次 型 函数 在 单位 球面 上 的 最 大 信 ( 或 最 小 
值 ) 怡 是 二 次 型 对 应 的 对 称 和 矩阵 的 最 大 (或 最 小 ) 特 征 值 或 特征 根 ， 
T. 证 明 不 等 式 


- pU y" E . 
zm LEA i. Frizo 
B ! 


证 设 :十 y= 此 不 等 式 就 转化 为 证 明 开 数 


arg) = Ton Tan 


十 d 
2 


HERAN oboe 0, 2220 42-00 B RE) MEER. 


PEPA) 一 Io Boat) dB AGE HR o4 — 0). 


3583-7 


s> 


k = hys ic. 


Pis 3v 十 4 一 0， 
上 
解 得 唯 … 一 组 解 ( 去 掉 1 坐标) ir 

HARR alr,y}) 在 第 ~- 象限 内 的 有 和 界 闭 线段 .x 十 y 二 cr 阅 
0,5250 上 连续 ,所 以 nerap TE L WR AK I 5 Fi EL HA iii BRL 
sr, 思 在 工 上 的 最 大 值 和 最 小 值 必 在 二 上 的 点 | 号, 号] 和 两 个 端 
H8 C00 5g Ce OREA. 比较 遂 数 n(x, 让 在 这 三 点 的 现 数 们 : 
| 


eol [egt i E 
aG.) == uCc, 0) = -吉之 | 5 | "i 2 ESR 


PERR DER s m RR M 


T" 
Mon < ( Jya) *(300)*. 


HB alm AIO. 0,2, q SERI 1 LL 
分 析 ”将 赫 尔 德 不 等 式 改 写 为 


£1 DN L : h DX 
= (Nat 或 Dja esi al*. 
| MU ni i=l i=l ( $ JE à | 

=i 


l- 
Il 


术 难 看 到 ,只 要 证 明 ,| Za) PRETAS 


FEF toart) = > HE. 


. Jd» 


满足 联系 方程 2 r= 的 最 大 值 即 可 . 
证 求 * 元 函数 
Janot) = Jan o GRO 


ie E 


满足 联系 方程 Dus G7 DÉSRCKAÉ o 


DCE, Qg2, 1444 A) 一 33m 十 al Xa! — 1). 
4—1 


i=] 


A 
Se acp = 0, i= 1,2,*7*,8, CD 
ab ` . 
T (2) 


将 方程 413 的 等 号 两 端 乘 zs 再 对 2 ] 2 ,n XB bg. HE gr 7; 
(2), 有 


»m 十 på Yu —0 或 p= Y, it (3) 
man i=l mn 


Q— 


Eu 


由 方程 (1) 直 接 解 得 n— 


A 
r oji syo L| 5j" P o 
z=|- 3) a PA 
然后 由 方程 (2), 有 
由 (3) 式 与 (4) 式 ,有 


上 


» = ( 24 了 或 2/4 — 一 1. 


再 由 方程 (2) ,应 该 有 
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l 
二 
Sej’ Se) 


1.2.9.3. 


"m will i = 4,2,-.n. 
^A "E 
P5 


队 而 , 求 得 函数 的 唯 -一 个 稳定 点 (去 掉 A HERP, Gr uad s 
z:). ELI 2 JE ER XX. fiia, so no dE s PECE XR d V. 
[Grimm uat 一 1 } 连续 ， 从 而 ， 函数 fn EEEIEE O 4 
DRIEK Be] lil. 显然 ,PET,. 

Fn HLEHSSZSuUEBIIVRCNZ2-—1,9mm 5&5 352,254 5 P. 满 


E F, 


足 联 系 方程 > ,了 一 1 时 , 国 数 FG ran TER P. 有 取 最 大 值 ,最 
大 值 是 


PEE E 
i=l 
1 I i 1 
1 =g, 一 一 一 1 一 一 ， 
其 中 t1 D-DD F q 


i} 设 当 n--2 时 .函数 Ft sta) = a,i ae 在 满足 联系 方程 
2 十 加 一 1 条 件 下 ,在 点 Pi aD BUB CE S Ca Ea t. 


HEE, e= (Ga latem l) Ebo 坐标 面 第 一 象限 以 点 
(1,0) 与 (0,1) 为 边界 点 的 闵 曲线 段 . 在 此 闭 曲 线段 的 内 部 (去 掉 两 
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个 边界 点 } 只 有 唯 … -稳定 点 P.C. r$). iS E. 函数 [Gi ,2;)—8z,4- 
apr, 只 能 在 稳 堂 点 Pad DARA AR CL00 0, DRAEK 
值 . 比较 函数 fn on ma Hats TEXE — XR Cir) (1,00 COD 
的 函数 值 , 有 (zs 最 大 是 D. 

Cr zy = aqu aui 


H I 


f 2—1 fio Fo 
= + ol | 


1 
(ei ep? 
而 fO, ais a Fal) *— f( 20. 
Lh 


f(0, D) —azx( at Fat) * — fGr 22. 
TE, HA fiz 25) = a2) F ata, TE fil E k 3 A E xj]-21$—]1 条 件 


PERG aD URL ECCE AKRE Ca] bat) T. 
iiM n-k 时 ,函数 AEE TEED) ;在 满足 联系 方 


SU 


E 
jJ 


程 
~1 条 件 下 ,在 点 己 (z, 邓 ,… ,29) 取 到 最 大 值 ,最 大 值 是 ( Xe 
即 


t 


k 
fG2 sa) = Dan < ( 31a) *- 
iZ] 


"T 
24 n=k+ 1 BI... 1 一 (Gas 240] > x 二 1} 是 zx 二 1 维 
+ 一 ] 


空间 R' 的 有 和 托 闭 曲面 , 它 在 坐标 面 上 的 边 愉 局 (ro tt Aapa) 

至 少 有 一 个 坐标 二 一 0G 王 1 2 十 1)， 在 此 有 界 闭 曲面 人 ,的 

pH CEPS ae. 具有 唯一 稳定 点 Puilh ehta). 

因此 ,函数 S C zee ,2z441) 只 能 在 稳定 点 Pa R Po 1 的 边界 点 取 

到 最 大 值 ， 比较 函数 fnm. OAE e E RHE- 设 5xi， 

zz 是 Tt 的 任意 一 个 按 界 点 ,不 妨 没 za = Ò, BI Cos sza, 
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320), H 已 知 条 件 GB 


L 
FCE Tga sO) 一 Mans (5j aj 1 
pm 
FE! 1 
"| iF ü ù p 
< | aj) ”二 JKE m. 
i=l 


PERI 


于 是 ,函数 feit mo ERERKEN E 2/4 — 1 RIEF, 


EA Pus GL ortos KIE, BREA (Xa 小 


综 上 所 证 ， Vu€ N, AK FCE, Tas ea (TQ. 在 满足 联系 方程 
Y — 1 条 件 下 ,在 点 PG ro BUR] CK E Bc (s 
( SENT. 


v (ridi. t.x.) € V. 


所 以 xitt—= 1 ,2,* “满足 联系 方程 时 ， 有 
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练习 题 11.4 


(讲义 3》 下 册 , 第 247 页 ) 
2. 在 曲线 > 一 .3 一 上 ,> 一 如 上 求 册 那样 的 点 ,使 此 点 的 切线 平 
行 于 平面 * 十 27 十 = 一 4. 
解 > 一 1, y=, 2 一 32. 
设 曲线 上 的 点 为 MG.a 0. 曲线 在 点 MG 00 02€ 7T E 


是 
X—z:z Y¥Y—y Z—z 
1 o 835" 


c pt) UE FTTOE IBI x 十 3 十 z= 二 4, 邑 切线 的 方向 向 量 (1 24, 
3&) 与 此 平面 的 法 向 其 (1 2, DEH M 

1*12-2*202-1* 36 — 0. 或 3€ E 43r 1 0. 
解 得 (一 一 1,! 一 一 可 -于 是 ,曲线 上 那些 切 点 是 

当 t= 二 一 1 时, 切 点 是 (一 1,1, 一 上， 

当 一 一 计时 , 切 点 是 | 3-727). 

3 ` 3 9 27 

5. RA 5-2 — 10,9747: — 10 在 点 P(1,1,3) 的 切线 方程 
与 法 平面 方程 . 

E 设 5n—sez—10, BR—y-2—10. 有 


3(Q EDI O0 Q4 9XGPSFD| 0 54 9XXFoFD| 
Hysa) Je nn l Ux E 
于 是 ,切线 方程 是 
5 一 1 g—l1 z—3 , r—1 一 1 2 一 3 
—12 一 12 4 或 3 ”3  -—1' 
法 平面 方程 是 


8G; — D -+ 34 — 10— (z—3—0 或 3 十 38 一 一 3. 
5. K HI IG 2^ 77 29^ 2-322 — 21 的 切 平面 ,使 其 平行 于 平面 ety 
T52z-0. 
1:388 


解 设 Fco 2yCb 38-21. 
Yon, las og 
于 是 ,在 曲面 FCR pz) —0 LE ER Cen sgo szo) AI HIF TI Jp Fs 
2xs(x — m) E das(g — ya) F Ozil — m = 0 
或 xzakz 一 To 十 28of8 一 加 7 十 3zo(2 一 zo) 一 0 
和 使 切 平 面 平行 于 平面 * 十 和 十 6z 一 0, 则 有 
EAE" 
解 得 rok syo = zo —PELB[ Bi Gozo D = Ck, 2k, 2X). 
[A] 2j à C, Zk, 2k) TE Ht i F(x,g,z)—0 上 ,有 方程 
E 十 225) + 3(245)* = 21. 
解 得 * 二 士 1.* 二 1, 切 点 是 (1,2,2);# 二 一 1; 切 点 是 (一 1, 一 2， 
一 2). 于 是 ,有 两 个 切 平面 ,它们 的 方程 分 别 基 
rcd od 2) 60G:-2)0—0 
或 > 十 4z 十 6z 一 士 21， 
6. HEH: E Po go D AEEKIBI Hy Hr 上 任意 一 点 ， 则 
点 己 的 法 线 必 通过 球 心 (0.0,0). 
WE o dEFG..y,2—x-cr6k0Tz—1!.H zit xP—l1. 


ar dF aF 
2r » 一 2z0， zj — 28o« az f — 234. 
点 Prog 20 的 法 线 方 程 是 
tr 一 zo — 34 — Ho aA Zz — E d — To — y — Ho — Z = Eg 
Dte 29s 2zq Xa llo Zy “ 


34 z 一 0,.7 一 和 ,zz 一 0 时 ,有 
972 -0 二 加 -0 一 一- i, 
To 3o Zg 
即 原点 C0,0,0) 在 法 线 上 ,或 法 线 通 过 球 心 (0,0,0). 
T. 3R MHH r= ucosr , g = usino, z= av 上 在 点 POn.e0 B DIU 
程 与 法 线 方程 . 
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解 d PGQsnSXIRSE LIE] IS P3 M Cuucoses s aosinto ans. 


dg. cz.) - asine Plar) 一  acosn diz.y) — y 
Iard d, 2009* Bun) | ap) |o i 
于 是 ,在 点 好 的 切 平面 方程 是 
asinrg(r — nncoshe) — acospoty 一 myosines) 二 sale — aeg) = 0 
或 Casinzo)y — Cacosrp) y Tr tot = atto. 
法 线 方 程 是 
r — mtos — y — Mosinpn — x — Ho 
nsinnrg 一 atos aa 
x * E x 


8. 证 明 ; 若 二 曲面 RERE 12) =Ü, Flr, yz) = 0 在 点 Plros oe 
sz) 直 灾 (二 曲面 在 点 己 的 法 线 符 直 ?, 则 在 点 PG gor UH 
ar, 3k, aF, afs aF, OF, 


de Or |^ y y dz Ue 
并 验证 一 曲面 327p 26^ —22z-- 1,25 y? 4-2 —4y —22-2— 0 在 点 
(OO. 1,2) £L. 
证 曲面 F;r.3.:2— 0 5j Foz. y, 22 —0 TE E P in 2) f] 
法 向 量 分 别 是 
"TURA * "ORA 
GA n, 与 ms A, M mí * ns 一 0, 即 在 点 P Gas goszo) A 
OF, OF, AF Fe | P, BF 
A o ^ y 95 o k 
验证 设 FG. 202—328 29g -—2:z—1, 
Fi(z.y.2)—a5 Fa! dz — 4y — 224-2. 
TEX CL 1,20 ,有 


一 0. 


P 


一 0. 


JE, JF, gF, — 
xo^ » v a 2, 
2. oy 8e 0, Ai 
dr ny dz 


13817 


JF AF; | 3F OE, , 3F.LOF, 
^ dr Ar dy dy * dz dz 
Bp — fpi E S3 C1. 1 2 FEE 

9. uERB . BERT Fir —iz. ny —mz2—0 上 任意 一 点 的 切 平面 都 平 


HTAR ==, 


m " 


—12—8-4-—0, 


证 {R a—nr—£6. n—24— mz. 
W = Fun), m u = mr — iz, P — Hy — ma 


aW AF aW 
— pr = p -= — í F'gu. 
EY i, E? F'.n, 2: CF! E MP Fun 


从 而 ,曲面 PO) —0 上 任意 一 点 (z,y,z) 的 法 向 基 是 
《ET 
MER =A= ^ 853 08 8 mn. 
Xp HI n= 0 上 上 任意 一 点 (x,y,z) A 
ien! + meni, n(— IR, — mF,) —0, 
即 曲 面 Fr — iz ng me) 二 如上 任意 一 点 (x,4,z) 的 切 平面 都 衬 行 
TARJ =S 


T 
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第 十 二 章 ”广义 积分 与 含 参 变 量 的 积分 


练习 是 12.1 


CGR3LYT HR, 265 TD 
1. R FARAR: 


oi TI 
`. g dz 
解 L 2:3 mn | xu 
Á 
= mal =- mle 


一 了 lim [ne-ne +D] 
3 petu i 


uda ?一 1 Ej 
=; dim | ln Lg Hn] = 3 n2. 


E 
wf 2 
1 


[^5 aun 2 m B T ST 
解 1 vor un | M z) 


=> 2e |- 2 


bus 
a» | ear o (gm). 


qu ü EL: 
f e “lrldx— f eee | e "lg 
四 — d 由 
Pe 
sa [I eu 
0 


- 393 。 


bc e} 
一 二 


n a 


(8) f Je Usinbrdr. (a0). 
Ü 


解  UXxY le^ sinbrdz 一 HM { asinbz bcosbz) + C CH € HF 
LIEM S72 H 60.8 
m aus 
| e "sinbzdz = = —— 十 bcosbx) l. = 2 
2. AAFAA BIE: 


ep od 

00 S5 1 

解 lim —— 
rt 3 + 1 


=5<] 10. 于 是 ,无 穷 积 分 发 散 . 


(4) MESS (27-0 ,mz»0). 


ig Jim x . ipsck 


d—1,34 À—a— m2 1.J5 21814 ic Aenm 5S HU A 
si. 


(65 p atetEr, 
x 


, arcigťt_ 
解 dim = lim -一 一 一 
让 工 T 


VN EE E RET D 


arctgz . hid 
lim x gz 一 lim arctgx = 
x 


r= bee : r—— on 2 


3 一 1 ,一 二 六 0, 无 穷 积 分 发 散 . 


ik pc — t,d: = — di, 4 


f x d: f tdt 0 [ adz 
— det Jiad He a 6-6 
x z“ 


lim zz 。 — s di 一 一 一 一 
r9 bw ge repa Y dre 


i— 2,40. EB A XS RARA amo [out 
收敛 . 

5. 和 证明: 若 函 数 f(x) 在 [1, 十 0) 单调 减少 ,有 当 zm veg. 
fG)-0, I 268: fA [| Jam 与 级 数 S goo s ist uic oic i] nd 
ABC 

证 已 知 fz) 在 [i, 十 吕 ) 单 调 减 少 , 且 lim £65 9, AYE 
[1, 十 cc) A £G)Z0, HYEN, f 


0. 


LEM k+l 
f+ D= | f 十 Dex f 了 (za 


< NEC = IG. 


c —— : 
从 而 ， 2/5 DS 2 | fGMrs Zro 
或 S rab [rex E 


其 中 数列 | scon] giae s. DORRA > Ja) 
的 部 分 和 . 
E Mp Cn) 收 伍 , 则 数列 {5.) 有 上 界 , 从 而 数列 


(repdz| ERLA. 于 是 ,无 穷 积分 f fads LER 
车 MITT Je oHe. wk XE $4 15,2 26 E Xt. Mom: Xe 5l 


(f faz} BEER. 干 是 ,无 穿 积分 NES 发 散 ， 
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th (^ (Dg 与 31 r00 Fist e e 
5. 证 明 ; 车 无 穷 积分 | 了 Cz)dr odia ERR E PC) 在 [a 
十 oo) 单调 有 界 , 则 无 穷 积分 | Oped icit 


证 已 知 roe 绝对 收 笋 ,由 柯 西 收 敏 准则 ， 
Ye0,3 Aa, V pop >A 有 
G ls | < 
LEA p(z) 在 [ae, 十 co) 单 调 有 界 , 即 


4M-U0.VzC€[a.-cF o9) K [eG | M. 
X BI EDP TE fà 


<M SLi | £22 |dz 


< ME, 
mxerma [^ fGeGodr liat. 


7. 证明,0<a<1, 无 穷 积分 [C Ies D Ee 都 是 条 件 
收敛 

证 pa isa apaa af e 
KAD. 

已 知 函 数 sinz 在 [1, HoE V 1 


Li 
| sinzdr 


一 |eosl — cosgp| xz 2. 


5>0. 根 据 定理 8 ,无 穷 积分 | Eu icit. 
V azul ,有 |sinz | 之 sin?z, 从 而 


sinz 


r^ 


~ sin'z — 1 一 cos2r 
T o Zz^ 


l Cos2r 


= J 2r 


conso. [^ zn eom [7 de AT 


d Ri TE | De gika 


sinz 


8. BERRA | O icio RI f(s) 一 0Cs 一 十 o0) 是 否 
成 立 ? 反 之 ,是 否 成 立 ? 

答 不 成 立 . 例如 ,无 穷 积分 [sinztar dicit UR ORE XO 
$ 12. 1 例 12). 但 是 ， lim sin#* 不 存在 ,当然 也 不 会 有 f(z) 一 0(z 一 
十 co). 

反之 ,也 不 成 立 , 即 lim f(x) 二 0, 无 穷 积分 | fod 可 能 发 


散 , 例 如 ,lim 0, aana jU t 


* * x* * 
9. 证 明 ; 若 无 窃 积分 [^ra "e WI MIOLI 二 co) 单 
38. Ju o)-]. 
证 KR HR ftz) 在 [ec, 十 co) 单调 减少 (否则 ,考虑 函数 


一 了 fz) WYE La, 7-092. £x) 20 0. 否则 ,jz € Le 4-052. [E 
fGi «0, UV zc E FOOD sf c0. 从 而 Yi 有 


f fGods x f Fda = fp — n) —— os(p— o). 


jx. 


Bp | ”rar 3B SERT 
已 知 | reoe icti iieri ERU 


V20,3 470, V pi 4 有 Fre <e. 


于 是 ,yz 之 24 


RIDA) D n aa] ,由 了 Cz) 在 [e, 十 co) 非 
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NIU 
eM f fat x s| dt = 二 fn 
* * 


Bl fim ifo lim E =0. p.f (+. 


r 


10. uE B]. 37 AR FO ELD too — SE EE HOC S PLA 
| za TIC lim f(x) 一 0 


证 用 反 证 法 ,假设 Bm f(z) 关 0, 即 
jam—0.4»€ Ne n Dn A fl 
从 而 ,存在 数列 {x.), 生 limz. 二 十 oo E |f C) | 之 eo 
E FGOXELO 十 eo》 一致 连续 , 即 
X15 270,392-0, V2 a" € [a "E o je'a" cog 
|f 20 — fo» « A. 
从 而 ,XE [nrto] ])z— 2. | có, i MG) Gp 
fé» zm fol 一 [fi 一 fxz)| 2» & — S = 了- 0) 
Yre nati h wO [GO]. dE fGXEIGOR 
BWE IEE fd = D 1 十 1f(z.) | e F A- 
E fG30,8] (G0. B8 DORE fGYX» s. Aii 


[ron > 3]. "da = S GERD; 
若 frJ<0, 则 fGO« ORE fa. 从 而 


F "fGodz ef — Ju 一 一 Bes 


= 398 + 


n 


或 E ^ für > 学 (正常 数 )， 


NETTO 
ft 


JU oO YEN, caf IN dGWs| > ES 


KU ETEUIC BOE E I E dE. roo 发 散 ,与 已 知 条 件 巴 
后 . 于 是 lim f(x) 一 个. 

11. uEF] Er e E PO dE[a, ceo FOE BE SE ER E P G, HAA 
积分 | FOLE NE Codz 都 收效 , 则 im £0 —0. 

证 “已 知 无 穷 积分 [roo 收敛, 即 极限 

[  f'Gr— lim fr (dt = lim f) i 
= lim f Cr) — fin) 

存在 ,也 就 是 极限 im /x) 存 在 BE lim F(z) 一 

TF øu 8.e- 0. 用 反 证 法 .假设 «0.7 a0. B 
lim f(x) — «20. 由 连续 函数 的 保 号 性 :3 4>0,Yz>4, 有 


TOP 
从 而 ,Yaz> ACHAR ptl >A, 有 
[con Lc CERD. 


根据 柯 西 收 化 准则 的 否定 角 述 ,| ”f(z)dz Ric SORA OE 
12. HRR 7() 人 在 [十 ?可 导 , 且 单调 减少 ，lim £0 —0. 


T q= r 
证 明 : [ Foda rs e— | zf'(x)dz Ew. 
证 人 三 zz (dz = lim zf(x) — afla) 一 [sow (15 
a a= 4 o a 


过 若 | AO kA x m OEL Ho RRA, H 
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第 9 题 , 风 lim zf(z) 一 0. 于 是 ,无 穷 积分 | «n coe 收 全 


e 着 | zf Godr 收 丝 , 又 已 知 可 导 函 数 fy 在 fa, 十 co) 间 
调 减少 ,月 lim f) —0.WiVz€ [a, Fo A FGOZROL B. f GO 
0. 
AR az. za blz 根据 定 积分 中 值 定理 ,jE rd] 
有 

— Fir Wau=— e[ coat = — ë f) — fi] 

= & fi) — f] al 一 JE 六 人 

已 知 lim. f(5) —0. JA fü , 24 4 十 oo 时 ,有 


He 
-Í af Out m afia) Lm Q0. 


根据 定理 2 的 推论 1， im [- [d coa] o 从 而 ,有 
lim zf) = 0. 


mr 


由 (1) 式 ,无 穷 积分 | oae ett 


练习 题 12.2 


《& 讲义》 下 册 ,第 275 页 ) 


tR FIER.: 
! dz 
ejLUu— AT 
M ERRARE GR. Ya 0 


f Ld o - qim ['c——- ( 设 1 一 z= 加 
0(2 — z) 4 1—z Dat (2 — x) J/l—r 
| di ! 
一 lim | ——— - jim 2aretg vt = 2, 
m AOST vc » 2 
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[^ di 


Jo GLK ay 
WP a P b IEIR R URLA 


设  r-—acos-bosin*t. 


(4 


dai 2(b—n)sinico«idf. 


f dr — 7 2b — wsinicost 
«ovx — ah ry u CA — a)sinécost 


afa a 
2. "in F9 S£ SS BUE; 
; 六 1 
í 1 ) | mi 
MESURE ZO LOUER 
H a un | ae 
lim (I — r) ane “ 
Added. ROBA v 
M da , 
一 让 < 
站 vl ) (1— Rr) (mo 
解 EMRAH RA 


lim (1 — 40 | | 
eui /RY AA 
anl auod | 


` f 
; ATUS = 于 是 ， REHAS 


(5) [= , 
9 "x 


KR On Ed PBURTCI A 


| 上 dx 4 ! dr 
? Vo rdnr ^ov zx dni H vox inr 


lim Ci — r) —1 n. 


dd Laaf 7^ 了 一 发 


-~ {Üf a 


TERR | 5 


3 d 
E da 

en — LL 
日 sin rcos'r 


R 0 ERI LII 数 的 瑕 点 . 


| * £r | T dr + É dx 
a» Sin'reosir e Sin'rcos'z t sin^reos'z 


; 1 
lim 2 —A Um 1 
zat SIN xcos'r 


apd =1. AT. 当 cime T IE RESI. 


sin deco 
* dt 
14 f HE 1.8 
积分 | aces 发 散 
li [om | 1 
un T ES * 一 
ex | 2 | sin'zcos'r 


4a sd V qe 时 ,更 积分 | sm t ze UR 


i sim^rcos'r 


oda 
sin'zcos'z Cos!r 


sma) 发 散 . 于 是 , 当 pali glat e 


a 
aja (mu 


MT 


o Sin ne 
3. 给 出 定理 3 太 其 推论 的 证 明 ， 
证 明定 理 3 应 用 柯 西 收 伍 准 则 . 从 略 - 
定理 5 的 推论 : 设 Y7E (a. A TG0zm0.a ERLE. ELIR 


lim r — aY ftr =d CO xi 4 md occ). 


rn 


DA AL Od e M [row Vc atc 


xj 
DE AEG. ende | fode 发 散 . 
证 DEA m Ge— a fno= d. H Os m o, ilr 


. 402. 


Ja220,35270. V riaczrzZacp 6H 
de 


一 a)" 
dai. ben. f TED 收 敏 , 根据 定理 3， [yon 收敛 . 
DEH lim trc ay fir =d, H. 0d v. Bn) 


[Gr — aMf(r) — d| = i 


3 50,3970, V ri aczesza- 6, 


d if 
pa aO y 或 vc zy < F- 
Pobl ocito. | ce 根据 定理 3， ESSET: 


El m Geay f G2 - 4-0. Ta] d ap E op AZRI umbo. 
f fde Hit. 


4. 给 出 定理 2 和 定理 4 的 让 明 . 
证 明定 理 2 应 四 本 西 收敛 准则 ,从 略 . 
定理 4 . 3E UOS GO E Ca, b IE kE) H FOr)— 


[rou Ea bA RE LH CI 0 V € CAJ 
Fir) = |f peoa | C, 
jr 
则 当 和 > 08 UL || eof eoe dict 
证 (CH FG — fGOodz. FOD — 0. V 9770 (Gre b - 00. 48 
b h 
| Gr — ay FO Mr — — f Cr — a)'4F Cr) 
Jate ^id 
ba ph 
m (r—u)F) | + 4| Cu o nY Für 
"b 
一 Fa cba) 十 a (xr c d)^ Eridi. 


。 TOREM C 
Heb lim! FQad- 4-20, fora lds- 
d : Corgi 


BH 


= Ti 


已 知 3-0. Bl — acid, È go mki. 从 而 极限 


lim tim f {r — a)'f(z)dr 


= lim [y FC 十 六 十 af Cz — a)^ ! FCe)dz ] 


Ln 


me ranna Pa oron a 
5. IEB FERI) | Cde Me L a0 时 函数 SO CIR 
赵 向 于 十 cc , ülj lim zf(2) —0. 
证 PARVEJ £G)0. H. AGO4EC 1] E zo. 
已 知 [fC 收敛 ,由 柯 西 收敛 准 则 , 即 


Y:>0,J SSII), V zi Or H INO «on 从 而 ， 
7 7 7 T 


ors f. fü 或 rfe 
Bii lim zf(z) — 0. 


regt 


6. uEBHB d TR f D m (A90) 234 Ac Bl Bs À 
>R 


. i i 1 
lim r” a e 一 一 lim —— 
证 1S [*€1—cosz) ]* T T ] —cosr j 
a5 | 
= lim 1 - 2* 
s i E cosr: 
| = | 


当 32<1 时 ， Bac E TRUE SEIMÓBANimp.H Alm laps H 
分 发 散 . 
TK FU RA RHET P -E TÉ s 
* dü4 ^ 


? dx Oft da 2 dy, 
V.P. — = |i — — 
w vef t-m(pTe[t 


= jim (n |— 5| —1n| — 1| -n2— Ini) 


ac 7 


一 In2. 
(35 i i sinxdz. 


A 


PM à 
解 ve.| sinsir = lim | sinzdr— lim (—cosr) 
2s de es 


a pec — A 


= lim [.—cosA-FcosC — A) ]--0. 
pup Exam [o rote AC 常数 ), 则 积分 主 什 
v. p. | pct à M 2C I 
证 BAYER, AE aep 
NES = F KOLE: [ NT 


= dim : fdr + dim MES 


一 im AL. fdz 十 [re . 
上 式 对 任意 ? 与 9 都 成 立 ; 特 别 是 , 当 ?二 4 时 ,也 成 立 , 即 
v. p. [set im | fGodx (Yeg R, |p| >c) 


一 lim | fird + lim [fco 
LIN" mde 


= | eM =A 
友之 不 成 立 - 例如 . 
V.P. n sinzdz = 0. 
但 是 ， 上 i sinzdz 却 发 散 . 
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练习 题 12.3 


(CHE XOT HE. S 305 9L) 
T. 设 有 二 元 函数 iy) —-sgnG y) s Cy) € R. lEBB ; — 2C ER 
数 
F(y) = J fee 
在 R 连 续 , 并 描绘 图 数 GOES 
证 OI Vygy€R.OES 
l y0, 
E 1). 
Tp 一 Snt — p s 0 agy |， 
| 1l. r2-g(0zyui. 
— i. gl. 
Kyo, so roo = fene m m ts 


HOKKI = 一 PCD = Sfear 
- [c Dar + E =] — 2y; 


对 gr 时 ,> 一 FT 一 [rone = [c Lid: =— 1. 
于 是 ,函数 


L. y. 
E FG 一 全 1—24. Og. 
{ 一 1， gol. 


HR 8 amr r2. «c 
EYR a= P g EC Hoc, 00 CO. DL CLL Eo) ETE EL 
tim FO) = lim FO) — 1 - FCD. 
"IN ec 
lim FQ lim Fiy) =- i = FCD. 
gi -i7 
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[8 12.8 
Hl x 二 F099) 在 0 与 1 也 连续 . qo TOR FOE R 连续 . 
2. 求 下 列 极限 ; 
CD imf ， 4r? dr 
AME AA UT, EROR DC dimxumd.—amyma)itíE 
CRION 根据 定理 1, 有 


1 fl 
lim| Yr 十 yd 一 | / lim. wz 十 好 1dz 一 f. |z|diz = 1. 
dl gb 


Am! 
lim [ 2 zu 
ET 

[— v. 0xrxLOs A 
1 1 E 

foa ja 十 《1 Eyr 
{J Srg ly = 0. 

1 t 
Yre po, 1]. 4 lim 一 - 一 


pe [e 
B HE. OGRA SG DWET E DCOSSa sl. Oxgull1YEfE. 
Hk FEL. HI y= fi 
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- ! dr 
Jim — — lim 
r pis 


Vez "i Od gos 


1 1 f dr > 
i dall; 
= [Lim DO ani] Te GR a= e 


EF du u "[ t E i ^| u 2e 
=f = 有 "ü iube 
5. € F' Qn. 
` [f da 四 
core f. CH T gsinz3?" ye CH D. 


解 VucC—1.1).3922 0803 ye CC 1.2 SR yE [40 —. yed- 
ójccC— 1.09. 二 元 函数 


- B 1 " 一 28inz 

ID — aF paar 与 SG Uu) = TT wm» 
在 区 域 DC — escas ga ósc gs gu 0E Ek. 根据 定理 2,YyE 
(一 1,1), 有 . 


yo] | l lre i 
F (y) = IE: a yin sh = 2 d ysnz 54 
(3) FG f " IM gs. 


,Singr —,. sings 
解 lm , 一 1im 


r= 


y—g. 


(04 REAL BAR LIO TERRA 可 连续 开拓 . Hi E 
singr ,. d | sinyz 


—cosyr E R' HE XE AX pF cay 5j bety Lib n7 
连续 函数 且 可 导 . 根据 定理 4. 有 


E p "E SRI, " sinby(h t 42] sinfga + 9 ] 


P y x bd s aty 
am siblyC5 4-42] sinjale- 43! 
LE y ad pam — — —— ——— 3 
NECS umen ad y 


一 y sina Ba] sn[gte d 了) 
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sia[gCb d g)] — sin[gCe + 32] 


T bd gu ad y 
l 1 1 ， 
一 [y trm Leo] 
id bod. 
-|y trp beto] 


s. i eco [o de e panji ao 0 ERSO 
Hulk pon. 
解 R t=rtitn W TIME 


po = fifi none 


根据 定理 2 和 定理 4, 有 
ea i . 
f o= fa rod yat 
一 Ab. FIOS EO — FG e D at 


= [Uo e emo — 16 + one 
设 1 一 了 十 十 让 网 d= dE rrt 5.9 de—d£.y 
z-F 2k FER 
FG) =| (C fOdu -Í food». 


再 根据 定理 4, 有 
F'Qz)- fir 4-28 — fG Fd) — f(z 10 4 fG) 
= fr + 28) — 2f + A) + fer). 
7. WEAR : ERE SOO E H La. JE E MYE [a] A 


{rea as = froe — dt. 
证 LXX VOI TRAE RIS r RFS Yre lab] E 
f (oo ja] = [rou 
tj [fro rra] = f | 2 cro 6-01] did-fér)€r—2) 
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= EO 
于 是 ,wxzE [Le ,有 


| J Af ronde 一 [ioo 一 ou]. = 0. 
Ff rona 一 [roc — Ddt = CCS SD. 
4 2—a, SER C—0, PEVE [0,5]. Tj 


Afro] = [e oa 


注 本 题 也 可 用 分 部 积分 法 , 见 练习 题 8. 4 第 17 题 . 
38. 证 明 : 若 函数 7z) 在 [e,4] 连 续 , 则 YzrE [a 4), 有 


lim 了 | (fG H D FO = £6) 一 7 
已 知 AGOEDa AERE V2 € (a, A) (€ [a 21, tE (828€ 


因此 


证 
[m A). 


设 tth=y, d= dy. 有 
E ath rA 
Fre F kdt = | fGqMy 一 f Jdi 
a gà oti 
于 是 ,lim p +D — FC) Jit 
一 lim 4- (re e na 一 [sow] 
P fiat 一 [ fi» 
14 g 


= Jim = - (AA ER 
i—i ! 
im fiodt - [ron] 
一 " ; 
ac [1 
二 limP fCz TO fa t a] = fa) fi). 


注 本 题 另 -证 法 见 练习 题 8 14 第 11 题 , 
9. 用 积分 导 下 可 微分 , 求 下 列 积分 ， 


Tla) = Pinan’ 十 acos rdr, a (0. 
= 4109 


解 veloce]. fE exzasco. 1E 
Jiz) = lnfsin2z 十 a?cos?r). 
df — 2acos?x 


Ja sin?r 十 afcoshx 


LEER D| 0< i ecoco 连续 .根据 定理 2, 有 


Pia) [Zimneint; 十 ceosrz Jtr 


= F Zacos?^x m 


sin?r -+ a?cos'r 


. dr 
ik u= tga du poma ,有 


H Zucos?r Fes du 
roc [arde 
(a) n sin?x 十 dcos. Za oo €1 paea T au) 


2.0 2H F1 l l laa 
1—3j, az 十 下 ix] v 


上 式 等 号 两 端 对 0 积分 . 


loa 


Ia) = [4 Tue comma) ec ”(C 是 常数 ) 
al E IO OE 
ICI = an? + C = 或 C =— an2. 

FẸ, FD —31n(1 H-2) — win2 = zin M 

10- 证 明 下 列 无 穷 积 分 在 指定 区 间 -- feufc Sk; 

(D [ el snzdr, atto (00). 

证 VrC [o co) ,有 

le^ "sinz| xi e". 

已 知 f Ce Udo a > O RB. TE, [^ e-"sinzdz 在 fu, 十 ce) 一致 
Ha 

Ti. uEB] FA J5 83 EU E IX E dE — Srl 


-diie 


CD | serar, Ox y md. . 
分 析 RGB IER 小 怎样 大 ,总 存在 充分 小 的 正 数 y€ [0.1], 
ps 
使 无 穷 积 f qoe fida] = ens 大 于 或 等 于 某 个 正 沼 数 - D 


Bt acc uL € [o JRUT. 


n 1 
证 Jam g>0, 40.3 A A 3 x € [0,1] 


n» 
| yoe "tdr 
4 


HJ 


I 
ze. 
— EL 


e 7 | ag — e 


-IoAaS a Qeb 1 


l 
Te h ne 二 人 全 


是 |， us 在 [0, 门 非 Bat 


， Iv 0g l . 
2 : r. «po». 
(3) f GIU Üscyez dro 


分 析 PEER 和 4 怎样 大 ,总 存在 充分 大 的 ITO 
i be LI i u Rn - n 
iD mnt] 一 有 本 庆 大 于 或 等 于 某 个 正常 数 ,只 须 到 办 


= AE CO, E o25 BERT. 
. 1 0. 
ur dn—4270.VA-70,3 A7 A.3 A € C, 00H 
f a dul I[- |& [tvi uu go. 
Ay (Cr 十 加 入 | z 十 yo | a, d Ag 十 ys 
2o l.l. 
Ac 27 83 7 


i 上 | Git fg CO. 4- oo dE-— SiO S. 
12. 设 Ya € Lo. 3 OO EE FO GO RFH. XE LRR) 
[ro oe £X Lo p] dic Sit es iR Mcd — Soli ak ege ur 


(0, 4) — niic At 
"412-7 


CL (0 — y dz dE TE IBI [o 3-0 Qaz 00 — Sc Br TEC Rd 


E RRA | root Ela 41 Stc BOR Oo) REXETEL ISO 
e 
ys óT-0C4cZb—a», M gi 0 zo, NuCia. 5 有 


il FG uude 
WU A | rG oti tk La. 814 -— Bel O RERA 


e— 
3s 70. 67 0C6«Z5b —a9.3 m LO E La.8]. E 


I] 
li fG us Mz | Lu. 
i— 


* RB 


验证 WVoc0.Vu4c[a. oo) (97 0). RUBER Qa D 

[a — r)" ldr 
i Y AA T ce 解 得 4 之 (ae)? LER do mintl (ar) ). E, 

Vi70,36— min(1,(a6)z ] 2770, V 9:00 V € [a; 4-00), 


= [ta — r)" 
H 


MERETET 


H 


zc 


|| aee 

即 瑕 积分 fa — 2)'7 dz E a, Hoe — SEI a0 
FUE GERA | (1 一 xy ur EC, Ro) AEB. 这 是 
汝 为 ,不 论 正 数 怎样 小 ,总 存在 充分 小 的 正 数 mwE (O, Heo), tE 
I ,e — ry dx = 空 大 于 或 等 于 某 个 正常 数 - 
E Him Vas c3 (Og m DLE a EAE Kon E uo 


34-10. Và 0(4 L1. Ho: ETETEN (0, 
ES ü 
HEN p FEIKO. H 
= 


"à 
=% loa. Ymp > m = ios 
tio ' 2 


|f. (1 — z)" lde 
MERS | (1 — ov 1dz 在 (0, + on 3E Salica 
14. 应 用 积分 号 下 可 微分 , 求 无 穷 积分 ， 


2 2 
n. 


I(a) = 全 e Te" dr, a 0. 
ü 


T 


E — = 
e 


解 设 San E. RERS E T ". 
困 Jg V ac 0f 


f . "o — e 
lim fiza) = lim 
"TL ep 


EA. RSU fx a TECH OO BTE SETTE Th. f Prag PG XEDC TR 
D(Oszz«-rcoo,.0«ca«z 4- oo) Ef. 
Vaz»0,3 27-00) 5j 479 E a8 [0,0]. JC ST RI 


teg P S e| f EP 
一 | 一 一 一 一 一 | dr = xe ` ™ dr 
|. x z | ' "Td 


在 [0 一 致 收 伍 .事实 ,YecE Le: 和 ,有 


一 昌 ， 


| ze | s re 
pe z +o ; 
GA f. ze" da XE, W [ ze "dr Ele ó] Sk um $i. 
EL Yale] A 
' [Ue E e — ec] [p ur 
I (a) = | a, 一 一 一 一 je QE dz 
— — d —ar* Ut — d 
EBENE oy —2« 
Ad. ^ r= | E —dlamaec 
Im + nj— Ja = 5 na A" 


4 a—1. 58 ICD 094 
HCl» = yn 二 C= 二 0 或 0 


于 是 ,Yae2>0, 有 
dide 


ila) = Lina. 


7 
15. E Hj 4p FER KERRI: 
peo Cas. a» 0,52 0. 


ir 


证 将 被 积 函 数 表 为 积分 


— ik = br 


e — e 


h b 
sin: = sinz| e "dy 一 f'e weinzay. 
a o 


. Te e -Te e" Tue t 
Mni. P- | -— (1 一 | (Jesi es. 
Lij 


EAE ap me "sinz 在 区 域 DOSAH aK b) XE 
续 . 不 难 证 明 , | enn siste 在 fe, 如 一 致 收敛 


le^ "sinz| & e^" < e^". 
an fi erar cit 从 而 ,| ，。 “sinzdz [a 6) Beli ok 
根据 定理 9, 有 
j= L —— 一 [ 7 (| evsinady s 


b 


一 NN (应 用 $7.2 例 6) 


to 


1 一 e^" (ysinz 十 cosr) 
CJ EM | 


j^ 
0 

Lis w| me 

= | ——s-—arigy| = arctg 一 arctga. 
"E | 

16. HEHH: 

4e NX BE 
QD [^ t— 3 
uo itr, dr di. 有 


| jene (Re RRR 


"115 


i T m l 一 
| ze dr = L E e t 
u LEN EU 
dez nil " 
=L] A lp mc! Q4 
nu " l n | 
iri m + =). 
R ol n 


17. 用工 函 数 与 五 函数 求 下列 积 


1 3 
N odi: l rtq ar 一 一 二 01 一 9 us 


1 十 


ub z? 1 EÈ -4 1 3 l: 
| — - il 1 — = 一 一 二 — m 
a 1 ydr 1 E (1 H) adt ze] I 1 .1 1] 


| LL 
UP i o inei 
$731 
-1 ES (应 用 例 18 的 公式 ) 

25 
-YZ nl- _ 7 
=la rF 


1 

wf (1—:)4:, nEN. 
一 ] 

i Wish Cas 


[O= eya =f ai RO ey ERAD 


* F EAR 


ə. LẸ q — pt = e -ptl 
= 2 ;| .0 0t n= B| 1 Ja tij= a| gtt] 
E ry PG 10) Int. 
一 1 : r 1 1i 3 ] l| 
hytti) [+alle aza] 
2"+ ly} 2(22011 
C Quo Di QudDIE 
18. 证 明 : (22 
H Qui) 2': "t" 
= [sedo = 
D (2m21! mti 
Qmd Diu |^ 
证 HARID, A 
24-1 1 n+] 
CN r| 2 Az) zx 2 
1, = [ singto = " = 2 z > 
2r( +1) r$ 1 
34 2—2m B] A CHTCDO 
areta yy VH SK 
Im= "t Tóm D Lt mi 
_ Qm— DI! - 
| Qm! 2' 
当 g—2m-- VET SÉ OE FI CO BS ESO 
po = va ron t 1) n m! 
2» EL * vm 
2 [nri 2 mr DI. yx 
2 PE 
(2m)! 


T (2m F D1 t 
xk o “此 题 是 8$8. 4 的 例 7. 这 里 直接 应 用 本 函数 与 8 函数 , 比 


较 简 单 . 


die 


19. 证 明 ; 椭 阅 积 分 CD 一 P STE pip 满足 微分 方程 
ED. 


EUG) + -> Leat] s= 0, Ü-k«t 


证 已 知 EOD 41 — ksintpdp , 设 


FQ pae, LEL d. 
noy l — &'sin'g 
' * Asin?gi 
吾 《5) 一 —dg 
vl 一 sin'g 
ri — Rh ER EN 
24 : 《1] K*sin*qp) Lip 
£ Ja AI = kn 
[rz — $ d 
一 了 F 4/34 — kan pip 一 IN | 
k Lle 0 y l — £sin*g 
= Uso 一 PCD 二 a) 


E isi 
F xou f? sinto zip 
9 (] — ksin p)? 


z 1> (1 — sřsin’p) 
M Pip 


i * 0 (1 — ksin p)? 
1 I Logd 上 di 
=- 一 ] — £sin'p? dp 一 一 一 一 一- 一 -一 
E Lda ( P P 4 vl ksin pi 
BN 
sob [^ 一 £sintg?" Tdp — rao |. (2) 


PE 


cl 


Ek) 
下 面 证 明 : j {| 一 ksin gT Pap E 


容易 验证 下 面 等 式 


《1 一 £sin*p» i- (1 — k’sin? "E 


oF 


4l 


rz 
— TE — E 254 singcosp(Cl 一 K'sin!g)-) _ 


事实 上 ,上 式 等 号 两 端 对 yp 从 0 到 元 RA A 


7 3 ? 


e id]? 
— 3 — gi singeosgp( 1 一 ksin*g) F} 
| Elk) 
| ISa 
从 而 ,由 52) 式 ,有 
/ — EW) F(E) 
FP (b = KG — Ry -一 TROC 
对 (1) 式 的 等 导 两 端 再 对 kR, Mi 
E") = — Fira) 一 F()]-4 LUE Ck) 一 FQ] 


一 一 Io — Fi] + Huw 一 FQ)] 


EY PCE) 
Kd-—45* z | 
_ PD EQ 


rz mi ga - D 
于 是 ， E" () 4- TE 01a BEE) 
LFU pn) "Roo Fk) ECK) 


KO gaa e ox tq; gp" 
即 BC) 是 此 微分 方程 的 解 - 


20. 证 明 ; 若 函数 F(z) 连续, 且 
ytl — r), y€, 
z(l-— 3), gy ma. 


WRR xz) 一 |e 满足 微分 方程 (rzE 0,1) 


= 4[97 


e + f(r) = D, 
u(0) = 0, u(1) = Ô. 
Me Vr Oai ER wz 改写 为 


7 L 
wz 一 [a — DG 十 [ 20 一 的 Cd 


一 (1 一 D| uova 十 efa — DfGMy. 
ü Ed 
根据 定理 4, 有 
i ()— — [fe +e — 2f) 


十 fa — DfGMy — z — r) fla) 


u"a — — zf(x) — (E — fi) —— fG), 

BO ()TfG2-—0. 

显然 ,a(0)= 二 0,n(1) 二 0. 
于 是 ， [rene —] 

u(0) —0, 461) —0. 

21. ERE ET BR. Fr D XE REOE B, Rar b oscusz BERE, 

i eg Ex a(u) 5 bOOTERBC ML e p JEEE, Vu€ [ap] A 
ax a(Qu) x5. asb(u) xb, 


URR #2) — [ fG dz Te Cf] Lo, SER. 


证 已 知 六 rm 在 闭 矩 形 域 严 连续 ,从 丽 它 在 六 有 界 , 即 
j M 2»0,V (Gu ERA |f| sg M. 
Yu€[a, 8], fff ucc La fh A 


bin ^ 


pr 十 Au) 一 | fixu t Mu)dr 


aiat iei 


'a( Nl 


= fG.u + Mx) dz + [ron 十 Andr 
aca) 


ate Pa 


biz wu 


十 Jizn 十 NOdr. 


biri 
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其 中 IN fG T Andr | LM (a (uH S) —aCO |， 
afu F.i) 


|J riae ELM [bOrt SD —500 |. 
已 知 al) 与 50w) 在 4 连续 ,由 上 面 两 个 不 等 式 , 有 


tu) 


Jim fiu + Audas = Q, 


Au— atu b Ax) 


‘bin hu) 
与 im| Jiru p Ndxr = Û. 
Mu—= dd bie) 
根据 定理 1, 叉 有 
tim [^ uc Adr = NT J 
hl "m ? Hujer = a(u) TW. 
TA. — diméQ S) r flawd =p), 
bir) 
即 函 数 0x) 一 | ”f(z,wdz 在 4 迷 续 ,从 而 在 [a,p] 连 续 . 
22. 证 明定 理 7. 


定理 7.。 á EAS fO DEC, Du 所 xz 三 十 co wwE 站 (a 守 人 0) 连 
&.H 


F(z,u) = [sen 
E DAR, BCO, Y (xz,u)ED, 有 


[recon] C. 
Ie u) 


[F(x,u)| = 


则 当 aont, 无 穷 积分 | dz 在 区 间 7 Seu 


证 Y2ET, 对 z 求 微分 
dF(r.u) — f(x,u)Mla,  F(a,u) = Q. 
YA>0, YEI, Ñ 


[Te c lapi) 《用 分 部 积分 法 ) 


r 


* A421* 


其 中 tim Pr coq rote D 40 a0. 从而， 
n fem), "|<|- TOO rip |FGzem iu, 


» » MEE 


。 t= g 2C 
eta zu 0G- o), 
Bl] ve0,3 4:0, A7 4. V uci. 


| [e ") y 


ise 


于 是 ,无 穷 积分 [59 utei s nici 


23. WFH: r EREKE CO, H- oo? TE XE TE RE EXE EE EE ON, 
有 


pue 
PF (a) = | x"! e=" Cnz)*dz. 
ü 
a un 
证 CAU ra= f x ie dr aE (0, +20). 
0 


un 2 lo 一 tæ —la-t 
3i Tix = rx? le :lnzdx 
o 


0 
TE 
= f z-'e-Inxdx 4+- f z7—7le-'Inzdz. (1) 
H 1 


V az- 0 CBE IET EE a} Ja b >00, H ab, 使 ax.ax.b. 
DEIR) Pip 


lim z?Inz = 0 (可 应 用 洛 必 达 法 则 计算 ). 


PER 


ATA tine 在 (0,1] 有 界 , 即 3 M7 0, V 2€ (0, 11,8 


| « ar. 


z?1ne 
Vac La sė] :有 


[atens] x ]x^7'1nx | 


» 4227 


cum [337 as cite 38 ROBUR | ze nzdz feo 61 308 
VrIel.HoxInz«r.val0.4a Do0, H ach, WE azlexlb. 
jale inr| Si re mz e. 

E | " vede ii B. 于 是 ,无 穷 积分 f " e-te-lazdz Elab] — 

ys. 
综 上 所 证 ,广义 积分 |， ante inte de EIS Co ^] oli St 
根据 定理 10,YaE(0, 十 ce, 有 


Ten a pe 
PG) 一 | 一 [zw le dz 一 | mle "ihrdr, 
o ar o 


ETO TRER, roce E. 
应 用 归纳 法 和 上 述 同样 方法 ,可 证 ,YaEN,Ya€ CO, +), 
有 
IUCa) = | Cat let (Iz) dx, 


H reto) 在 区 间 (0, 十 cc) 连续 . 


. t a (2 H 1 g-0 i 
24. EH: # CO — (fe dz] 1 yD 一 f pr 则 
rt O=, KO HD S= z (4 mO. 


a ck eokur [ete T. 


证 VIRO. EER POKI OKS) PR TX 


a ata 


2 o [ud EN 1 
pem 58 (TFF), 
连续 . 根据 定理 2, 有 
! a [07 f Laid 
b) = — dr = — plztar 
g D | 3X ilz T 2 £ dz 
ea g . 
一 一 2e fe dx OX i = g) 


1 
2 z 
——— 
n 


. 423 * 


X^ Po 一 204 [i 一 ?|。 ey 

ù I! 
从 而 ,有 OHOOHO] —0, 
BE OHIO S= BO. Ea (0-0, X4 


一 | -下 _ 2 -Z 
O=] TFT gp AMC T 


于 是 ,Yt 宇 0, 有 
T7 


fO 4 gd 一 4 


根据 定理 1， 

. bo ge Ctr 

Jim aO = [m fno 0. 

+æ 3 2 

lim f) = (| e de) . 

. i= b ü 
Br CDS 245 1 ool LS 
[Deui rete G, 
0 4 a 2 


424 


c) 


第 十 三 章 重 积 分 


练习 题 13. 1( 一 ) 


(讲义 》 下 册 , 第 317 页 ) 
1 按照 二 重 积分 的 定义 , 求 二 重 积分 


[oz , 


此 


其 中 R[Oszs1:0sysl]. 

R ”二 元 函数 G= EWER E KIR R E, MANT Gr, 
p= rg 在 可 积 . 可 应 用 特殊 的 分 法 和 点 Ps 的 特 跌 取 法 . 

用 两 组 直线 =i am FEN Gm 1,2, n— DAE R 


n 


aè 个 小 的 正方 形 区 域 B&, 其 面积 ARa 二 证, 取 Pa (Eo m) = 


^d k 
uj Ci k=], 2, R) 作 积 分 和 

y re jm - 35.5.1 

rd M * Tl n n n? 

US. S l[»(nc Di? 1 EE 

+ 一 上 k—] 
于 是 IEZ = lim SUG: m) ARa = lim Hi + ij — 1 
> - aL miren a [err 4 ] * 4 


3. 设 ROL Ls Oscycl]. V G0 € RE SCR 
l, I = gy. 


fe = n Tx 


- 425 - 


WER dE FO uo dE R PIEL E. [re Pazdy = 0. 


证 LCA SaD R EIDES A r ERE yr, 
Oge b. ARER 3. SCTE R TAR. 因此 ,可 应 用 特殊 的 分 
法 和 点 Pe ERRE. 

用 任意 分 法 了 将 正方 形 区 域 呈 分 成 + 个 小 区 虞 RRs 
Re È MAIE R a AE A AR M E R EIER- E Palia 
m) 使 n o OX AE BEHT). MAT FOL on m0. 6 1,2. n. 作 
积分 和 


SG mA = 0 


i=] 


于 是 ， ] rem = lim » ! FO Mt, = 0, 
5. 证明: 车 丽 数 fCx。 史 在 有 界 闭 区 域 及 连续 ,是 rz 0, 则 
[eenaray > 0. 


证 己 知 f(z,y) 在 有 和 界 闭 区 域 R 连 续 ,根据 $10.2 定理 6， 
TapE RRA RE m. BON Gao € RU fay 2 0: BpbA 
fG aD Zem 0. 从 和 而 ,Jr 的 在 辫 的 积分 和 


Marea vu E nin 一 2» Amn =m Ë, 
上 一 ri 


t= 


h RAE R AMIR, EIE B. 于 是 
[rear 一 lim un Am, om Ro 0. 
“0 


6. uE EJ ERAR Pn 5j g Gro TE REBEL PCR R MESE L H gis, 
12850,0893 Ce € R. (il 


[re sgtry drdy — f(£.g) IEEE 
r k B a 


证 EDAD FG TE R XESE RE S 10.2 EN GSO ERR 
3 ME m 与 最 天 值 M, IY Guo C RE 
* 426 5 


m jf.g)- M. 
因为 ¥Y Gr, p € RR gs zxO0. BEL 
mg(z,4) & fGapgG.y) S MgG sp. 
从 而 ,有 
m [acc ntzts E [onte E m [acies 


K 


根据 定理 8， [sans ze. 


& [se „p)dzdy = Ù, ll] [rone tntn 一 0. FEV Go 
ER 
eee cesaray = 166 otep ezis; 
R R 


车 ycz,pyanaz > 0 ,有 


[5o tm 


m x xz M. 


epam 
根据 §10.2 定理 7 GESE RR TOR 4E E MEO 3 Cm € BL E 


[rot nazis 


mm — — — f.p , 
[m yo drdy * 


R 


Ep [re nonas 一 FED [o6 nas. 


T. uEBIT LEE REN fn a YE CAL E 连续 ,和 且 对 任意 有 界 闭 区 域 
DRA 


[re e 一 站 ， 
p 


MY pD ERA fG.)-—90. 
427 


证 — MEE EEAPGa)C€ RO fOonz90.758jx 
fGs 3,222 0. HERE EE PALOS] CHE Gr > 0. B TEE DL £3 Po gn) 
为 心 以 7 为 六 径 的 邻 域 CCP TO BERN (aD EG SERON A 


fG n > Fo c. D. 
Adi. 
[repaus > ftn Jen = zdy [enis G0, 


dO EKA C 的 面积 ,与 已 知 条 件 蔬 盾 . FWG, DERG 
fir y) — 0. 
8. ER ERRMSG. 5S gap EA RAR R HR, WRR 
函数 Fr Dg Gr E R don Bl. 
证 f£ A HA T ROSE Tr] DOR LRL LR; n RU ha 
是 驴 的 面积 , 又 设 e (f os (G0 sos CF A WII RE ERE C F0 ,g(x)， 
fGg GO EE & NEC BR R, Eat fsde. X. DURER E fO ga, 
及 在 六 有 界 5 因 它 从 可 积 ), 即 
IMSY ODER A| GD [SM 5j giro EM. 
YA Po PER, A 
[SEP g — Og P | 
S Dg — P] + Og — Eg o | 
s APD EED 一 Po 十 IED i| geed — gCP%) | 
s; M[«CD 十 ag 
FE. lfp M ag], k=l, 2, 7n. 


Saan < « A Slo 十 Meo E 


BISG glp E R aR, R 
vetas Lr cot 
Ds, «c H $a GN, «og 
rr t=] 
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r 


从 而 有 — D2eGp5Nn < MGE e) = 28V 


iml 
v 


HI E MEICMOPIEMDECEEVAESR 
9. uEBH LE RRUBC f(z,y) 在 正方 形 区 域 D aR, HER Goy) € 
p 连续 ,出 


~ 


m, G 2|] re mem = fiy. 


HH o REB E Gig) € CC D BEEEREDCBR (0) X9 G HER CRE 
的 面积 . 
证 EAF. peA AT fz, 站 在 GG 有 和 界 , 设 
me 一 inf {fez | Gs € G}, Mo = sup{f Or WD | € 3). 


Ytr.y)ESG, 有 mom fr.y M. 
Mi. De Nieman < Ms [on 
5 ë< | fGundey MG (G0) 


Mo €. g 50cm x Me 
e FODE Go 0 YER FN 


lim m; = lim Me = 了 (xzoygo)， 
4t H)-0 D JD 


于 是 由 两 边 夹 定理 ,有 
lim a] rene = fg). 


40) 5 


10. 证 明 ; 车 连续 函数 列 {f,(z,)} 在 有 界 闭 区 域 R 上 一 致 收 
效 于 函数 f(z,#), 则 


lim y [iens = [rentas 


证 已 知 f(z ,六 在 下 连续 ， 从 而 可 积 - x uAamio)xgm— 
HAAF Oy) BD 
l - 428 


VER NEN NW Gun E If 
| 六 (的 一 fy - og. 
从 而 ， 


| E (z.yMzdy 一 [rein 


一 | Jire — fs) ltrdy | < fisco 一 fir, y) |dzdg 


wee R, 
HF RA RAROERA BO. 
lim [ftat = ]] ro zen. 
E. a 


练习 题 13. 1( 二 ) 


(G《 讲 义 》 下 册 , 箱 340 JD 
2. 和 将 一 重 积分 [rentem 化 为 不 同 次 序 ( 先 对 z 后 对 y 与 
AST a 后 对 z) 的 累 次 积分 ,其 中 区 域 记 分 别 是 : 


CDBC0,0) ,C2,1), (一 2,1) 为 顶点 的 三 角形 区 域 . 
M 三 角形 区 域 8 如 图 13 4 MRE 角形 区 域 闻 的 三 条 直线 


方程 是 :y= 1 um. = 
先 对 7 后 对 8 积分 
] re nem 一 ft, 了 (TDdz。 


先 对 * 后 对 ,用 直线 < 二 0(y 轴 ? 将 区 域 ? 分 成 两 个 区 域 4 与 
五 ,如 图 13.4, 即 


E " 


* 480 = 


图 13.a 
T ricanisty = [rotate 十 ec.oaw 
1 | 
° ! a p 
=f a) fn + faf ron 
(GO yzx2y. 


B Ctp R r4 g— DEB BJ AO, DEC 
以 ] 半径 的 圆 域 . 如 图 13. 5. 


先 对 < 后 村 积分 


p Gpaay = Pal OA 
o pdrdy — [asl dr. 
À ki ox g) riy [ ?| JTE gx 


4315 


先 对 7 了 后 对 = 积分 


]re mem 一 r e. rm 
8. 描绘 下 列 积 分 区 域 ,并 改变 累 次 积分 的 次 序 : 
(D faf reato 


NE BID R.0xL4m2.rmLgm2r.BD] Roh Ei g—c-2.9—2r. 
z=? 围 成 ,如 图 13.c. ES RECETA HE ER x 后 对 y 积分 ,用 


图 13.c BEI 
直线 ?一 2 KR R 4 LIFE DOR 4 与 B, BI 
INS ydy = [56 vanis 十 Iren 
to de i k x 


TORE + KNIE 
7 2 


D f "M "fang. 


NE IARE R EREX2,2—3amym 2r—áa5.Bp R ORE 
rcyc- 2 与 圆周 x 十 六 = 二 27 BAS. Ange 13.4. AE R RR T RJR 
* 4325 


序 , 先 对 z 后 对 8 积分 
ft "ra. gMy = Ja]. A aav. 


(3) E e|. JG. 


R RAKHE ROLL reca co p RH AR 
£—4AGH- DEA * 十 ?一 2 Bit E UTER SE RRE S, 
8) 与 (2,0), 如 图 13. e. 改变 累 次 积分 的 次 序 , 先 对 工 后 对 ”了 积分， 


abdo) 


图 13.e 
用 直线 9 一 0z 轴 ) 将 区 域 下 分 成 两 个 区 域 4 与 B. BU 
f EL = [ro vito 十 [Lo ates 
CoU À “È 


B P—, 
— d PF dz 
| JS ph 


0 2 v.d 
十 | | «| QVE Inn. 
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4. 求 下 列 积分 : 


mon, 
(12 | def e * dy. 


解 ” 积 分 区 域 E —ny—liüjzr—OBb nmi 


[8 13. f 
域 ,如 图 13. f. 改变 累 次 积分 的 次 序 , 先 对 x 后 对 y 积分 


[er flr 


一 f ge. dy —-— et! 
o 


of af OE. 
WES ROKE REER —ytr=0,y=a. =a BI ff 
形 区 域 , 如 图 13. g. 改变 累 次 积 分 的 次 序 HAt y 后 对 > 积分 


< {3da 


Fer Sm, = fa Ja 
x I- 


= f sinzdr = 2. 


HEOGXWER EUG BUYO EMÉABLA EHI BE HEY LER 29] 58 
Sk o7 Gg T gp e deu RERE (LR T ORO 次 积分 的 积分 次 
序 , 却 航 易 计算 . 说 明 计算 二 量 积分 能 理化 为 累 次 积分 与 积分 次 序 
ti X. | 

5, 求 下 列 限定 在 A 上 的 曲 顶 柱 体 的 体积 ， 


CD f Gy) áp R dE zy—liry—2,g—x H y—ArGI0)REE 
成 ， 


解 ” 曲 项 柱 体 的 体积 


p ] oven. 
hi 


Arp REH 2zy—1.:49—2,.9—2x 5 g—Ar BEES GR. 20] 13. &C IT ). 
人 必 变 换 , 设 ucagerc t. 


4 -一 
1 一 
y=? 1 i 
— A4 ~= 
r 0 1 2 u 
Np C1) 
B3. 4 


这 个 变换 将 xy BPM LBS ESSE, PETER uo SE EDU E 


*of55 3 


线 .#= 二 1.4 一 2,1: 二 4,7 二 4 所 转 成 的 矩形 区 域 ,如 图 13. 8C 1 5. 


y z 
Aur) 0248 — 2 
Kep | Lr 
io og 
- Oma) 1 i 
或 O(u,r) ^ d(u,r) | 2v 
PCM 
TE. V = [[zgdzdg = fjv . g dude 
K F 
1 P2 Qu 
=f aef dr Sodu = Tin. 


(fira V xr-py! GR. aec Ta^ SR amb. 
NE 曲 顶 林 体 的 体积 


MEL J 4,35 bay duy. 


Hop R Rb ass a 这 是 以 原点 为 心 内 外 半径 分 别 为 + 和 名 
ho $E DC b. 

TES AB bz E dL UR c rcosp g= rsinp. |J | =r. 3X RE ER 
变换 为 rp ^b Es IBI ILU AR BEER inm a rb. —0. p —252 Br BS ERSTE 
UT n s 


3 
6. K- re "me 
CORE 《ez 十 部 二 ca 4 Gur - hag m d. aB — agb E 


a= et M 

M ʻi le Dante he tS. . 

ix Tode de gpphx md a cjhBERIS FBLTEEET A 
的 珊 域 K 3 


dQa 0) LT en 
ENT E | . = abe ~ omb DY. 


= 43 » 


2G o d | 


BO.) — (ur) = abe — itab 
Hary) 


于 是 ,椭圆 域 e n E 


| b - ] 

一 一 Im 1 h ^ == - 

A | diiy [| FCR dili PEM no dud: 
此 r r 


K E: 


m 


7 Labs 一 DRM 
(2) = 2pr. y^ — 202 rt — 2ry rm 289 LOL eg Lr. 


REO ”这 是 四 茶 抛 物 线 所 轩 成 的 区 域 妨 .如 图 13- 区 1) 1E 


i 3 
i = — a,r m 一 
r 4 


BIRN 
这 全 变换 将 好 EA ILES TA Be R EPR A ue ^ pR E E y EE 
Ket R Spg ai y, rain 2s, A3. i Y 


bog 2y 
ooo T T7 
du ,r) d x T u " 
Airy) | 2E D 7 
Dog FK. 
Ho lo c 1 
Mard — Kur} - kan 
or. gn? 


* 
A 
m 
m! 
+ 


于 是 ,区 域 中 的 面积 
— Eu día. gy) 
a= j day ll ES v) 


-1« 一 p) s— r). 


duds — 1 | ane 
3 
了 


Hu 


7. 证 明 下 列 等 式 ， 
co [ro + paray = room. mre dub x 


解 ” 区 域 有 ;|z| 十 1y| 近 1 由 四 条 直线 x 十 y 二 1 .x 十 4 二 一 1 ,2 一 
3# 一 1:7 一 # 一 一 [所 图 成 ,如 图 13. j. 设 


u = or d yar — x — gy. 


ELEN 
这 个 变换 将 ey SE Uli E 5 ER R E uo ep FT EREE 


dER.I—Ixaml.—dzesxil. 


Alar) — 1 I u 2 Qtr sy) od 
Harp Ji al a) 27 
E : Hrsg) 
A, ， i i 一 T 
TRÀ. Je tmt [m reo PR 


I 1 
=- sl dnf fGr Mu = f Todu, 
一 1 ed =i 
4315 


Fir 2 
(2) D junty = ia 中 fODda, Rd sy — d.n — 2.9 — or. 
" 4n 


R ises. 
HNETUPETIDIUCLLLISEEXINSULS2. 
R'.pxuE2.b mex. 


y 4 


u,e) 29. M 9p Arg? — 0 
Xa. (0-4 L| 2t C?" Su) 2 
n r . 
yE. ]rente = = IEG E Arg? Stats 


"i 


一 il | eva 二 in2{ roo. 


8. TL7) 一 f e da. 


=r 


(1) ER NIGR [e nen. 
a 


其 中 Rrrr, — ran. 


ib Poo s[e F M | e% da- f pf dy 


-| af eU gy = Je ce. 
EI 一 * a 


其 中 Rerrera r] 

(2) 车 D$ 0,5) 98 3E E R R B8 A A a Be hl. 
则 
fe” dady L P) < je (dady, 


m 


证 Ayo. p A e 10. DCR, H DARA 
Da WELS. 6. FE g 
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B 


ERENS 


]e? l drdy «e zdy 
m 


m 


sut 
xe 77545, 


5, 


-pfl tat 
fe "EN drdy —PÓr) x Je" ‘dady. 
in 


En 


所 


(3) 求 二 重 积 分 fe dydy 8 [eun 


解 Wb r= posg. y= psing. |J |= p. 


etaa yt zr " 2 
e 77! dety = | dp| e " pip = nil — e "5. 
p] Tr 


D 
nta Zw FERE 1 z 
je driy = | uel, e plp = ai} —e 7). 
a 


(D 让 明 : lim ZG) 了 RẸ 


b.. , p f 
f edu = vm 或 | e`" du =; T 


Le 2 
证 由 上 述 的 (2) 与 (3), 有 
a(l-- L Re aa ey, 
=- 44 > 


"P 为 lim z£1 一 e^") = lim x() 一 e^ 一 H, 
p —— 


所 以 im PG) =a 或 lin7 一 vaz, 


7T 一 | 0n 


Bil | (e "du — lim e^" du = wm 


p pu -r 


或 。 [XL Bs go - 是 个 基数) 


9. 求 上 列 曲面 的 面积 ， 

CD. EH £a! mat a! pz e WEBER DERE HA. 

解 PH BP XLUEAagmXT T4 5E T. 图 13.1 
DENEA 58 — Sb ER PESE Ay Bl. 由 图 13. ! 看 到 .这 部 分 曲面 
两 部 分 组 或 ,它们 又 关于 平面 *=* 对 称 .因此 它 的 一 部 分 曲面 = 
(方程 图 zy 一 VE 一 过) 的 面积 是 该 立体 表面 积 的 16. 曲面 "在 oe 
面 上 的 投影 是 一 茶 直 线 z 一 zz 一 0 一 4 围 成 的 二 角形 区 域 瑟 , 即 

1 下 一 一 


图 13.7 


* ddl 


ay 
ax pem az d 6 
于 是 ,立体 的 表面 积 
一 8 = dr lga 
站 二 ie] yg T =o ki 16a 


z = (a 十 bcosg)sinO, y = (a 十 bcosgcosQ, z 一 bing. 
OSK p ar, x68 x 2m, 0 «b «a. 


解 Z = —isingsine, Z — (a--bcos)cost. 
Z- 一 kingeos0， ŽE — — (a+teosp)sinð, 
AC. Z o. 

PEPE ES 
eS] (B on 
P x xt aas 


4 EG — F* — db tla + bcosq)? = bla + kose). 
于 是 , 环 面 的 面积 
Zw Tx 
á= 2l (a -+ bcosq)dp * f dO — abs. 
à 0 
* * Ld * 
10. 求 下 列 二 重 积分 ， 


e» [|ie aiite EL 1n m1 . 


解 ” 将 正方 形 区 域 下 用 直线 1 十 # 一 0 分 成 尚 部 分 . … 部 分 区 
域 4;+ 十 y 宇 0 与 男 一 部 分 区 域 Bird yscO.n[E13.».-P 
= dd 


f^ 


EiS. m 
Ji + oy |dxdy = Ie 十 yj)dxdy 十 全 -ce + g) Mady 
R A t 
f i ! = -å 141 8 
=f æ tn —| d QU E dy = 3 | 了 一 3 


(2) ec + y) déxdg, R[O x x x m0 mmy m x] 
& 


解 将 正方 形 区 域 有 用 直线 z 十 y 一 于 与 eer 至 分 成 三 个 
EER: Ris Bas Ras WME 13. r BR : 


* 113. 


icos(r d- 2, Gr.) € R, 


leostz 十 0| = | colr -H gy. (x. € Rau 
X leosr + y). Gap) € m. 


i" 


TF 


E 


| [eostz 十 aD :rtrdy = il cosir + g2daudy 一 [eos 十 aub ndg 


十 ll cosir 十 godrdy. 


H^ E 


"E 


其 中 [| cosa 二 yrdy 一 Wa cos G-E Mg —]1. 
u V 


R 
1 


[feos (Qr + 下 dr 


(QR; — D, VJ D4,D, £p P, RA SEP ABE 3.20 


= [esc 十 gydzdy 十 je -十 ydrdy 


H 


3a 


一 -f ej, cos(r + yidy + | E TU osla 4 pdy —— Gr 4 2). 
D 


a 
2 


[esc 十 agMxdg 一 | ej. cosir 十 ydy = 3 一 |. 
1. 
从 而 
] ise + o leris = 5- 1) + Gi 4 2) 十 | 三 一 1| = 2r. 


(35 [e 二 yhdrdy, RO zz:2;:0 y x2. 
it 


E BETEK R RITE RR nb ora 203 
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[813.6 
分 成 四 个 开 区 域名 ;Ri, 记 ,Rs, Rs; 如 图 13.0, 即 


[UP G.g) € B, 
l, (ry) € Ras 
十 一 
Grados, (2,4) € Rs, 
3, CIT, € Rn, 
于 是 ， fe -+ y ddzdy = Jones 十 [Tas 


十 [22 十 IEZ 
hé 2, 


一 中 ww 十 2 || xtv 十 3 [| esty 
"s R 


5. 4 


3 3 1 
=z t2 tity 5b 


V RR GD EAE Oshal Hvy€ [0, 


T 这 里 用 开 区 域 比较 方便 ,因为 补 加 在 区 域 边 界线 上 的 重 积分 不 改变 在 该 区 域 
[n RHAD. 


* ddB » 


1, * 是 无 理 数 ， 
y, t 是 有 理 数 . 
证 明 Df pE R RIR. 


证 HERR AER PENES R o<, 


osy $] ef osa 


<< | miis. p: 
用 两 组 平行 于 坐标 轴 的 直线 


(要 求 直线 i| S RR 
轴 的 直线 组 ?分 割 ,这 个 特殊 的 分 
法 将 区 域 眉 分 成 个 小 矩形 域 :D,， 
D, d s Da 设 D, 的 面积 是 Ae. TER [g 13. P 
WF 


MCHPME | 


Soie = DTA + Sea, 
其 中 EEN 5 Doin 分 别 是 fG 2 XE R5 R: 寺 的 振幅 和 . 


H MES 
1— 8, 1 2 i 
UN 
有 从而， loan $lew v 一 1 -4 $0 的 面积 ), 即 


在 Rb, n» 


一 上 


lim Sjoe zx. 


Iri nd 
于 是 ,函数 fG 的 在 R EIER 
(2) 累 次 积分 | e| ren 存在 . 


证 YzEfo.l]- 
* 446 » 


当 > 是 有 理 数 ,f(z,9) 一 3y 在 [0,1]( 关 于 办 可 积 ,县 
[reas l'air = 1; 
"(2 是 无 理 数 ,f(z, 妨 一 1 在 [0,1]( 关 于 WERL 
[rem - [t =. 
从 而 ,YE[L0,1], ODELL RF pR, H 
TEE 
于 是 , 累 次 积分 | ar] oos trt 


(3) 先 对 z 后 对 *y 的 累 次 积分 不 存在 . 
证 Vas C [0,1], 且 天 一 二 ,一 元 函数 f(z,w) 在 [0,1] 不 可 


VE 
fa. 
事实 上 ,对 [0,T] 的 任意 分 法 了 . 在 第 上 个 小 区 间 [z r jii 
幅 
ix = | 一 Sali GET DO ,# = ] ,2 
从 而 ， Soan = |I — Inl 2, n — 1E — 35b 
Bp lim Son Æ D. 


HOP IT 


于 是 ,函数 fiz:go 在 [0,1] 不 可 积 ,从 而 先 对 z 后 对 ?的 累 次 积分 
不 存在 . 

18. 设 函数 SOPPER POS [roses uote 
LEK FO). 

NP dE o—rcosp.s—rsinp.lJ | =r. 


t 2n 
FU) = [reins 一 farf rf(rcosp,rsing)dg, 
B 0 9 
A, 


根据 S 12. 3 定理 1, 其 中 被 积 函数 |，"f(rcosp,rsing)dy 是 + 的 连续 


» 417 a 


函数 .根据 $$ 8. 4 定理 1, 有 
Fq)- [f teosys ting)de. 


14. HEPR: P ERR fUr dE Barro, serm ymo EE V (n, 
DER, S Roa sexa asscars f] s Bul 
F 
Jaah | 
m 
证 已 知 fra E RER, V (Co. NER iR 


a f 
Fla, f) = [root = f «e| fG.gdy. 
Hug ^ ^ 


fir, yodzdy = fio, f». 


BA p= | /zs 和 gy 在 [oo 连续 .根据 # 8. 4 定理 1, 有 


Z = NICA 
又 已 知 fa 的 在 [es 5; E EE , BERE IE: 8 8. 4 定理 1, 有 


EF 


aa38 一 Fia), 


een = Fiap). 
Ed 


练习 题 18.2 


CORE OLD T A, 358 9D 
1. 求 下 列 三 重 积分 ， 
(D [| [gszazayaz, 其 中 V 是 曲面 = 一 妈 与 平面 4 一 zz 一 1， 


= 一 0 所 围 成 . | 
We HV ROUTE 一 zy 与 三 个 平面 ?一 z,z=1,z=0 所 
围 成 ,如 图 13.9. 体 『 在 zy 坐标 面 上 的 投影 是 三 条 直线 一 0,z 一 
1,z=-y 所 图 成 的 三 角形 区 域 ,如 图 13. 9. 先 对 z 积分 ,其 次 在 投 
* 448 * 


Eia. y 


S CBE DCERA 


jf f- y a drdy 一 ] ey'taty |" zidz 
一 f ud raf” zdz = il. za ydy 
oa 
Lll 


(32 Jl | xyzdidgdz. 


RE K=) [zy T ZIDbxz0,.4220,20). 

ME EV ERRERA Z7 — MPH 13. v. e V d uy 坐标 
面 上 的 投影 是 区 域 DG? oat L1 2250, g200. EXE z 积分 ,其 次 在 
投影 区 域 Dp 作 二 重 积分 , 即 


LAT d 
[petes 一 J zdz 
j y 


I 


— P — —— E 
一 ie ya x? gi) dy = EET 出 2 dx 


= ir 
. 449 


图 13. r 
2. 将 下列 三 重 积分 按 不 同 的 次 序 安置 积分 限 
l 上 一 工 a+r 
eo faf af JO aos. 


NP DV EKS a, l E VRGDT 
EH :r= 0, y= 0m 0.24 y—z,z--g— VIS BLUR Eng 13. s. 


or 


[813.5 


先 对 3 积分 .将 体 T 投 影 到 zz 坐标 面 上 ,投影 是 正方 形 区 域 
DOKII Ol). 用 平 出 :=z 将 体 了 分 成 两 个 体 :7 EP Ven 
» 450 » 


图 13.s*. 于 是 
一 了 its 
fau aaf firzy dz 
[i] n 0 
一 jcy aay 十 (sre, anis 


一 fa reato 十 farf as ras. 
先 对 x 积分 ,将 体 广 投影 到 yz MA jugi D. 投影 是 正方 形 区 域 
GG ymLl.0scz«. D. 用 平面 z— y HE V AERE TPR LV Va F 


是 , 同 法 有 
Val a] erac: 


一 [ef yf re ryz) dt 十 [eb rc ig z)da. 


(2) f ef vest faul unes 
S Er E: vx 十 严 志 22 入 1 一 [TFK VR, ls 
«IBI TY EM imi Hey SERRE :一 1 所 图 成 ,如 图 13.4 


G 


/ ( 
7 
"i 


-一 -一 一 


图 13. t 
先 对 ?积分 ,将 体 『 投影 到 xz 坐标 夯 上 ,投影 是 三 角形 区 域 
* 4515 


DOr—z.r— —i.c— ABEL EO. 于 是 , 先 对 5 积分 ,其 次 对 x 积分 ,最 
后 对 < 积分 ,有 


f af su eure yhde = faf afl ue. syag. 
和 完 对 y 相 分 ,其 次 对 < 积分 ,最 后 对 zx 积分 .用 平 向 x 二 0Cyz 5E 
标 画 ) 将 体 工 分 成 两 个 体 让 与 ,如 图 13. 5 十 是 ， 


[af dyf mra ne 


— ffe e etes 十 M 


- ele rea [of ef rra 
先 对 xz 积分 ,解法 同上 ,从 略 . 
3 用 适当 的 变换 求 下 列 三 量 积分 : 
d) [[[« 十 六 J)dzdydz, 其 中 VW 是 曲面 xz! 十 六 二 2z 与 平面 > 一 2 
所 围 成 . | 


8S 体 F 是 族 转 抛物 面 # 十 六 二 2z 与 平面 z 一 2 所 图 成 ,如 图 
13. u. 
用 福 面 坐标 替换 : 
rz = PEOP, y = rSing.z = zx. 
I =r EART ERAEN s 
S «sn Üslrz2.0z px 2m. 


TE. iffe + at Mdadydz 一 fife pot drdgdz 


Y 


ín ? 
一 | dg! al dz = 18, 
b o F 3 


» 4527 


[8 13. 4 aae 


(2) jl LE F atidgdz, 其 中 [是 曲面 y 一 2: — à 53 IRI 


Ld. s—a.y— Oli El BE Qa 05. 

WO BET 是 上 下 底 都 是 半圆 Cr DIR GIO BO a F 
{F s Shire p EE BS Cane 13. ns 

HETER: 


T — rCOSQ.g — rsingi,z = z, jj 一 了 
它 将 体 变换 为 体 Loose Occ Or cosp. 于 是 


fff vo H g dadydz = f dz "dol ar s pdr 
0 
上 


da [3 8. 
一 A Cos gM 一 Lus 


TE- E EI 


[a 


解 HUU ERUUSE BOE TR 
4535 


r 一 arsinqxos!, y= brsingsinÜ, z = crcosg. 
asingcos6  arcosqcos? — — arsingsin& 


POPE) = | bsingsipg — brcosgsinó  brsinpeos® 
ecosq ”一 ersing Ü 
= abcr^sing. 


它 将 三 球体 了 变换 为 体 VI Sr] pSr Oscóscz 2o. 于 是 


$2 z l 1 : 
一 abof af sinpip| YL 一 ”dy = dale] r? y1 — r* dr 
e o D D 


= Z ate. 


(4) IG 十 PJazdydz, Eon vr Eh = VOF 5 


z= ée (bac 00 R dH] s— OBT E. 
解体 工 是 球 心 在 原点 半径 为 与 5 的 两 个 上 半球 面 与 za 坐 


标 面 所 围 成 . 
用 球 坐 标 蔡 换 ， 
了 = rsinqcostü, 
y = rsingsint, ET = r*sing. 


z = rCOSQ. 


它 将 体 上 变换 为 体 P aSr KR I2 于 是 


Eid = a 
iffe F y Madydz = f aof sin gto r? rdr 
Ü o a 
J 


O 2m 位 ，， LEPPE $3. EELAM 5 
一 g a>) | singip = gÈ a?) 3 = 15€ m). 


4.5k F SU Bl d Er He E HRS] ACH : 
(GDzomag, z^ Ty —2.,:—0. 
= 454 


E ETE sy ARERR REAR Do ny s. z 轴 将 圆 域 
号 分 成 两 个 半圆 域 D, a à m, 
#0 与 Dlizrt-Boatmlz.. x0. fm 
13. w. TE D, E XE By P TR] n zy 
DOF xy "RIS Er. E Di E RS 
XUI AVI TE] z— zy LOTE sy 坐标 面 
的 下 方 , 且 体 "关于 x 轴 对 称 . 因 
此 , 体 广 的 体积 是 第 一 卦 限 那 部 分 
体积 的 2 倍 . TR UR V 的 体积 


l tt à REL Fy 
I m2 fen] dz = ?| daf zi dz 
ü 1 ù ü 


-中 af " = f riz — xt jdr = 
(2) zo—z'-cy.—20j)2),.—z:,g—2. 
WE 体 F 在 汶 坐 标 面 上 的 投影 是 区 域 D,y=z 与 3 一 22 所 转 
成 , 体 下 在 2 坐标 面 的 上 方 , 下 面 的 曲面 是 旋转 抛物 面 :=x 十 六， 
上 面 的 曲面 是 旋转 抛物 面 2— 27-30). 于 是 , 体 玉 的 体积 


fall = = f 2i PW uU 


3 
-一 2 f 
Jl p 00 = gs. 


(D — z*-Fa! dp za Va a! Hz — b ata! —ZAGAmO0.0au 


3. 
12 


b). 
| MEC MEE EUER 
用 球面 坐标 替换 ， 
下 = FSINPCOSA ， 
y = rsingsind, — |J | = r?sing. 
p = rcosgp. 
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图 13.x 
球 曾 与 纵 面 在 球面 华 标 系 中 分 别 是 


P = aT = bp = TO xl -— P. 
即 体 T ERER Re JT MT ORC po. sc ós 
2s. 壮 是 , 体 TT 的 体积 


了 =Íf |ewe 一 'Ó »*singkirdqdo 
1 M 7 
1 
3 i à 2a 1 h 
-| z tel r'sinqur 一 | aof singao| rf 
n n a [ E] a 


] 3 3 : . 
iX. : yo RO Ey a. 


— Fugo 


GD Cave bi do ea)? (Cart bey eas)? Car bay cay! — 
A. Wr AMO, 


n == arc hy F es 
(u,.r.m) 


— Az. 


SOL der F dg F Crt, KEFA 
É — aar H biy de oca 
a dGr,y 2) - l i 
从 而 ， Jin, r.i) du ny) i 
dz...) 


经 过 上 述 变 换 . 体 工 在 新 尘 标 系 中 是 球 心 在 原点 , 半 季 为 产 的 
球体 1 : 


u? draw d. 445 xL. 


FESSA IERI 


了 = [f Naraves 一 I pdt 
IE 


m 


一 ET f LS — gn CB ZR SHARE IA 


5. zR p 3 mi Er TET ER EU] 253 53 I HI: GRE pna = DP REDE 
bi: 

D s—at atm GI pn Inl o1. 

解 ” 设 遇 面 所 围 成 的 均匀 物体 下 的 重心 坐标 是 (cp 六) 因为 
均 导 体 上 关于 = 针对 称 , 所 以 a— 8—0. 下面 求 坐标 > 

fp dedi 


| = rcg. 1 | 0 
; d(u,n,z) E 
P=, Key) 1 1 0|]—— 2. 
-二 0 0 1 
KEYZ) o 1 1 o 


有 从而、 


PUPPES 加 JO, 6,2) 7 | m 2| 2" 
BLETE PES) 


体 F ERBER AH E 


P yt + 2 
— gI Eu — XI eccL “ra 一 oo 
1 i 1 1 u 十 t ti 十 p 
XOH V E XOU X E 1 Tr F ta 2 
h 


于 是 ,均匀 物体 下 的 体积 


i - [f fezayaz = fff Fdudvdie 
Y E 


li 2 


=f taf de L5 dix = Hi Zu (Qu? 十 rv 
1 一 上 


并 
=5| (2 十 $e 3" 


再 由 重心 坐标 的 公式 ,有 


i Lp 
= 二 [| Jars 一 za ef uen 


4 2,2 „t 
=z. ad de {at 十 Jute? F od 


r A e a a a 
于 是 ,重心 华 标 是 [0,0, 面 |- 
6. 求 下 列 曲面 所 围 成 的 均匀 物体 ( 设 psg m D XT c ll 
的 转动 惯量 ， | 
(2) ttt, y (GEO. 
解 ” 作 柱 面 坐标 替换 ， 


| 一 rsing, |J | =r. 
za 
bk v EREEREER T: 
Spar, Lra l, rga Wr 
由 关于 = 轴 的 转动 惯量 公式 ,有 


žm 1 ES 
Ja = 川 e + p Madydz 一 | dpf arf T? « dz 
" ü F 
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-a [ox 4/2 — ri — rMr 一 T4 43 — B). 
x * * * 
了 .证 大; 
Fes anf reo 一 ie 一 id 


证 将 上 面 等 式 等 号 的 堪 端 化 为 三 重 积分 ,积分 域 是 体 下 : 
Osa. Ümumn.O0mescz.HjpROV Rue 空间 直角 坐标 条 中 四 个 平 
面 :t==0,! 二 wt 二 + 和 + 二 x 所 围 成 ,如 图 13. y. 


图 13. y 


将 上 面 等 式 等 号 左 端 的 累 次 积分 交换 次 序 ; 先 对 5 积分 ,其 次 
对 “积分 ,最 后 对 {积分 . 将 体 F 投 影 到 加 坐标 平面 上 , 它 是 三 条 
HA it 一 za 一 zt 一 0 所 围 成 的 三 角形 区 域 中 ,如 图 13. y 于 是 


Sanf aaf fa = NE Eo 
= fa seo 6 — odi - — l'reon — ot — 0 
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lf : 
_ 去 | 一 9 ft. 
8. 设 Fi — [f FË + g de x Madgds, dp Tix bacc x- 


“了 是 可 微 函 数 OR A O). 
解 ” 用 球面 坐标 替换 : 
| = rüingcost?, 


y 一 rsingsint, |J| = sing. 
Z 一 PCOSQ. 
经 过 球面 坐标 替换 , 体 上 在 球面 坐标 系 中 是 长 方 体 忆 : 


0 和 Tt 


从 而 .有 
FD) — Fes ipf frrsingar 
9 [i] ü 
一 4z| foar. 
FE, P G) —Antt fE). ` 


9. RER En OEE Vr r ELI EE V HH 
r, erl 求 极限 


iim 二 用 for gy 20 dadydz. 
解 已 知 f(z,y,?) 在 连续 ,根据 三 重 积 分 的 中 值 定理 (本 年 


H dE CEEA pH EEH HRE REO. TETE— On 
Er, tE 


[fresa nta: = fGaoaoF.. 


其 中 全 ,是 半径 为 * 的 球 的 体积 - 从 而 
MEE = daria 


LLEI FG.a TER 4 (0,0, OER, 5 v9 0H Cog O0 CO. 
。 460 。 


0,05. CHR. 
lim zx a fron y.zdadydz 


一 lim x . drargG asd 一 4nf(0,0,05. 


10. & p su dir mii Pr p RETER : 

A) Q an m ga Gt 4 an — 2). 

解 DR MEAE ta EO GERE RAD EMT EN 
C XCTOEm eM PRIA F, Eg T UE Hl di E. ELE, i D Br ES] 
RATE T 关于 原点 对 称 , 从 而 体 下 的 体积 是 第 一 卦 限 那 部 分 体积 
的 8 税 . 为 了 计算 第 - ERAR SKa ME 斑 的 体积 , 作 球面 坐标 替换 ; 


一 rsingcos , 
f- — rsingxint, |4| = rising. 
(z = PCOS. 
曲面 在 球面 坐标 中 的 方程 是 


r2 :0 一 cos2o) 或 rr 一 av 一 cos3p， 
为 了 使 0. En ARR ER ex. 从 而 第 一 封 限 
NERA AO M Vis 
0 xüs 


0 xlrxa v — cos2g. 


xL opu 


ala 


Ed Z 
27 2" 


二 是 , 体 的 体积 
H - | | festa: —B | ff- sinparagao 


| 


— af aofi do 
t T D] 


toz 
—. 5 . IMS cos2) ? singdq 
T 


Jf 


r'singxlr 


= 46lf-* 


= 一 2cos'g) Tsingdg (Qu cosp) 
EI 
o oG | 
d O (I — 24) ?du GE u = 


0 


l sint) 


= 了 as DP = ma 
87 V3 "E 
H P y z 1 2 x 
(2) [zd tx =} 0-9. 


解 ” 显 然 ,x 这 0, 即 曲面 所 围 成 的 体 斑 位 于 六 坐标 面 z 轴 正 
3; B6 — 0. dn RO Gne eg EO CERTE BUS rm OO t ril EE I5 DI 
它 半 于 x 轴 对 称 的 点 (x, 干 y; 干 节 世 在 曲面 上 . 因此 ,曲面 所 围 成 
的 体 工 关于 fpi Fr. 从 而 体 F 的 体积 是 第 一 卦 限 那 部 分 的 体 V. 
的 体积 的 4 倍 . 为 了 计算 第 一 封 限 那 部 分 体 让 的 体积 , 作 广 义 球面 


坐标 替换 : 

z = arsitqcos8, 

; = brsingsint, |4 | = aber'sing. 

2 一 eTCOSQ. 

曲面 在 球面 坐标 系 中 的 方程 是 
, 5 
r = A rsingeosó 或 一 | J singeosð. 
第 一 卦 限 那 部 分 的 体 V E 
3 
(xem sexu ETENEE 

FEAET HER 


=e = (ffs 


3 
* $ singeoss " 
-4| do| de aber'singdr 
n n v 
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NEL H 至 2 _ ma bc 
=- f cosødo| sin^qdg = LEE 


11. 求 三 重 积分 


ll eret 


Hp n REB ah doy! ez cl EL a>. 
解 用 球面 坐标 替换 ， 


f = rsingxcosfl, 


sy = rsingsint, | 了 | = rsing. 
l = reos. 
球体 tpt LERT RR RR ER V: 
Os 0 xL 2m.0 x qomc,0c Lr x.]. 


dp 


Im dzxdydz u pr | f r*sing 
x. A 二 b o Jo Yr? a — 2arcosg 


li op ; 

— 2s| | u YT H a) — Zarcosp | 
Aaf _ da 
= ri — Sa 

{| frees + by + czjdrdydz = jf fre dudvaw, 


t 
r 


HP Fpl HHL a 6. 

证 将 zyz 的 直角 坐标 系 以 原点 为 心 旋转 - 取 平 面 oz 十 总 十 
cz 一 1 为 pe 坐标 面 (* 轴 与 w ESSE DET 204 4 CE-E 3 
于 ew 坐标 面 的 坐标 轴 , 要 求 4,n,w 轴 构 成 右手 系 . 由 空间 解析 儿 
何 的 坐标 旋转 公式 ,有 


463» 


| = tcCosm 十 gcosf, 十 zcosyi, 
P — rCOsds 二 gcosf; 十 zcosy.. 
l. 一 reosa,; 十 geosf, 十 zco&sss. 
其 中 cosa, cosff, , cosi :Cosy COS B; s COS ys ; COSC y COS I5 - COS 分别 是 


ers MD zs RIOT Jr AE M 


b ` E] 5 
cou = z scoff = n COSPI = 9 QR — o Y a? 4-6 To. 
| i " 
Jil 4 = gCosm 十 gcosfi, 十 seoss, 一 ut + by + ez) 
或 ar + by + cz — ku. 


PIA nee — Tr 8E PRLE AR E E VA 


cosa, Cos, cosy, 


dur.) 


Gun) = lcosa;  cosf^  cosys| — l- 
cosdas — COSD, — COS, 
) Arsys) — l uH 
从 而 ， Jurar) a(u.r.u) 


Wo £5. a or? poa — (zcosa, 二 ycosf, 二 zcosy D) 

十 《zeoses 十 gcosfs 十 zcosy 了 

十 《zeoses 十 gcosfa + scosya)” = 1. 
于 是 | 


feces + by F cxMdrdgdz = 由 eepawe 
/ 


a 16542 


第 十 四 章 ”曲线 积分 与 曲面 积分 


练习 题 14.1 


(CBEX FT H8, €$ 392) 
1. 求 下 列 第 -型 曲线 积分 : 
(2) Parts i eir + Iyl = ala > 0. 


解 ” 闭 曲线 < 是 正方 形 的 边界 .如 猎 14. a WE e= eetet 


y 


RJA. a 
7 十 # 二 0 或 y 二 一 z 十 a. 
c E A i o da Y 2 dx. | 
[e] FÉ eo iex cu BO ELEC DA S ds 二 v 2 da. Fd. 


Bus 一 je 十 IE 十 fagis + [ues 
5 Cy Ca T4 


T 


a nu 0 
一 x Z [| za — ze | ziu + Dda | z(— a — rdir 
"0 u a 


十 | a 4 adel — 0. 
ü d 


ds + ` = au 
一 ——;. ———s z JE 下 = asini y bi, D1 a 
ee ‘IE e r= acosiy = asint, z Qan 2 
解 r = asint, y =acost,z =b. 从 在 


ds— MX zy 十 2 d= a pHi dt 


于 是 
| ds L Xa dd 5 dt 
tpt jJ. 十 六 六 
FEE EE 2 2 2a 
= VEEE b | — dl . i gi 一 一 二 b arctg z 
"au [44 o 
a pb 2bz 
z arctg 


3. 证 明 : 若 丽 数 f OD 在 光 消 曲线 CCA, B E 8. HI min 


Dade C 


f G4) — m, max (KG ) — M WIS Go € CCA DO ,使 
{ryt C 


| fr, Yds = ETETETT 


UL AE) 


Ep s E Cami- 
证 已 知 YIz 所 DEC 有 
mx filr, g M. 
在 曲线 C 上 分 别 作 第 一 型 曲线 积分 ,根据 第 2 题 , 有 


e: Ei [reo z Jas 
Lu T C 


或 nas «I [res Eu fas. 


E 
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其 中 [o 是 曲线 c 的 长 , 即 [as — 3 上 式 可 以 写 为 


m x. srt x. M. 
BIBLE XE £X BEIC ELTE ERE EH EH I Go a € C fË 
FG do) = reas 或 [reas = fro, yo)s. 


6. 求 下 列 第 二 型 曲线 积分 ， ` 
2) [e J pde + Gt — yy, Cam 1— 11 一 z| ,0 声 


z« 2, 从 (0;09 到 (2.0). 


ERR 
WE hece mE b 设 est He C iym Caty 
] 
[c + gdr F (7 — ga dy = | 2rd. = i. 
o 
5 


To? yes ot — ay 
z 
= f [e + (2 a a b [ë — 2 — ay] de) = f 
于 是 ， 
[e Lan Gh ad | + f - i. 
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CD. [da + aydy + ite, P C AR O 0^0 ECL D E 


C1,1,1) 的 折线 . 
E DEARC EHS TE 
=i, y= ih =h N 


' Soc l. dr => dy — dz = dt. 


zy =y 5z 


1 
FE. [Bz 二 rydy H ozxdzo— | C1. 
0 


df 
DJE C OAF AR-F BD ADIRI LA. e 


0A 的 参数 方程， 


T—f.pgy—Ü0.xz-— 


0. DAF 


有 bea + xydy 十 2802 = OQ. 
dhal 


AB 的 参数 方程 ， 


r= l, yi, = 0 


1 
; 1 
[oe F gdy 十 zzdz = f tdi — —. 
a ? 


A" 


Oz |， 
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BD HERON fE: 
r=]. şġ= jz2={t, Üzm fx l. 


1 
有 IPS 十 ri 十 Xz 一 | tdt 一 i. 
Jo 2 


n 


sa. eee see [e [e [| orden 


Ll 


7. 应 用 格林 公 > 起 求 下 列 曲线 各 
(o dn ele + 和 让 o 其 中 “是 四 条 直线 < 一 
土 1,y 二 士 1 围 成 正方 形 的 边界 


解 ” 设 这 四 条 直线 所 围 成 的 区 域 是 正方 形 区 戚 下 (一 1 扫 z 扫 
1.— ly 


Peun = n[ 224 © QGya) — HELD. 
二 yl atl 
y 2 十 六 ar 2 y 


显然 ,它们 在 于 正方 形 区 域 尼 都 连续 . 出 恪 林 公 式 ， 
(Pg USED. - S 1 IL 


I + 2+y 2 十 # ā 2+y 


-Í Y drdi f «e Y dy =A — in3) 
4249 7]. T nsi- 


(3) [e sing 一 my) dz + Ce'cosy — mdy, HP m 是 常数 ,0 是 沿 


上 半圆 周 +y —ar(yzE00 ,由 点 AC8L00 9] 00,0). 

解 LOK) CI Ba marg), mE A. d. 补 加 线段 OA. 
得 到 逐 段 光滑 的 闷 曲 线 (— 04-04. 设 :所 围 成 的 半圆 域 是 DP, 如 图 
14. d, | 


P(r,y) = Psing — my, QT) = ecosy 一 m. 


ao 
一 = £'COSQy — m. 


A» = PUCON. 


9Q 
ðr 
» 459 + 


[14.4 


显然 ,它们 在 闭 区 域 D 连续 , 由 格林 公式 ,有 
Pesing 一 my)dr + Ce'cosg 一 m)dy = f + f 


H [| eem — e'cosy 十 m)drdy = m tty 一 EXE 
n " 


其 中 04 的 方程 是 # 一 0,0 扫 >S 安 上 有 


[cesis 一 my)dx 十 《crcosz — mdy = 0. 


nA 


TE. [sins 一 mdr + Ce'cosy — mdy 


Ü 


mc TRU 
—a* 一 f = —-u*. 
8 


8. 求 下 列 闭 早 线 围 成 区 域 的 面积 ; 
(2) zx-—acost,y—bsin?t, — Oxctxz2Zm. 
M dr= — Sacos! fsin&dt , 
dy — 3bsin ticostdt. 
由 计算 面积 的 公式 ,曲线 围 成 区 域 的 面积 


A {= ||drdy 一 i bou 一 ydr 


D C 


= f [acos?t » 3bsin*tcost 一 bsin*t( 一 3acos?isint? Jdt 
[] 


= 470o 


2n 
- sin"tcos?tdt 一 LA 
D 


8 
9- 3& FAA 53 DELE na s 
(2) du= (3r — 2zg-- y! 9dx — (x? — 2ry dy dy. 
解 Pir p —32 —2zg4- 3, Qr) — — a] 2x4 — Sy. 


a x — 2r 2y. 
显然 ,它们 在 了 :连续 . 从 而 ,曲线 积分 与 路 线 无 关 . 


AB FT EE LER Ono = €C0.00. TA V Guo cmd 
u(z,.gq) zii — fo 一 2z 十 Wy + E 
o D 


ED — a*y 十 zy — y 十 C, 
BRER Gp c cy bx! cC CC 是 任意 常数 ). 


10. T PRU Go ,四 与 tx, 引 在 区 域 首 存在 二 阶 连 续 妨 导数 ,有 是. 
du Ae à Bt y —, 
WEISS NOTI y a WEE aG. 
iD ll eg T "(x,y) 除 相差 一 常数 外 唯一 确定 . 
: -y on Ov du de 
证 C4 dr dydy — acd 
Fu Fv Pu _ _ Fr 
di^ yd? Oy ——— oy! 
Cu Fu 
RH mO ay 
àv de da du 
从而， driz, y) = Fdz TU c yd dr 
du da 
其 中 P(z.y) 一 一 ap PEDS 已 知 
Ə __ Fu Fu ag 
y Ajo 0) — A 
从 而 ,曲线 积分 与 路 线 无 关 . 于 是 ,函数 
ix oj du à 
nGuan = | 1 B EE 十 P 


*d?le 


E uG Be d838— T A XC 9E — BR SE. 
11. 证 明 ; 若 函数 PCR 0 5j 8(7,y) 在 光滑 曲线 5 连续, 则 


jee enl Ms, 


其 中 = 是 曲线 CÓ KM — max ( CPG ao EQ Gua). FER P 
不 等 式 .估计 
“一 bo cUEG Ry Z3 
其 中 :十 六 二 局 证明, lim =o. 
证 将 第 一 型 曲线 积分 化 为 第 一 型 曲线 积分 ,有 
frar + T 一 |J cec 十 QsineMsl. 


GC 有 
| Pcosa 十 Gsina| = 1£P.9) * (cose.sine) | (Mieg) 


< |P, | * 1Geosa,sina? | 
= VP) eosin 十 sina 
= Py) A Qa) EM 


TE. | fpes + qdg 


xI | | Pcose 十 osina |ds 


x [nes 一 als = Ms, 


其 中 * 是 曲线 CO 
HAA Ciz ry! — RAER N TE: 
z = Reost, y — Rsint，0 xL tx m. 
y sint 


G! dong Tat e| 1 十 sn 


— X — cost 


u z= . 2 B 
(zz 十 zy 十 如 3 r| t sinat 
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1 
el 上 十 Lanze) " 


PO. = 


M = max |x P Qj = max L dla 
m t 十 了 sin24| | 


TÉ [M2r] ££ [0.24] B 
- - 4 ， 8r 
从 而 ， | 天 | S Ms = qi * 22R — ug. 


T 


因为 im 250. BEDA lim 1,0. 
12. 证 明 : 车 0 EEE R R, A CE TEE E 77 a 
线 , 则 


中 ec adds = Ü, 


其 中 "是 的 外 法 线 . 


| 


可 


El. e 
证 EAG oE E BASNE n EH anD G4 
LIE P ES a Ai G AERA RA. e 有 
Gar) = Uan) FH naa). 
Cas (/,24) =eosl frr) 一 (ayz) ] 
= COS ICOSIR r) -- sinCG z)sin(s r). 


U E cos(n rds dy, —sin(n,x)ds—dazCI, 8 t4. 1,88 - ERO 
- 473a 


eost nds E geosc eos Cn 2s + sin(Z ,r)sin(n a2ds 
C 


x 
= QqeosQóx)dg — siní, zz. 


其 中 PG.) sinr), Op —cos(L, DORER E 


根据 格 袜 公式 ,有 
eost 04s 一 0. 


13. uEHH. dcos à) 十 gcos(n,g4) jds = 2A, 其 中 4 EEA 


LULA 围 成 区 域 的 面积 ,Cn,zy 与 人 a, 妇 是 曲线 c 外 法 线 分 别 
与 轴 正 向 与 y 韩正 向 的 交角 . 
证 已 向 cos(n,2z)ds 二 dy,( 风 $3 14. 1,285 — EDD 


— cos(n. gods 一 一 cos| 7 一 asa) Jas = — sin(n,z)ds = dz. 


有 PEzcosta, z) 十 ycos{n,y) lds = fus — ydr. 
由 曲线 积分 计算 面积 的 公式 ,有 | 


LzcosCn,z) 十 ycos(n,y) ]ds = 2| 5 pray — wis) — 24. 


14. PAK f(z,y) 存 在 连续 二 阶 偏 导 数 ,在 区 域 4 满足 方程 
FF Pf 
pr + E" 一 0, 
MP GDE O ERAR AR Fa TE C 是 调和 函数 < 对 GG 
内 任意 逐 段 光滑 闭 曲线 C, 有 


Sas 一 0. 


证 c9 CA FG uo dk G JE ERO eg CLR. (Gr € GE 
-4ide 


设 C 是 GG 内 任意 光滑 闭 曲 线 , 它 围 成 的 区 域 是 D 由 已 知 的 方 
向 导数 和 格林 公式 ,有 


— Afu F 
= P a ar 7 


-[3 $| dady = 0. 
— 用 反 证 法 ”假设 3 PE 6， CIE EE 十 于 | IR #0. 


&f 25 


不 妨 设 [Ibm] camo 由 连续 函数 的 保 号 性 ,8 


(Py, 7) SN Gag) € UCPS D fle, uri». 
BEBE UOS NE m ERE BOLCIB 09 Pr lex dee 50, 它 围 成 
ag Doe D, o8 Og 1E) 


af, — M ZE V ŽE 
EXE LE: 


drdy > A fuzas 
n 


E 


mE * D. m, 
AB D, R CIR D. HER SECARA E. TEY Gu € GR 
Ff Ff 
as 十 y 0, 


BE fix, 六 在 4 是 调和 函数 . 
15. 证 明 : 若 x(z, 妇 有 连续 的 一 阶 惕 导数 , 则 


[UI e (F) Jee = [osis 中 


Hop e ROCHE H C ARAI DR, im Pa B 


4í5- 


证 Hi 75g MCRRSS —. LM BE CERA aE, A 
E Pas 一 Pee jr) 十 Scosln, ) e 


da eau 
= f a — u à" , 
A 
其 中 了 一 一 aee m. 由 格林 公式 ,有 


ou, LES gu! If ow 
" ES 一 ES Nu a] 十 EE xl Jee 
u idu eui du 
-Jr 


| 
一 -一 
| 
十 
% 
= 


= Jen 十 Jus x] e | Ed Jeza 


或 ijl æ) + EJ Jtt =— Jonas + ^ Zis. 
16. 求 高 斯 积 
Kg) G ERa, 
F 


共 中 局 是 无 重点 的 光滑 闭 曲 线 ,r 是 连结 曲线 EA Mapi 
REC 上 的 定点 AC PERE r= V (G-—3: 十 (一 她 是 曲线 
C XE ER M Grano B SEE n] ht. 

WES RRIF ,第 395 页 ,图 14. 19. 

(ran) = izr) + rn) 或 (rn) — (Gun) — n.r). 


cos(r,n) —ceos[ irn} — Gr] 


—cos(r,nJ)cos(a,r) + sinCzr, n2sin(z,r) 


—ė E 
一 三 " ?cos(r,n2 十 y " J sin (x n). 
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二 是， E.g) = prem, 


H 


-所 


rã y — 
z= f "E dy -一 S dr. 


E 


A eost; JM ; 
cos(r,.n) + zi sin(r,m3 ds 


PG) =— A, gep = E.A 
T T 
JP  dQ — (y — 9 — (x -—- 2D' 
dy dao P ` 
下 面 分 两 种 情况 讨论 : 


D 当 点 4(&, 力 位 于 闭 曲 线 C 之 外 ,由 格林 公式 ,有 
Ha peces s 一 中 - Sy — ¥ d 
-M 一 一 Ed dxdy = D, 

NNNM 

2) 当 点 ACG op bo E Bd ii 2E C 图 成 区 域 了 的 内 部 , 即 ACE JE 
DARA RUAA ACE HDD FERE TE AT RS 62 02g 2E $8 8659 ER] 
Di 使 DC D, i E] 14. f. 3 o) d Da 的 边界 (圆周 ?是 C SER L9 
数 y 


i8 L4. f 


edit 
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PG) 一 一 I 3. Gan = a 


p? 


在 区 域 5 一 访 上 满足 定理 4 的 条 件 , 有 
$ cos(r.n),. = $ 三 二 dy t = Tir = D 


r r? 
eb, CU. 
或 $e, = — bs = d EER, 
7 Ü Å 
Eo ; er 


其 中 的 正 向 是 顺 时 针 方向 ,2 表示 Ca 的 相反 方向 , 即 逆 时 针 的 
方向 .27 的 外 法 线 m 与 了 在 一 条 直线 上 ，, 即 
(r,n) —0, 从 而  cos(r.n2 一 1， 


于 是 
cos(r,n) cos(r,n) 
IG.) = G Omas = Q mS 
= je = F . 206 = 23r. 
综 上 可 得 
KEM = p EEM = » 4 在 C 之 外 ， 
Tr ja, 4 在 C 之 内 


练习 题 14.2 


(人 讲义》 于 天 ,第 417 页 ) 
1. 求 下 列 第 一 型 曲面 积分 ; 
(12 [e +y +de Hp S A r Hy veg —a,.0. 


解 Se= et E cy EREE K D 
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是 , | Cr + y + z)de 
= etit /rT 
r+y * 一 rcosp, 


vv 证 
一 o aty 1 i 
aii Jr p p t |eis Ld 


B a o[ | 十 ide 


"T" 


= Fe, Te 十 sing) 十 "|e 


=a MN 十 sind]. a 十 中 p[ rar 一 ma. 
af 0 


(2) I» ， 其 中 8 是 * = rcosqsina,y 一 rsingsina,z 一 rcosa(0 


«a $ o dE X OssüzLa.0xLpzl2. 
E HAR E.G.F. 
B= 二 十 
— cos! ysin a 十 sin?gsinig 十 costa = 1, 
G =r d gy] bz 二 r'sin'gsin*a 4 r*cos'gsin'a = r'sin?a, 
F =at, E Yip + z, 
= — rsinpcosgsin*ae 十 rsingxcosgsin?e = 0. 
反而 ,ie 一 VEG 一 Fidrdp = rsinadrdg. 


于 是 ， IEZ = S costasinaarap (D,0 x. p x; r0 Sra) 
5 D 


Za " ain 
=costasina | dpf rdr = z cos asina. 
U n 


H S., R Faes E S 连续 , 则 3 (Ep gE S, fE 
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J sydde = fE pA, 
其 中 4 是 曲面 5 的 面积 
证 Gi doe V ez 4x dedy, HARG, H 
[rosa nte 


一 人 sziz] AT 十 2 十 z, dedy. 


VIF te um. 


TR 25 27 88 13. oR M EDGE gmp E 
[Aega] y 3px H z dady 


= Memed] |] Y1 + z? -b z didy, 


其 中 [| VEE ze Karay al s ER Cento 是 
面积 微 元 ), 即 
TRO Gon 0€sG-zu ,使 

[re yadda = fg. 。 


SOR FNR UUME: 
(0 (etate, Hes sR AE — 1, 外 法 线 是 正 向 . 


F ESRT S AE ey AEREE RDEV RATUR EE 
ERDA D E MEER S 分 为 上 与 下 两 部 分 曲面 :8 与 ELA 
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DEEP 


P y 
5 一 l 7 
n x [^ ME [E 
7? y 
与 S5 : Eco ] 一 v — nj . 


S.H Ps SS. z CIE TÉ e fe REB f fio UH EAS 2 E e 
角 是 钝 角 . 于 是 


P uirdy = J 十 feu 

=ef Yi- em p dedy 
b afl b 
| 一 Aarcosp, | 

= li d 

= 2e IRE -7 ipe d s 一 brsing. 
= 2atef " v1 — rin 一 S nabe. 

E a 


(2) fuut: 十 zzdzdz 十 zydidy, 其 中 全 是 四 面体 z 十 #y 十 z 一 4 


(a7 0), r=, y= ,5 一 0 的 表面 ， 外 法 线 是 正身 . 
E ”这 是 二 个 第 二 型 曲面 积分 之 和 . 首先 计算 第 二 型 曲 耐 积 


dente "A 


曲 而 5 X p PU Aro qr II —Á FOE CIR LABCC E)  AOBCRO , BOC 
CE COACH ZH n. m E 14. e. 我 中 BOC CORO 5 COACHE XE ey 5E 
标 面 的 面积 徽 雹 drdy= 0, ABC C E) 5j AOBCTO TE xg SI EL HT EXE: 
都 是 三 角形 区 域 D(z 一 0,y 一 0,x 十 y 二 4 围 成 ), 如 图 14.g. 从 而 ， 


分 


ABCLEI AGB RO 
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[814.5 


十 fil rgdzdy 十 lll zgdzdy 


BOCUR ) . Coa) 


一 [oem — Jj 十 0 十 0 一 0. 


因为 将 这 个 第 二 型 曲面 积分 被 积 函 数 的 z 与 了 分 别 换 为 9 
或 <,z, 此 时 曲面 万 在 yz 坐标 面 或 x 坐标 面 的 投影 也 是 同样 的 三 


角形 区 域 ,所 以 
由 ae 一 fra = Ü. 
于 是 ， fuer 十 ztadzdz 十 rgdzdy = Q. 


用 奥 高 公式 求 下 列 第 二 型 曲面 积分 ， 
{2) n + Gy — ddr 十 《2z + y az dad, 


其 中 S 是 z= Vdp > 一 0 围 成 体 的 表面 ,外 法 线 为 正 向 ， 


解 P—iz, =ry—2, R—2zgday!z. 
aP — z 9Q — 2 gk ， 
à > dy , às ! 
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曲面 8 Hina PE V 是 上 半球 体 : 
Oaa Va) € Di H y a 
由 身高 公式 ,有 


(hsaye + (zty — z'Mazdzr + (2zy 十 wiz) drdy 


一 ie + P 十 zdrdydz 让 二 rsingpeosn, 
= 


y = rsingsinü, 
2 x 
= f dof apf = - P'singxir & = rCOSQ. 
o o> do 


i , 0c óx 20 ox. 
一 24 singdg| rdr 

? ? Üszrula. 
一 ius. INE 一 7*sing. 


T. AA RE ERARA FF HL A 
(1) Gudz 十 zdy 十 zdz, 其 中 C0 是 球面 xa^ 4-7 —a 53i 
z 十 y 十 2 一 0 相交 的 画 周 ,从 z 轴 正 向 看 道 时 针 方 向 为 正 . 


解 P=y, Q52, Rer. 
ab _3Q_ƏR_ 
By dz dr | 


Pu 
PELLEN 


H sS. T n 的 正方 内 "n h 由 斯 托 克 斯 公 起 .有 
je + zdy 十 riz 二 一 ew F dade + drdy 


一 一 ] e 十 Cos 月 十 cos;do, 


其 中 cosa, cos ,cosy 是 平面 x 十 y 十 :二 0 法 线 # 1E 76 8] 0E 7p LR E. 
从 而 ， 


1 
COS cos cosy 一 一 -一 - 


v3 
TAE. bu + sdy + mz 一 一 Afe 一 一 3 mÉ. 


(2) era 4-dy- dz, 其 中 心 是 抛物 面 spa —z 与 平面 
z 王 0 相交 的 圆周 ,其 止 方向 与 z 轴 构 成 左手 螺旋 系 . 


解 Pery, Q—1. k=l. 
aP zy? aQ aR 
y =3r a dm O 
aP ag IR 
az dr dy 


取 平 面 z 一 0( 即 zy 5p 8 D daz, C Pre n a ET Did 
sat A E S CANER e WEA BIA 2 AE 向 相反 ， m 2 
由 斯 托 克 斯 公式 ,有 


P yz + dy + diz = — ] oven 


l 


3 fe y dredy Cr = reosp,y = rsing) 


li 


JN sin'gcos'gdg| ridr = iss. 
u ü 
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[8 14. í 
8. 证明: 定理 4 中 的 -- 个 等 式 


fec, Be = | zen — g trd- 


证 首先 设 平 行 于 三 个 坐标 轴 的 直线 与 曲面 8 至 多 有 -个 
SECOS 上 有 平行 华 标 轴 的 线段 除外 ). DA s y BEBE ERIS 
可 表 为 方程 


a 


Ecc fGGigy3.Gs. € D, 
Hn op EAH s TE xs Abs up DOS PESE DOdA,. 设 区 域 5 的 边界 闭 曲 
RET 
由 计算 曲线 积分 的 公式 ,有 
oy zy 一 des ars fG ad. (1) 


为 了 将 e SR TR] ESSE IREBLOR OC dydz 换 为 zy 坐标 面 上 的 面积 
微 元 dady XE RV RI S 10. 3 的 公式 43), 即 


00K fou. [iG | —] 
cosa = TEN C08 T Up o0) — pu 


其 中 Y= VIH up HE ry) s fay 是 出 面 5 法 线 正 向 分 别 
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与 + 轴 ,y 加,z SHOE Zr 516 ff. 不 妨 没 ”是 锐角 ,有 cosy 0. Y 
前 必 取 负 号 已 知 


— 8f 
dgdz —cosade 一 —LÓ 
一 一 于 cosyue = -一 T izay. 


由 计算 曲面 积分 的 公式 和 和 格林 公式 ,有 
T] Riza Ragde = M+ LXX dzdy 


x x 


一 || xerunt ody 一 Pots ver aye. (2) 


BOXRSOÓR. 有 


jeca c 一 js M — K tydz. 


Adi AR: E S 与 平行 三 个 坐标 轴 的 直线 交点 多 于 一 个 , 则 可 将 
§ 分 成 若干 个 小 曲面 块 ,使 得 在 每 个 小 昌 曾 块 上 ,上 述 结论 成 立 ， 


则 在 曲面 8 上 上 述 结论 也 成 立 . 
10. HF du (x* — 2yo dx H Gà — 22z2dgH- G3 — 2xy dz, R IL ERL EIC 
u(z.gy.z). 
解 P—r—2ys. Q—.—2xz, R—i—?uy. 
aP oQ _ aR aP 
dy r 一 一 和， d 2y, 
W IR 05 
cm o» 2r. 


曲线 积分 与 路 线 无 闫 . COS e = (0,0,00, V Gr y: € R4 
u(rz.g.2) 一 | ea 十 KC 十 f (Ë 一 Zzg)dt 
-G + p o 一 2zgz. 
T4. Mr =E deat dz) — eyz H C. 


3 
* {RG 


11. 证 明 ; 若 5S 是 光滑 闭 曲面 ,! 是 任意 常 向 量 , 则 
qeostn Dae 二 0， 


其 中 是 旱 面 5 的 外 法 线 向 基 . 
证 设 cosa,cosf,cosy Je AME f& n A P] A A. 
cos(/,z) costy) cos! se 是 常 向 基 4 09 27 I] d S. 


Í T 
cos(i. n) mar" * ]^T 


= (cos(L,x) , cos (4, y) ,cos(£, z) ) (cosa cos cosy) 


— cos (£,r)coso 十 cos(A,g)cosp 十 cos(1,2)cosy. 


qessttiow 


= eos cis2) eosate + costi,y)cospdo 十 cos(L.z)cosydo 


Š 


从 而 


一 fpes otv: 十 cos(E,qodzdz 十 cos(EzMizdg, 
y 


其 中 cosct 2) cost p) cos C2 CB Bt E EL A BORET. 由 


RAAR A 
heoscn, dav = MI 一 f. 


12. 求 曲 面积 分 
[B6 — y + duis + Cy — z + Dus + (z — z + Diete, 


其 中 5S 是 |z 一 yg 十 z| 十 1y 一 z 十 z| 十 1z 一 z 十 # 1AE. 
解 团 曲面 $S 是 八 个 平面 ; 
tayo t Qt teart] 
Br Bi pk V yR E 
P-—z—y--z, Q—&y—zz-bz, RR 二 2 一 3 十 
* 487 


oP ag ak 
w 35 Ro 
由 奥 高 公式 ,有 


pe — y + zMydz -H (y — z 4 rsdr + (zo ydrdy 


一 fff + 1 + Ddrdydz = 3 ff fazdyaz. 


作 变 量 替换 , 设 
一 OCu,p.w) —— 
H Es M 3G.) 二 4. 
"y i " S(zr.gy.z) d 


w =z =r y Kurr w) i 


没 闭 曲面 5 在 www 直角 华 标 系 中 变换 为 8 i vr 变换 为 体 
Vind jelt Jue] zi, Bl V &A ACE Hi but obw — LER EE A] 
正八 面体 ,如 图 14.j. 显然 , 体 1 关于 原点 (0,0,0) 对 称 ,其 体积 

1 1 4 


Be. 


3 2 3" 


E] 14. j 
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TÉ. pe — y + xMgdz + (y — 2 d- dd tz — x d- yMaxdy 


3 Jf fazaya = 3 f L dudrdw = E [[ [ente 
V ki 1 t 


3 
4 


l 


13. WE: AA 
rcs 二 By 二 cer 一 2 ' Fiu Va? + b + cM, 
Mohos RREI rtt. 
证 将 xy: 直角 坐标 系 以 原点 C0,0,0) 为 心 旋转 为 une H fE 
标 系 ,使 平面 az 十 多 十 必 二 9 是 ww ^E BE. FLOR DEDE 1 (0,0. 00 5 
25 坐标 面 垂直 的 直线 是 2: 轴 . 由 直角 坐标 系 的 谣 转 公式 ,有 


和 = reps + wosp + zc0sy,, 


r =æ Costs 十 ycosfh, + zcosye, 
la = rCO&GS 十 aeosp 十 zcOSy.. 
H cose, , co5/!; , cosy, ; Cose p cos; , cosy; p COSG cospar cosys 4] B FE u 
轴 , 轴 ,” 轴 关于 e E A EXP CE PS SEENE 
MESI 


cosa,  Cosf Cosy) 


ACu poy c syl 1 

ar |J E) owe cosi Cosy: | = ' 
COSd;  COSf. cosp! 

LERE TES, — ] 一 1 

díz,v,20) 站 Ke 


d(z,y.z) 
球面 Sin a! Hz THERE e 直角 坐标 系 中 也是 球面 8 ， 
pedet 将 球面 S 化 为 参数 方程 : 
tur Vl — cost, m — M) — sin 
—jziuzl. Daig r 
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de = 4 EG — FHdadi = ,| pl — au Mudt = duit. 


因为 上 轴 垂 直 平 面 axd-ba- ez 0, PE a 的 方向 余弦 是 
a Fi 


~n Cosh 一 ———————— , 
4a 4 d 4e La t e 
cosy = 


COS 一 


e 
从 而 ,一 d B n 
或 ar 十 by 十 CE = y LE FEFE. 
于 是 ， hr cas + by + oez)da =f af Fa E F PP F d du 
o 一 上 


一 2 fia da + b 4- c Mu. 
l 
14. 求 高 斯 积分 
TRES soma, 


T 


其 中 5 是 光滑 闭 曲 面 ,n 是 在 曲面 S 上 点 (zx,y,2) 的 外 法 线 .r 是 连 
HAA SERA My Dh S SPRE ROS OR RI r= 
veE—x) Hg T ay. 

讨论 两 种 情况 :(1) 曲 面 8 EB à Cen. ; OR S GUEBI 
KA C2. 

和 解 ” 设 cosa. cos cosy 是 外 法 线 07r LA SEC. 

cosCr ,2) .cos(r.q) .cosCr z) FÈ r 87; EAR SE A CULSB UBD 


Cos(r,n) —cCos(r,z)Cosa + costr yeop 十 cos(r,z)cosy 


zZz — ^ 
?cosy. 


— Ë 一 
E - Seose 十 cosg 十 
T 


T 


从 而 ， 
Kat) = (j ma, 


F 


= 490 » 


Z$ 


cosrda 


= peg z- S eosadg 十 和 Jl eos Bdo 十 于 
-fe 


EZ Sagde 1 duda 十 大 aw, 
z EJ — 总 -一 
其 中 P= - g= I, R= 7$. 
aP j 3G — £X R 0 — 34— n” 
Ar r ri ” 而 r? rs ' 
dR 1 8( — 4)? 
às rf r " 


Yr 有 


G d 
E E 
a 


(1) 3 S RELIER CI ON d REA A 
Isp g) = peas 


E] 


-站 去 Z sdydz 十 
- jl 


Towap: = 0， 


E 


dadz 十 天 Sgrdy 


其 中 下 是 闭 上 曲面 3 所 围 成 的 体 ( 下 同 ). 

(2) Hh S BL ER E C£ om CORE BODL CE on O APO LEAL TE EC E 
分 小 的 >0 为 半径 的 球体 Va tE VLC. RRE Vs 的 表面 (球面 
是 5. 显然 ,P,8, 有 在 5 一 Fs 上 满足 奥 高 公式 的 条 件 , 由 奥 高 公式 ， 
有 

f eoe 一 二 dadz 十 -— daz 十 二 € 


SES, SI 


-fff Odzdydz = D, 
E= T 


其 中 sS EIE 8] F8] E RECE 200. 从 而 
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A cosi(r. n) COSÓr,n) cosCr n) 
M z——-4g — 7 dz — ET a, 
$t T >x 
^ EN 


EPs. BRE so RESES 名 下 —— s S BINE n 
的 下 向 相同 . [.fiir.)0—0. 从 而 cos(r.n3— 1. Tq f 


He E e 


m zu == z * dró — 4a, 


15. 证明 : 苦 一 9 Pr ge e, ij 


E] 


az 
k 
O» IE Ts = jji \udrdydz 
CIE du = 一 JT [2 ou? ELE t | du | etg: 
X 1 ax i ] Jy h | ES J 


+ | | furagra . 
" 上 


其 中 心 基 包 同 有 界 体 工 的 光滑 闭 曲面, 孚 是 向 面 S 外 法 线 KI 
向 导数 . 
证 (1) 由 各 高 公式 ,有 


dU, | ou — On 
| m d" il 3 C08 Gt 2) + ay 90 n 
N ^ 


2 
T S cosan ZI 


du du du 
一 az 二 z dr 
J 3: dydz 二 ay PT 十 dy 


F a ni 
- jii a 十 du Pu g drdydz 一 fij — 
[£ 


0) WRES E 
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n Tro 2 
a ce c D - | |a m eosQu 2) +” Teoste, y) 
^M L dr ay 


271 
Tu EE 
"o; " ` 
= J^ €: da 3,06 + t rd 
*N 


[[ 2j,9 J: du) 3 wT 
= | DUI drdydz 
MEG ari T zi "gt zl“ x| | zdy 


n? i a 


| Ti (08171 
加 Jn T zdydz 
fH | dr | + | ay | 十 | ES | Jte 
十 M 


Hx E S 14.3 


(KLIT HE, 435 00D 
lOFADÉRBU EA EG Go OB] REC. 
(3). flaga n G? 3:265 — 32). 


解 af 2r af m 
à rqiy—à3s5 3 vc2y—3£7 
of 一 6 


2 y — gz 
d | 1 
gra f r + 2y 一 Az FE 十 2! n a2 十 m y 一 35 
2 ` 
myg 57 + yj 3. 
2. HE BH: 
(2) erad| - 二 | = (rgraðn — ograd). 
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“j cju 9f u df u 
证 grad| 7. -站 | n Hx n | Al p k 
t M 3v v My ar p M 2 
ðr or. J y. dz dz 
ML EE HELL LÁ ja Sk 


ERI | gu. Hp) —nl Zi ge; 2v ] 
E [> | atat as". ^| A SER 
一 B ( egradu — grade). 


6. HEHA : 
(2) div(ugradu) — nt (gradu )’. 


、 da! 
证 div Cugradu) —div| a a t" at" | 


一 起 
da 

dí gu) Od Ga! Qj Ow! 
=al altal R TA 


Il” dy] al a 
Fu Fu Puni ui? Jut adult 
vr RIEEFIEUM 
uy (gradu)?. 


T. DRAE rm cie yj p zh SR COR DE E E^ — a COR umm 
了 表面 的 流 基 ;(2) 通 过 锥 Ey! — z CO zo SEI ER D E. 
解 ORARE E S, RARR AE E r R IS lk 
Ek Vhp a Oscosch. 出 流量 公式 ,通过 圆柱 表面 8 的 流量 
总 一 euis -cEogdzdz + edxdg. 


* 


P= rt = y.Ro— x. RLR, 


w d z 
HABZA K 


g= [f fatzayaz = 3 ME = rath; 
: 


D mui AEE zy! 0 zh BUGIEBU yd. 
3. 求 下 列 向 量 场 的 旋 度 : 
G) AcaysG-E jo &). 
解 p-—Q-—R-—aziys. 
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aR aQ aP ƏR 


Ll——u—zs(z—g. A 
dy dz al D dz dr ge 

a aP o o mu 

EM ay 700 zi. 


qd. rotÀÁA —2(— HF yj 
(25. B—ty-rEzH CHAM »joa Gir yh. 
解 P= 二 有。 QSr te, Raray 


3R 339 , . IP IR gg, 
y aS z), 3: 3726 i). 
AQ AP 

— LI —8 r—y 

Ae ApoU 


P, rotB-—2[ Gri mrj t Go ge. | 
10. EH LE r=rityjt zk.a 是 常 向 量 , 则 rotto Xr) 二 2a. 
证 Gba—abtaujdakgdH 


i j k 
Q X o ro—[d di cds 
rog 


= (asz — agi + lma 一 az)j t y — aix). 
P = ugi — iays Q == gar — Mz, R = ay — dar. 
IR A O 3P ƏR oQ aP 
dy az E o ?* Qr dy 
FE, rot(a X r2—2(Ct i dr aij tk) — 2a. 
11. 3K [81 Bit Eg A — pelety iHe erkat 24-224 d- xg Cr gr 
22)k B) BFR R- 
NP P—ysQu-aeb.Q—zzGo-b2g4Me 2) R= xg Go yt 225. 


OR W (p oxy 222) — G! H-2xy 4-222) — 0. 
dy dz 

qm, B-Boy s R Pg 

EPE, à a 与 ET ay 9 


M. if E R'm dizk flr 5 pa 2E Jo on. B (zo, gozo = C0,0, 00 V Cz, 
go €. TS A BIO 


VLERE EES. - ['o« 十 | 十 fue Toy + 2040 -- C 
ü n n 


. {95 


—zyz(z + y dz) dc. 
12. uEBS m S ROC EE PR E D o db 3 F i5 hi GRO FE XE SE 
I EE EVER 
[ro * ndo = 0, 


ES 


UB on EHE 5 的 外 法 线 向 量 . 

证 用 SS 上 一 条 光滑 闭 曲 线 5 将 5 分 成 两 个 曲面 抉 3 与 S, 
0 既是 8S 的 边界 闭 曲 线 , XXE 5: 的 边界 闭 曲 线 ,但 是 方向 向 上 反 , 表 
^Mebhe.WF—FaAMFIT FA. 由 斯 托 克 斯 公式 ,有 


(fro. ndio == fer ndo 十 fror * ndo 
- jr. ids 十 jr iis = pr. ids 一 pr. * iis = 0, 


其 中 1 是 曲线 I-A AIR RE CE ED. 
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